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PRÉFACE À L’ÉDITION FRANÇAISE 


Le présent « Cours élémentaire de mathématiques supérieures », 
écrit par les professeurs V. Koudriavtsev et B. Démidovitch, est 
la traduction de la quatrième édition russe de ce livre. En U.R.SSS., 
il est utilisé depuis plusieurs dizaines d’années comme manuel de 
mathématiques supérieures destiné aux étudiants en sciences natu- 
relles (biologie, géographie, géologie, etc.) des universités. Il cor- 
respond aux programmes prévoyant 250 à 300 heures d'études pour 
le cours général de mathématiques supérieures. 

Le volume limité d’une part, la nécessité d'exposer les matières 
en toute rigueur mathématique d'autre part, ainsi qu’une attention 
spéciale qui doit être portée aux méthodes numériques de résolution 
des problèmes du fait d’un développement rapide de calculateurs 
électroniques, tels sont les facteurs qui ont prédéterminé la compo- 
sition et la structure de cet ouvrage. Dans son ensemble, il reste 
fidèle aux cours classiques de mathématiques supérieures avec leurs 
sections traditionnelles telles que la géométrie analytique plane et 
de l’espace (chap. I à V, XIX), la classification des fonctions et la 
théorie des limites (chap. VI à VIII), le calcul différentiel et le cal- 
cul intégral (chap. IX à XV, XX), les séries (chap. XXI), les équa- 
tions différentielles (chap. XXII), les intégrales curvilignes et mul- 
tiples (chap. XXIII et XXIV). Le livre expose aussi les éléments 
d’algèbre linéaire et d’algèbre vectorielle (chap. XVII et XVIIT), 
ainsi que les notions sur la programmation linéaire (chap. XX VI). 
Enfin, on y étudie sommairement les nombres complexes, y compris 
la fonction d’une variable complexe (chap. XXVI) et les séries 
à termes complexes (chap. XXI, $$ 15, 16) et les éléments de théorie 
des probabilités (chap. XXV). Les auteurs ont apporté beaucoup 
de soin à la sélection des matières à traiter dans le livre. Certains 
théorèmes sont énoncés sans démonstration. Au chapitre XIV, 
l'intégrale définie est considérée comme l'accroissement correspon- 
dant de la primitive de la fonction à intégrer. Les auteurs sont 
d'avis qu'une telle interprétation de l'intégrale définie est plus 
accessible aux étudiants auxquels est destiné ce manuel et leurses 
met de passer tout de suite aux applications. 
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L'aspect relatif au calcul est représenté comme une application 
naturelle de la théorie classique et comprend les questions suivantes: 
l’interpolation de la fonction d'une variable réelle (chap. VI, $ 10), 
la solution approchée des équations (chap. XI, 8 9), le calcul approché 
des valeurs d’une fonction et de ses accroissements infiniment petits 
(chap. XI, $ Get chap. XII, $ 5), le calcul approché de l'intégrale 
définie (chap. XIV, $ 10, 11), la résolution d’un système d'équations 
algébriques linéaires (chap. XVII, $ 2, 5, 6, 7), la méthode des 
moindres carrés (chap. XX, $ 12), l'application des séries entières 
aux calculs approchés (chap. XXI, $ 13). 

Presque tous les chapitres se terminent par des exercices ayant 
pour but de faciliter l’assimilation des questions théoriques. La 
plupart des ‘exercices sont munis de réponses, placées en fin du livre. 
Le lecteur ne devra les consulter qu'après un travail personnel persé- 
vérant. Les données numériques et la liste récapitulative des formu- 
les indiquées en annexe permettront au lecteur d'utiliser le livre 
même après l’étude du cours de mathématiques supérieures. 


CHAPITRE PREMIER 


SYSTÈME DE COORDONNÉES RECTANGULAIRES 
DANS LE PLAN ET SON APPLICATION AUX PROBLÈMES 
SIMPLES 


$ 1. Coordonnées rectangulaires d’un point dans le plan 


On appelle coordonnées d'un point du plan les nombres qui déter- 
minent la position de ce point dans le plan. 

Les coordonnées cartésiennes (du nom de René Descartes, mathé- 
maticien et philosophe français) orthogonales ou rectangulaires dans 
le plan sont introduites de la façon suivante : on choisit sur ce plan 
un point © (origine des coordonnées) et des droites orientées, perpen- 
diculaires entre elles, Ox et Oy, (axes de coordonnées) passant par ce 


Fig. 1 


point (fig. 4). Pour la commodité de l'examen, on supposera que l'axe 
Ox (axe des abscisses) est horizontal et dirigé de gauche à droite, alors 
que l’axe Oy (axe des ordonnées) est vertical et orienté de bas en haut; 
ainsi, l’axe Oy est tourné par rapport à l’axe Ozx d’un angle de 90° 
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre *). En outre, on choisit 
une échelle pour la mesure des distances. 

Considérons pour un point donné M deux nombres: l’abscisse x 
et l’ordonnée y. 


._ À) La disposition des axes et le choix de leurs sens positif et négatif sont en 
général arbitraires. 
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On appelle abscisse x un nombre qui exprime, à une certaine 
échelle, la distance du point à l’axe des ordonnées prise avec le 
signe + si le point se situe à droite de l’axe des ordonnées et avec 
le signe — s’il est à gauche de cet axe. 

On appelle ordonnée y un nombre qui exprime, à une certaine 
échelle (généralement la même que pour l’abscisse) la distance du 
point à l’axe des abscisses, prise avec le signe + si le point se situe 
au-dessus de l’axe des abscisses et 
avec le signe — si le point se situe 
au-dessous de cet axe. 

Ces deux nombres x et y sont pris 
pour coordonnées du point 
M parce qu'ils déterminent parfai- 
tement la position du point dans le 
plan, à savoir, à tout couple de nom- 
bres x et y correspond un point M et 

Fig. 2 un seul dont les coordonnées sont ces 

nombres ; et réciproquement, tout point 

du plan se détermine par les coordonnées x et y. Si un point M a pour 

coordonnées zx et y, on le note ainsi: M (x, y) (on écrit d’abord 

l’abscisse z et ensuite l’ordonnée y). Comme à l'ordinaire, le signe 
+ peut être omis dans la notation des coordonnées. 

Les axes Ox et Oy divisent le plan en quatre parties appelées 
quadrants. En numérotant ces derniers (1, 11, III et IV) dans le sens 
inverse des aiguilles d'une montre et en partant du quadrant dans 
lequel les deux coordonnées sont positives, on obtient la table 
suivante pour les signes des coordonnées: 


Le segment OM reliant l’origine des axes de coordonnées O au 
point M (fig. 2) s'appelle rayon vecteur de ce point. En désignant par 
p l’angle que le segment OM fait avec la direction positive de l’axe 
Oz et par r sa longueur, on déduit des triangles OMM” et OMM” 
pour un point situé dans le Ier quadrant: 


Zz—=rcoswy, | 


y=rcos(+—p)=rsin. (1) 


Il n’est pas difficile de se convaincre que les formules (1) seront 
aussi valables pour les coordonnées des points situés dans-les autres 
quadrants. Ainsi, le signe de l’abscisse x du point M coïncide avec 
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le signe du cosinus, et le signe de son ordonnée y avec celui de sinus 
de l’angle @ dans le quadrant correspondant. 

On se rend compte sans peine que, si un point se situe sur l'axe 
des abscisses, son ordonnée y est nulle ; s’il est sur l’axe des ordonnées, 
c'est son abscisse qui est nulle et inversement. Par suite, si un point. 
coïncide avec l’origine des coordonnées, ses deux coordonnées sont. 
nulles. 

Exemple. — Les points M, (z1, y1), Ma (tas Va), Ms (zsr Va) €t Ma (fs y) 
de la fig. 1 ont pour coordonnées 

1) = Qi = OP, = +25 y = PiMi = 00 = +3; 

2) Ta = QaMa = OP = —4; ya = PeMa = OQ2 = +2; 

3) Zzg = QsMa = OPs = —2; ys = PsMs = 0Q3 = —4; 

4) za = QMa= OP,= +5: y, = PM, = 0Q, = —2. 


Dans la suite de cet ouvrage, pour abréger l’exposé, les coordon- 
nées cartésiennes rectangulaires seront appelées tout simplement 
coordonnées rectangulaires ou orthogo- 
nales. 

Dans les paragraphes qui suivent, on examinera l'application 
des coordonnées rectangulaires à la résolution de quelques problèmes 
simples. 


$ 2. Transformation de coordonnées rectangulaires 


Pour la résolution de certains problèmes il est parfois utile de 
choisir, au lieu d’un système de coordonnées donné Ozxy un autre 
système de coordonnées rectangulaires O’x'y’ orienté d'une façon 
déterminée par rapport au premier. Par exemple, lors des vols inter- 
planétaires on peut utiliser un système 
de coordonnées dont l'origine est au 
centre de la Terre (coordonnées g é o0- 
centriques), pourtant il est plus 
commode de se servir dans ce cas d’un 
système de coordonnées lié au centre 
du Soleil (coordonnées héliocen- 
triques). 

Posons-nous donc le problème du 
passage d’un système de coordonnées 
à un autre. 

Commençons par étudier le cas le Fic. 3 
plus simple (fig. 3) où les axes du « nou- 5 
veau système de coordonnées » O'x'y’ 
restent parallèles aux axes correspondants de l’« ancien système. 
de coordonnées » Oxry et ont mêmes directions que ces derniers 
(translation d'axes de coordonnées). 

Soient (a, b) les coordonnées, dans l’ancien système, du point 
O” qui est l'origine du nouveau système de coordonnées. Alors un 
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point À du plan, dont les anciennes coordonnées sont (x, y), aura 
pour nouvelles coordonnées [z’, y’] (pour plus de clarté nous les 
mettons entre crochets). La fig. 3 donne immédiatement 


z'=z—a y =y—b, (1) 


c'est-à-dire que les nouvelles coordonnées d'un point sont égales à ses 
anciennes coordonnées diminuées des coordonnées anciennes de la nou- 
velle origine. 

Réciproquement, des formules (1) nous déduisons 


z=z+a y—=y + b. (2) 
Soit maintenant un nouveau système de coordonnées Ozx'y’ obtenu 


de l'ancien système Ozxy en faisant tourner ses axes d'un certain 
angle & autour de l'origine fixe © 


TN 

(fig. 4), c'est-à-dire x'Ox = «@, l'angle 
a étant considéré comme positif si la 
rotation se fait en sens inver- 
se des aiguilles d'une 
montre!) et comme négatif dans 
le cas contraire (rotation des axes de 

coordonnées). 
Désignons par B l'angle fait par 
le rayon vecteur r = OM du point M 
Fig. 4 avec l’axe Oz’; compte tenu du signe 
de l’angle B 2), le segment OM fera 
alors un angle & + B avec l'axe Ozx. On en déduit par les for- 

mules (1) du $ 1 que 


z = rcos (a + B) = rcosacosB —rsinasinf (3) 


‘et 
= r sin (&œ + B) = r sin & cos B + r cos «a sin f, (4) 
quelle que soit la position du point M. 


Puisque les nouvelles coordonnées du point sont de toute 
évidence 


zx =rcosf, y’ =rsin hf, (5) 
les formules (3) et (4) donnent 
z—zxz" COS œ— y" sin &,- 
à (6) 
Yy—=ZT Sin +y cos & 
Pour mieux retenir les formules (6), on utilise le moyen mnémo- 
technique suivant: on dit que la première formule (6) contient un 


1) On dira aussi tout simplement en sens direct. 

2) Ici, l'angle B est positif si le rayon vecteur OM a subi une rotation par 
rapport à l’axe Oz’ en sens direct, et négatif g’il est tourné par rapport àcetaxe 
dans le sens rétrograde. 
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désordre total et la seconde un ordre total. En 
effet, dans la première formule la première place est occupée par 
cos et la deuxième par sin; en outre, elle fait intervenir le signe —. 
La seconde formule (6) ne comporte en ce sens aucune irrégularité. 

Les formules (6) expriment les anciennes coordonnées x et y 
du point W par ses nouvelles coordonnées zx” et y’. Pour pouvoir 
exprimer les nouvelles coordon- 


4 nées x’ et y’ par les anciennes 

D nn z et y, il suffit de résoudre le 

É SX système (6) par rapport à x’ et 
4 ù ’. Cependant t s- 
/ \ y’. Cependant, on peut procé 


M(z,y) der d’une manière plus simple : 

à savoir, prendre le système 

Ox'y’ pour l’ancien et le sys- 

tème Ozxry pour le nouveau. 

Alors, en remplaçant, dans les 

formules (6), x’ et y’ respecti- 

Fig. 5 vement par zet y et inverse- 

ment et en tenant compte du 

fait que le second système est tourné par rapport au premier d'un 
angle —aœ et que cos (—«&) = cos &, sin (—a) = —sina, on a 


x'=rcosa +ysin«&, À - 
y= —rsinœ+ycos«. (1) 

Enfin, dans le cas général où la nouvelle origine des coordonnées 
est un point O’ (a, b) et l’axe O’zx’ fait avec l’axe Oz un angle a, 
les formules (2) jointes à (6) donnent 


z—a+z"cosa—y’sin«, À 8 
y=b+x"sina+y"cos a. (8) 

De même, les formules (1) et (7) donnent 
x —=(x—a)cos a + (y —b) sin «, À 9 
y = —(rx—a)sin a+ (y—0b)cos a. O) 


Les relations (8) et (9) montrent que les formules de transformation 
de coordonnées rectangulaires (de translation et de rotation d’axes) 
sont des fonctions linéaires tant des nouvelles coor- 
données que des anciennes, c’est-à-dire qu'elles contiennent ces 
coordonnées au premier degré. 


Exemple. — Un segment OM, où le point M a pour coordonnées (x, y), 
est tourné d’un angle &« — 120° en sens direct (fig. 5). Quelles seront les coordon- 
nées x’ et y’ de la nouvelle position M” du point M? 
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En supposant qu'au point M est lié un système de coordonnées mobile 
Ox'y’, nous aurons par la formule (6) 


, te) nn LONS __ 1 Cu 
z' = x cos 120° — y sin 120 = ——+ (z+y V3), 
? = le] 2 1 a 
y'= z sin 120° + y cos 120 = (x V 3—y). 


$ 3. Distance de deux points dans le plan 


1) Cherchons d’abord la distance r d’un point M (x, y) à l’ori- 
gine des coordonnées © (0, O0) (fig. 6). 


. 4 4 ra 
Mz,y) De ere 
Ang demTi-T, ClZz,4,) 


Fig. 6 Fig. 7 


La distance r — OM est évidemment l'hypoténuse du triangle 
rectangle ONMJM” dont les côtés de l'angis droit sont OM" = |zx| 
et MM = |y |. 

D'après le théorème de Pythagore 


r-VATE. (1) 


Ainsi, la distance d'un point à l'origine des coordonnées est égale 
à la racine carrée de la somme des carrés des coordonnées de ce point. 

2) Dans le cas général, soit à calculer la distance d = AB de 
deux points À (x,, y,) et B (x, y:) (fig. 7). 

Choisissons un nouveau système de coordonnées Azx'y" de telle 
sorte que son origine soit au point À et les axes soient parallèles 
aux anciens axes et aient respectivement mêmes directions que ces 
derniers. Alors, dans le nouveau système les points À et B auront pour 
coordonnées ($ 2) À [0, O0] et B [rs — z,, ye — yil. D'où, par la 
formule (1) on obtient 


d=V (ter) + (y —y) , (2) 


c’est-à-dire que la distance de deux points du plan (quelle que soit 
leur disposition relative) est égale à la racine carrée de la somme des 
carrés des différences des coordonnées de même nom de ces points. 


Remarque. — La formule (2) donne aussi la longueur-du seg- 
ment AB. 
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Il n’est pas difficile de déterminer la pente de ce segment. Le triangle rec- 
tangle A BC donne 


= d A = Ts — 
y=dsina—ye—y 


{d,’et d,, sont appelées projections du segment 4B sur les axes de coor- 
données Oz et Oy). Il en résulte 


1. + . sina— #27 "1 + : ga ee 
où d est donnée par la formule (2). 

Exemple. — Un véhicule s’est dépl acé sur le terrain du point À (—30, 80) 
au point B (50, 20) (par rapport à un certain système de coordonnées Oxy), 
les coordonnées des points étant exprimées en kilomètres. Calculer le chemin d 
parcouru par le véhicule sachant qu'il n’a pas changé sa direction. 

En appliquant la formule (2), nous obtenons 


d= V (50-430): E(20—80): — y 6400 3600 — 100 km. 


COS à = 


$ 4. Partage d’un segment dans un rapport donné 


Supposons que le segment 4B (fig. 8) reliant les points À (x,, y.) 
et B (z:, y) est partagé par un point C en deux segments AC et CB, 
de manière que le rapport de AC à 8 
CB est égal à ! (1 > 0): 

AC 


On demande d'exprimer les coor- 
données x et y du point C (x, y) 
par les coordonnées des extrémités 
du segment 48. 

Abaissons les perpendiculaires 
AA;,, BB, et CC; respectivement 
des points À, B et C sur l'axe Ox. 
On obtient alors trois droites pa- 
rallèles 4,4, C,C et B,B qui coupent les côtés de l’angle (non 
représenté sur la figure) que forment les droites AB et Or. Comme 
on l'apprend en géométrie élémentaire, un faisceau de droites paralle- 
les partage les côtés de l’angle en parties proportionnelles ; par suite 


AC; _ AC 
CB, CB” 
d'où, compte tenu de l'égalité (1), on aura 
AC as 9 
TCB, =! (2) 


L'examen de la fig. 8 montre que 
AC — OC, —— OA, = LT — Ti, 
CB; — OB,; er OC; — Lo — ZT. 
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Portons ces expressions dans la formule (2), ce qui donne 

TZ] 

ms (3) 
En résolvant l'équation (3) par rapport à l’abscisse inconnue zx, 
on obtient 


et, de façon aralogue, 


Ainsi, les coordonnées d’un point C (x, y) qui partage un seg- 
ment AB dans un rapport / (en comptant de À à B) sont déterminées 
par les formules 


Z1 + ze 
nn 1+1 ) 4) 
_ i+lÿs ( (4} 
ÿ 151 ) 


Si le point C partage le segment AB:en deux parties égales, 
AC = CB et donc 


AC 


ns ——— 
— me 
e 


CB 


En désignant les coordonnées du milieu du segment AB par x, y, 
on obtient d'après la formule (4) 


rie. 
_ (5) 
Y1 + Yo 


c’est-à-dire que les coordonnées du milieu d'un seg- 
ment sont égales aux demi-sommes des coordonnées correspondantes 
de ses extrémités. 


Remarque. — Pour obtenir les formules (4) et (5) nous avons supposé que 
les extrémités À et B du segment 4B se situent dans le premier quadrant et que 
par suite leurs coordonnées sont positives. On peut facilement montrer que ces 
formules seront aussi valables dans le cas où l’une ou deux extrémités du seg- 
ment AB se situent dans d’autres quadrants et donc certaines ou même toutes 
les coordonnées des points À et B sont négatives. 

Exemple. — Calculer les coordonnées du point C'(r, y) qui partage le 
segment AB compris entre les points À (—5, —3) et B (4, —6) dans le rap- 
port CE 5° 


Dans ce cas, L — - et donc 


3 , à 
3 
2 
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$ 5. Aire d’un triangle 


Soit à calculer l’aire du triangle ABC (fig. 9) dont les sommets 
ont pour coordonnées À (x,, y,), B (x:, y2), C' (xs, ya). 


Fig. 9 


Soient AB = c, AC = bet les angles que ces côtés forment avec 
l'axe Ox, égaux respectivement à «& et f. 
D'après le $ 3 (v. remarque) nous avons 


A'B'=c,;,=ccosa—z> —7i, | { 

A"B"=c,=csina= y: —y; (D 
et 

A'C'—-b;k=bcosf = zx; — 7x1, (2) 


AC" = b, — b sin B — U3 — Y1:- } 


. die 
Soit p = CAB; il est évident (fig. 9) que 


g=p—-c. 
En appliquant une formule trigonométrique connue, nous obtenons 


S-+bcsin = + bc sin (B— a) = 
= be (sin PB cos « — cos B sin a) = + (bycx— bicy). (3) 
D'où, en vertu de (1) et (2), il vient 
S = + H(us— vs) (ra 24) — (ra 23) (ua — vi). (4) 
Remarquons que pour une autre disposition des sommets la for- 


mule (4) peut donner l’aire du triangle avec le signe —. C’est pour- 
quoi la formule de l’aire du triangle est généralement écrite sous 
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la forme 
SE La) (Us—v)—(r5—2) (Bey), (4) 


où le signe est choisi de manière à obtenir un nombre positif. 
En utilisant la notion de déterminant du second ordre 


a b d—4 
dl Te 
on peut mettre la formule (4”) sous une forme plus facile à retenir 
4 To — T1 T3 — TL: 
S = + 5 : (2) 
Ye —Y1 UY3—Y: 


La formule (4°) se trouve simplifiée si le point À (x,, y,) est 
à l'origine des coordonnées. A savoir, en posant zx, = 0,y, = 0, 
on obtient 


1 
S = + TS (Z2Y3 — Tao). 


Remarquons que si les points À, B, C se trouvent sur une même 
droite, la surface S = 0, et inversement si S — 0, les sommets 
A, B et C appartiennent à une même droite. 

Exemple. — Soit un lot de terrain ayant la forme d’un triangle de som- 
mets À (—2, —1), B (3, 5) et C (—1, 4) (les dimensions sont indiquées en 
kilomètres). 

Calculer l'aire S de ce terrain. 

Par la formule (5) on a 


1 13291429 
21541 441 


Remarque.— Le calcul de l'aire d'un polygone se ramène à celui 
des aires des triangles. A cet effet, il suffit de diviser le polygone 


en triangles et de calculer les aires de ces derniers à l’aide de la 
formule (4). 


115 1 a 
S = + =+s|4 S|=+ + 05-60, km®=—950 ha. 


EX ERCICES 


É Sen les points: À (2, 3), B (—4, 1), C (2, —3), D (—2, —2), 
E (—5, 0). 

2. Déterminer les coordonnées des sommets d'un triangle équilatéral situé 
dans le Ier quadrant, dont la longueur des côtés est égale à 10, l’un des sommets 
est à l’origine O et la base a pour support l'axe Oz. 

3. Déterminer les coordonnées du point Af (x, y) symétrique du point 
À (1, 2) par rapport: a) à l'axe Oz; b) à l'axe Oy; c) aux bissectrices des Ier 
et III quadrants; d) aux bissectrices des Il° et IV® quadrants. 

4. Soit une droite MN parallèle à l'axe des ordonnées et située à droite 
de lui à une distance de 5 unités. Déterminer les coordonnées du point À, symé- 
trique du point À (2, 4) par rapport à la droite AN et les coordonnées du point 
B, symétrique du point B (—1. 3) par rapport à la même droite MN. 
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| + Trouver sur l’axe Oz le point dont la distance au point À (3, 4) est 
égale à 5. 

6. Le segment de droite qui joint les points À (2,. 5) et B (4, 8) est divisé 
par le point € dans le rapport 2 : 3. Calculer les coordonnées du point C. 

7. Le point C (2, 3) partage un ‘segment de droite AB dans le rapport 
4 : 2. Trouver les coordonnées du point B sachant que le point À a comme coor- 
données x = Â, y = 2. 

8. Les sommets d'un triangle sont À (—2, 0), B (6, 6) et C (1, —4). 
Calculer la longueur de la bissectrice menée du sommet À. 

9. Aux points À (—2, 1) et B (7, 4) sont placées respectivement m, — 10 
et ma = 20 g. Quelles sont les coordonnées du centre des masses de ce système ? 

10. Soit un triangle de sommets À (—2, 1), B (2, —1), C (4, 3). Calculer 
les coordonnées du centre de gravité N de ce triangle. “ee centre de gravité 
d’un triangle coïncide avec le point de rencontre de ses médianes, lequel divise, 
comme on le sait, chacune des médianes dans le rapport 2 : 1 à compter du 
sommet.) 

11. Le segment de droite joignant les points À (zo, yo) et B (x, y) est 
partagé en n parties égales. Déterminer les coordonnés z;, y; (i = 1, 
+... AR — 1) des points de division. ; 

12. Calculer l'aire du triangle dont les sommets sont aux points À (—2, —2), 
B (—1, 3) et C (3, —1). 

13. Montrer que les points À (—7, —3), B (—1, 1) et C (2, 3) sont alignés. 

14. L'aire du triangle ABC de sommets À (—2, 1), B (2, 2) et C (4, y) 
est égale à 15. Calculer l’ordonnée y du sommet C. 

15. Trouver l'aire du quadrilatère ayant ses sommets aux points À (0, 200), 
B (200, 100), C (500, 300) et D (100, 700) (les dimensions sont en mètres). 
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CHAPITRE II 


ÉQUATION DE LA COURBE 


$ 1. Ensembles 


On entend par ensemble X = {x, z', x”, ...} une collection 
d'éléments x, zx’, x”, ... Si x est un élément d’un ensemble X, 


on le note 
zEX 


(on lit : x appartient à l’ensemble X); si y n’est pas un élément d’en- 
semble X, on le note 
yex 


(qui se lit: y n'appartient pas à l’ensemble X). 

Exemple 1. — X est l’ensemble de tous les étudiants se trouvant 
dans une salle d’études donnée. 

Exemple 2. — X = {1, 2, 3, ...} est l’ensemble des entiers 
naturels. 

I1 est utile d'introduire la notion d'ensemble vide (il se note @), 
c'est-à-dire d'ensemble qui ne comporte aucun élément. Cela nous 
dispense en particulier de la nécessité de démontrer chaque fois 
l'existence d’au moins un élément de l’ensemble donné. 

Exemple 3. — L'ensemble des hommes à trois têtes est vide. 

On dit que deux ensembles X et X” sont identiques ou égaux: 


À = X", 
si tout élément de l’un appartient à l’autre. 
Définition 1. — Un ensemble Y est une partie ouun sous- 


ensemble d'un ensemble X si Y contient une partie d'éléments 
de X ou coïncide avec ce dernier ; on écrit dans ce cas 


Ye (1) 
(qui se lit: Y est inclus dans X). 


On convient de considérer que l’ensemble vide est partie de tout 


ensemble. 
Si l’on représente les ensembles par des diagrammes, à la rela- 


tion (1) correspond la fig. 40. 
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En utilisant le symbole V qui se lit « quel que soit », on peut 
mettre la relation (1) sous la forme équivalente suivante 


VyEY=yeEx, (1°) 


où la flèche — remplace le mot « implique ». 

Exemple 4. — Soit X l’ensemble de tous les étudiants en pre- 
mière année et soit Ÿ l’ensemble de toutes les étudiantes en première 
année. Îl est évident que 

rex: 
SS Ye et À Ÿ, on a manifestement 
À = 7: 


Définition 2. — On appelle réunion (somme) de deux 
ensembles X et Y l’ensemble 


XUY 


(U est le symbole de réunion qui s'énonce « union ») des éléments appar- 
tenant à X ou à Ÿ, c'est-à-dire appartenant ou bien à X, ou biemàaY. 
ou bien simultanément à X et à Y (fig. 11). 


X / 


Fig. 10 Fig. 11 


On définit de même la réunion d’un plus grand nombre d’ensem- 
bles. C'est ainsi que par réunion X [| Y U Z de trois ensembles on 
entend l’ensemble des éléments appartenant au moins à l’un des 
trois ensembles X, Ÿ, Z. Logiquement, le symbole de réunion d'’en- 
sembles correspond à la conjonction OÙ non exclusif. 


Exemple 5. — {1, 2, 3}U {2, 3, 4} = {1, 2, 3, 4}. 
Définition 3. — On appelle intersection (produit) 
de deux ensembles X et Y l'ensemble 
xnr 


(N est le symbole d'intersection qui s'énonce « inter ») de tous Les élé- 
ments appartenant à la fois à X et à Y (partie commune aux deux 
ensembles) (fig. 11). 


Ainsi, le signe d'intersection d'ensembles correspond logique- 
ment à la conjonction ET. Si les ensembles X et.Y n'ont pas d'’élé- 


2% 
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ments communs, leur intersection est vide: 
XNrY = ©. 


On définit de même l'intersection d’un plus grand nombre d'’en- 
sembles. C’est ainsi que par intersection X f\ Y f] Z de trois ensem- 


* 
Fig. 12 Fig. 13 


bles on entend l’ensemble de tous les éléments appartenant à la fois 
aux ensembles X, Y et Z. 
Exemple 6. — {1, 2, 3}N {2, 3, 4} = {2, 3}. 
Définition 4. — On appelle différence desensembles X et Y 
(pris dans cet ordre) 
XXY 


l'ensemble des éléments de X qui n'appartiennent pas à Y (fig. 12). 
Si 
Ye À, 
FC = XF 


s'appelle complémentaire, relativement à X, du sous-ensemble Y de X 
(fig. 13). 
Il est évident que 


YUY=X, YNYC= G. 
Exemple 7. — {1, 2, 3IXK£{2, 3, 4} = {1}. 


l’ensemble 


$ 2. Méthode des coordonnées dans le plan 


Nous avons vu au chapitre Î1 comment l'emploi de coordonnées 
rectangulaires permet de résoudre les problèmes géométriques de 
manière purement algébrique. 

La branche des mathématiques qui étudie les propriétés des figu- 
res géométriques à l’aide de l'algèbre porte le nom de géométrie 
analytique, et l'application, à cet effet, de coordonnées s'appelle 
méthode des coordonnées. 

Plus haut, nous avons utilisé la méthode des coordonnées pour 
Ja résolution de certains problèmes importants mais particuliers. 
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Nous passons maintenant à l'exposé systématique de la méthode 
utilisée en géométrie analytique pour résoudre le problème 
général qui consiste à étudier, au moyen de l'analyse mathé- 
matique, la forme, la disposition et les pro- y 
priétés d’une courbe donnée. 

Considérons une courbe dans le plan 
(fig. 14). Les coordonnées zx et y d'un point 
situé sur cette courbe ne peuvent pas être 
tout à fait arbitraires; elles doivent être 
soumises à certaines restrictions dues aux 
propriétées géométriques de la courbe don- 
née. Le fait que les nombres zx et y sont Fig. 14 
les coordonnées d’un point situé sur la 
courbe donnée s'écrit analytiquement sous forme d'une équation 
appelée équation de la courbe dans le plan. 

L'essentiel de la méthode des coordonnées consiste à faire cor- 
respondre à toute courbe plane son équation !) et à étudier ensuite 
les propriétés de cette courbe par l’analyse de l'équation associée. 


$ 3. Courbe considérée comme l’ensemble de points 


Une courbe dans le plan est généralement définie comme l'en- 
semble des points possédant certaines propriétés géométriques qui 
ne sont propres qu'à eux seuls. 


M 


Fig. 15 Fig. 16 


Exemple 1. — Une circonférence de rayon R (fig. 15) est l’en- 
semble de tous les points du plan situés à la distance À d’un point © 
(appelé centre de la circonférence). 

En d’autres termes, les seuls points situés sur la circonférence 
sont ceux dont la distance au centre de la circonférence est égale 
à son rayon. 

Exemple 2. — La bissectrice de l'angle ABC (fig. 16) est l’en- 
semble de tous les points situés à l’intérieur de l’angle et équidis- 
tants de ses côtés. 


1) D'une manière plus précise, une classe d'équations équivalentes. 


te 
te 
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Cette assertion signifie que: 1) pour tout point M situé sur la 
bissectrice BD les longueurs des perpendiculaires MP et MQ abais- 
sées respectivement sur les côtés BA et BC de l'angle sont égales: 
MP = MQ, et 2) tout point se trouvant à l’intérieur de l'angle ABC 
et n’appartenant pas à sa bissectrice est situé plus près d’un côté 
de l'angle que de l’autre. 


$ 4. Equation de la courbe dans le plan 


Enonçons maintenant d’une façon plus précise la définition de 
l'équation de la courbe !) dans le plan. 

Définition. — On appelle équation de la courbe 
dans un plan Ozxy une équation à laquelle satisfont les coordonnées 
x et y de chaque point de la courbe donnée et non celles des points exté- 
rieurs à celle courbe. 

Ainsi, pour établir si une équation donnée est l'équation d’une 
courbe X, il faut et il suffit: 1) de démontrer que les coordonnées 
de tout point situé sur X satisfont à cette équation et 2) de démon- 
trer que, réciproquement, un point se situe forcément sur la courbe X 
si ces coordonnées vérifient cette équation. 

Il en résultera automatiquement que 1”) si les coordonnées d’un 
point quelconque ne satisfont pas à l'équation donnée, ce point 
n'appartient pas à la courbe Æ et 2”) si un point ne se trouve pas 
sur À, ses coordonnées ne vérifient pas l'équation donnée. 

Si un point M (x, y) se déplace suivant une courbe K, ses couor- 
données zx et y varient tout en satisfaisant constamment à l'équation 
de cette courbe. C'est pourquoi, les coordonnées du point M (x, y) 
sont appelées coordonnées courantes du point de la courbe X. 

Dans un plan Ozy, les coordonnées courantes d'un point M d'une 
courbe donnée X sont généralement désignées par x et y, dont la 
première est l’abscisse du point M et la seconde son ordonnée. Cepen- 
dant, si c’est plus commode, les coordonnées courantes du point W 
peuvent être désignées par d’autres lettres, par exemple M (X, Y), 
M (E, n), etc. C'est ainsi par exemple que les équations 


y = 2r et Y = 2X, 


où les points W (x, y) et N (X, Ÿ) appartiennent au plan Ozxy, 
représentent l'équation d’une seule et même droite de ce plan. 
L’'équation de la courbe étant la notion fondamen- 
tale en géométrie analytique, expliquons-la sur quelques exemples. 
Exemple 1. — Ecrire l'équation de la circonférence dont le rayon est égal 
à R et le centre est à l’origine des coordonnées. 


Prenons sur la circonférence (fig. 17) un point M (x, y) quelconque et 
relions-le au centre ©. Par la définition même de la circonférence nous avons 


1) Dans la suite de cet ouvrage on entend par courbe toute Jigne qu'elle 
soit rectiligne ou non. 
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OM = R, c'est-à-dire 
Vr+y = À, 
HS +y= R?. (1) 


L'équation (1) relie les coordonnées z et y de chaque point situé sur cette 
circonférence. Réciproquement, si les coordonnées d'un point M(z, y) véri- 
fient l'équation (1), il est évident que OM-=R et donc ce point appartient 
à notre circonférence. Ainsi, l'équation (1) est l'équation de la circonférence 
de rayon À et de centre à l'origine des coordon- 
nées. 

Exemple 2.— Trouver les équations des bis- 
sectrices des quadrants. 

Considérons d'abord la bissectrice des I°r et 
IIS quadrants (fig. 18, a). Prenons sur cette 
bissectrice un point M (x, y) quelconque. Si M est 
au premier quadrant, son abscisse et son ordonnée 
sont toutes les deux positives et égales entre elles 
(d'après la propriété de la bissectrice). Si le point 
M (x, y) se situe dans le II1° quadrant, son abscisse 
et son ordonnée seront toutes les deux négatives et 
égales en valeur absolue : les coordonnées z et y de 
ce point seront donc, elles aussi, égales. Par suite, 
dans les deux cas on peut écrire Fig. 17 


y=z. (2) 


. Réciproquement, si les coordonnées z et y d’un point Af (x, y) uelconque 
satisfont à l'équation (2), il est évident que ce point se trouve sur la bissectrice 


d’où 


Fig. 18 


des quadrants I et III. Par conséquent, l'équation (2) est celle des bissectrices 
des Ier et III° quadrants. 

Considérons maintenant la bissectrice des I1® et IV® quadrants (fig. 18, b). 
Prenons sur cette droite un point N (x, y) quelconque. Que ce point se trouve 
dans le II° ou dansle IV® quadrant, ses coordonnées z et y sont égales en valeur 
absolue et de signes contraires. Nous avons donc dans les deux cas 


y = —2z. (3) 


Réciproquement, si un point W (x, y) quelconque vérifie l'équation (3), 
il est évident que ce point se situe sur la bissectrice des II° et IVe quadrants. 
Ainsi, l'équation (3) est celle de la bissectrice des I1® et IV® quadrants. 
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Exemple 3. — Donner l'équation d'une droite parallèle à l’axe des ordon- 
nées. 
Soient une droite AB || Oy et un segment OA = a (fig. 19, a). Alors, pour 
tout point M (x, y) de la droite AB, son abscisse z est égale à a: 


zx = 4. (4) 


Réciproquement, si l’abscisse d’un point M (x, y) est égale à a, ce point 
appartient à la droite AB. : Nr 

Par suite, l'équation (4) est celle de la droite parallèle à l'axe Oy, dont 
la distance à celui-ci est égale à la valeur numérique de a; cette valeur est 


Fig, 49 


positive si la droite considérée passe à droite de l’axe Oy et négative si elle passe 
à gauche de cet axe. 
En particulier, pour a — 0 nous obtenons l'équation de l’axe des ordon- 
nées: 
z = (0. 
Exemple 4. — Donner l'équation d’une droite parallèle à l'axe des abscisses. 
Exactement de la même manière, si une droite CD | Or et OC =b 
(fig. 19, b), son équation s'écrit 
y — b; 
et b est positive si la droite CD se trouve au-dessus de l’axe Oz et négative si 
elle passe au-dessous de cet axe. | 
En particulier, pour b = 0 nous obtenons l'équation de l’axe des abscisses : 


y = (. 


Exemple 5. — Quelle est la courbe que forment les points dont la distance 
au point B (12, 16) est deux fois celle au point À (8, 4). 

Si M (x, y) est un point quelconque de la courbe cherchée, alors d’après 
les hypothèses du problème nous avons 


2AM = BAM. (5) 


Pour établir l'équation de cette courbe, il faut exprimer AM et BM ar 
les coordonnées z et y du point M. En appliquant la formule donnant la dis- 
tance de deux points (chap. 1, $ 3), nous obtenons 


AM = V (z—3} + (y —4}, 
BM = V(r—12): +(y— 16), 
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d’où, suivant la relation (5) 
2 V(z—3} +4 —4%= y (2 — 12} + (y — 16). 


C'est l'équation de la courbe cherchée. 

Or, obtenue sous cette forme, l'équation ne permet pas de juger facilement 
de la nature de la courbe, il faut donc qu’elle soit simplifiée. Elevons au carré 
les deux membres et développons les parenthèses, ce qui donne 


4x? — 24r + 36 + 4y° — 32y + 64 = 2° — 24r + 144 + y® — 32y + 256. 
Après quelques transformations simples, nous avons une équation équivalente 
x? + y° = 100. 


En comparant l'équation obtenue à l'équation (1), nous voyons que la 
courbe cherchée est une circonférence dont le rayon est égal à 10 et le centre est 
à l’origine des coordonnées. 


$ 9. Tracé de la courbe d’après son équation 


Si les variables x et y sont reliées par une équation, l’ensemble 
des points M (x, y) dont les coordonnées vérifient cette équation, 
représente en général une courbe dans le plan (« image géométrique 
de l'équation »). 

Dans des cas particuliers, cette courbe peut dégénérer en un seul 
ou plusieurs points. Des cas peuvent se présenter aussi où aucun 
ensemble de points ne correspond à une équation. 

Par exemple, à l'équation 


(x — 1} + y — 2} = 0 


correspond un seul point (4, 2), parce que cette équation n'est véri- 
fiée que par un seul couple de valeurs: zx = 1 et y = 2. 

A l'équation 

+ y = —1 

ne correspond aucun ensemble de points, parce que cette équation 
ne peut être satisfaite par aucune valeur réelle de x et y. 

Connaissant l'équation de la ligne, on peut la construire point 
par point. 

Exemple. — Tracer la courbe exprimée par l'équation 


y= (1) 


(généralement, on dit tout court: tracer la courbe y = zx“). 

En donnant à l’abscisse x dans l'équation (1) des valeurs numé- 
riques et en calculant les valeurs numériques correspondantes de 
l'ordonnée y, on obtient le tableau suivant : 
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Après avoir porté les points correspondants sur le plan, on voit 
que la configuration de ces points détermine le tracé d’une courbe: 
le contour de celle-ci est d’autant plus net que le réseau de points 

construits est plus dense. En joignant les points 

ÿ construits par une ligne dont le caractère tient 
compte de la position des points intermédiaires 1), 
nous obtenons la courbe déterminée par l’équa- 
tion donnée (1) (fig. 20). Cette courbe s'appelle 
la parabole. 


$ 6. Quelques problèmes élémentaires 


La connaissance de l'équation d’une courbe 
permet de résoudre facilement des problèmes sim- 
ples liés à la position de cette courbe dans le 

0 TZ plan. 
Fig. 20 Problème 1. — Soient données l'équation 
d’une courbe À et les coordonnées d’un point 
M (a, b). Etablir si le point Z est situé sur la courbe X. 
En d’autres termes, il faut établir si la courbe X passe par le 
point W. 
En partant de la notion d'équation de la courbe, on peut énoncer 
la règle suivante: 


Règle. — Pour établir si un point M se trouve sur une courbe K 
donnée, il faut introduire les coordonnées du point dans l'équation de 
la courbe. Si l'équation est vérifiée (c'est-à-dire si la substitution des 
coordonnées entraîne une égalité), le point se situe sur la courbe; dans 
le cas contraire, si les coordonnées du point ne satisfont pas à l'équation 
de la courbe, le point donné n'est pas silué sur la courbe. 

Dans le cas particulier, la courbe passe par l'origine des coor- 
données si, et seulement si, son équation est satisfaite pour x = 0 
et y = 0. 

Exemple 1. — Soit donnée la circonférence 

22 + y = 95. (1) 


Etablir si les points M (—3, 4) et N (4, —2) sont situés sur cette circonférence. 
En ns les coordonnées du point M dans l'équation (1), nousobtenons 


l'identit | 
(—3)° + 42 = 25. 


Par suite, le point M appartient à la circonférence donnée. D'une manière 
analogue, en portant les coordonnées du point NW dans l'équation (1), nous 


aurons 
42 + (—2Y 25. 
Le point N n'appartient donc pas à cette circonférence. 


1) Pour pouvoir juger de la position des points intermédiaires, nous devons 
étudier au préalable les propriétés générales de l'équation de cette courbe (v. pour 
plus de détails chap. XI). 
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Problème 2. — Trouver le point d'’intersection de deux courbes 
données par leurs équations. 

Le point d'intersection appartient à la fois aux deux courbes. 
Les coordonnées de ce point satisfont donc aux équations des deux 
courbes. D'où la 


Règle. — Pour trouver les coordonnées du point d'intersection de 
deux courbes, il suffit de résoudre le système formé par leurs équations. 
Si ce système n'a pas de solutions réelles, cela signifie que les courbes 
ne se coupent pas. 


Exemple 2. — Trouver le point d'intersection de la parabole y = z° et 
de la droite y = 4. 


En résolvant le système 
y= 1%, 
y=4, 
nous obtenons deux points d'intersection À (—2, 4) et B (2, 4). 


Problème 3. — Trouver les points d'’intersection d’une courbe 
donnée avec les axes de coordonnées. 

Ce problème est un cas particu- 
lier du problème 2. 

Compte tenu du fait que l’équa- 
tion de l'axe Oxest y = 0, on peut 
énoncer la 


Règle. — Pour trouver les abscis- 
ses des points d’intersection d'une 
courbe donnée avec l'axe Ox, il faut 
poser y = 0 dans l'équation de cette 
courbe et résoudre l'équation obtenue 
par rapport à &. 

De mème, l'équation de l'axe 
Oy étant x = 0, nous avons la 


Règle. — Pour trouver les or- 
données des points d'intersection 
d'une courbe donnée avec l'axe Oy, il faut poser x = 0 dans l'équation 
de cette courbe et résoudre l'équation obtenue par rapport à y. 


Exemple 3. — Trouver les points d*intersection de la circonférence 


s+p=t1 @) 


avec les axes de coordonnées. 
En posant y = 0 dans l'équation (2), nous obtenons 


a = 1, 


c'est-à-dire z, — —1 et z, = 1. Nous en tirons deux points d'’intersection de 
la circonférence donnée avec l'axe Oz (fig. 21): 


A (—1, 0) et B (1, 0). 
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D'une manière analogue, en posant z = 0 dans l'équation (2), nous obte- 
nons 


y* = 1, 
c'est-à-dire y, = —1 et ya — 1. II y a donc deux points d'intersection de la 
circonférence donnée avec l’axe Oy (fig. 21): 


C (0, —1) et D (0, 1). 


ZS 7. Deux problèmes fondamentaux de la géométrie 
analytique plane 


Résumant le contenu de ce chapitre, on peut dire qu’à toute 
courbe plane correspond une équation entre les coordonnées cou- 
rantes (x, y) d'un point de cette courbe. Réciproquement, à toute 
équation entre x et y, où x et y sont des coordonnées d’un point 
dans le plan, correspond en général une courbe dont les propriétés 
sont entièrement déterminées par cette équation. 

Il en résulte tout naturellement deux problèmes fondamentaux 
de la géométrie analytique plane: 

1) Soit donnée une courbe que l’on considère comme un ensemble 
de points. Etablir l'équation de cette courbe. 

2) Soit donnée l'équation d’une courbe. Etudier à partir de cette 
équation les propriétés géométriques (la forme et la position) de la courbe. 


$ 8. Courbes algébriques 


Définition. — Une courbe est dite de degré n(n=1, 
2, . . .), si elle est déterminée par une équation de degré n par rapport 
aux coordonnées rectangulaires courantes. 

De telles courbes s'appellent courbes algébriques. Par exemple, 
les courbes définies par 


z+y—1—=0, 2x +y —=1, 2 + y — 3zy = 0 
sont respectivement des courbes des premier, deuxième et troisième 
degrés. 
La forme générale des courbes du premier degré est 
Az + By+C=0, 
où les coefficients À et B ne sont pas simultanément nuls, c'est-à- 
dire 4? + B° Æ 0. Comme il sera montré plus loin (v. chap. III); 
toutes les courbes du premier degré sont des lignes droites. 
La forme générale des courbes du second degré est la suivante: 
Az + Bzy + Cy* + Dr + Ey+F = 0, 
où les coefficients À, B et C ne sont pas simultanément nuls, c’est-à- 
dire A + B° + C0. 
* Remarquons qu'une courbe réelle ne correspond pas à toute 
équation du second degré. Par exemple, à l'équation x° + 2ry + 
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+ y* + 1 = 0 ne correspond aucune courbe du plan Oxy car en 
toute évidence il n'existe pas de nombres zx et y réels qui vérifient 
cette équation. 

Dans les chapitres qui suivent nous étudierons dans le détail 
la courbe du premier degré (ligne droite) et les principales courbes 
du second degré (circonférence, ellipse, hyperbole, parabole). 


L'équation d’une courbe de degré nr peut s’écrire sous la forme suivante 
La 
N aparPy1= 0, (1) 
p, q=0, 
p+q<n 
où l’un au moins des coefficients dominants a,,9, c’est-à-dire tels que p + q = n, 
est différent de zéro (7 est le signe de somme). 


Signalons une propriété importante : Le degré de la courbe (1) ne dépend pas 
du choix d'un système de coordonnées rectangulaires. 

En effet, en choisissant un autre système de coordonnées rectangulaires 
O'r'y", nous avons par les formules de transformation de coordonnées ($ 2) 


T=air + by +, 
y = 2x + boy + Co, } 
où a;, b;, cg (i — 1, 2) sont des coefficients constants. 


Il en résulte que l'équation de la courbe (1) en nouvelles coordonnées O’z’y’ 
sera de la forme 


(2) 


La La ’ 
Ne Shea pY a" = 0, (3) 
P’', qg’=0 , 
p'+q'<n’ 
où nr’ est le degré de la courbe transformée. Il est évident que n° < n. 
Par un procédé analogue, en partant de l'équation (3) et en effectuant le 
pose inverse des coordonnées zx’, y’ aux coordonnées z, y, nous retrouverons 


équation (1) dans laquelle n << nr’. Par conséquent, n° = n. 
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L: ques est l'équation de la courbe que forment les points dont la dis- 
tance à l’axe Ox est deux fois plus grande que celle à l'axe Oy? 

2. Donner l'équation d’une courbe dont les points sont équidistants de 
deux points donnés: À (2, 1) et B (—3, 0). 

3. Quelle est la courbe que parcourt le centre de gravité du triangle ABC 
dont deux sommets À (6, 0) et B (—6, 0) sont fixes alors que le troisième 
C' (xs, y3) décrit la circonférence r£ + y£ = 36? 

4. Quelles images géométriques correspondent aux équations a) zy = 0: 
b) + —=0; c) #2 —1—=0; d) ÿ —3y+2—=0; e) 2° — ry = 0? 

5. Construire point par point les courbes données par les équations: 


a)y—=2—2x;b) y = 2r—2°; c) y = +V 100 TE ; d) y = +5 V 100 7 


6. Indiquer ceux des points À (0, 0), B = (1, 1), C (4, —1), D (—1, —1), 
E (1, 2) qui sont situés sur la courbe y = r° et qui ne le sont pas. 

7. Trouver les points d’intersection de la courbe y = 2 + z — 1° avec les 
axes de coordonnées. 

8. Trouver les points d'intersection de la circonférence z° + y? = 8 et 
de la droite z — y = 0. 


CHAPITRE III 


LIGNE DROITE 


$ 1. Equation de la ligne droite 


Soit PQ une droite dans le plan Ozxy (fig. 22). Menons par un 
point 9 (XZo, Yo) (qu'on convient d'appeler « point de départ ») 
de cette droite une droite M,x° parallèle à l'axe Ox et orientée dans 
le même sens que cet axe. On appelle angle entre la droite donnée 


c . e . ee 
et | axe Oz le plus petit angle non négatif ® = QM,zx' (0 p < n) 
formé par l’axe M,x’ et la demi-droite M,Q située au-dessus de M,z 
ou confondue avec lui. Il est évident que cet angle ne dépend pas 


Fig. 22 Fig. 23 


du choix du point M,. Si la droite PQ coupe l’axe Ox en un point 
À (a, 0), alors œ@ est l'angle ordinaire de deux droites orientées. 
Si PQ || Oz, il est évident que @ = 0. Le point de départ M, de la 
ligne droite et l’angle œ (« direction de la droite ») déterminent uni- 
voquement la position de cette droite dans le plan. 


4) Soit d'abord 0< <3- Dans ce cas, la droite PQ coupe 
l'axe Oy en un point B (0, b) qu'on peut prendre pour point de dé- 
part. 


L'ordonnée y = NM du point courant M (x, y) de la droite 
(fig. 23) est une somme de deux termes: 


y=NC+CM, (1). 
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dont le premier est constant et le second, variable. En introduisant 
le coefficient angulaire 


tgp=RÀ, 
nous déduisons de la fig. 23 
NC =b et CM = BCtg = Kkx (2) 
pour z > (. 
Ainsi, 
y = bd + kz (3) 
pour z > (. 


Il est aisé de s'assurer que la formule (3) est aussi vraie pour 
z < (. 

Nous avons démontré que les coordonnées de tout point M (x, y) 
situé sur la droite PQ satisfont à l’équation (3). I] n’est pas difficile 
de se convaincre que la réciproque est aussi vraie : siles coordonnées 
d’un point M, (x;, y,) quelconque vérifient l'équation (3), le point 
M, appartient forcément à la droite PQ. Par conséquent, 
l'équation (3) est l’équation de la ligne droite PQ (dite équation de 
la droite à coefficient angulaire). Les constantes b et k (paramètres) 
ont les significations suivantes: b = OB est le segment initial (ou 
plus exactement ordonnée à l'origine) et k = tg @ est le coefjicient 
angulaire (ou la pente) de la droite. Remarquons que b > 0, si le 
point B est situé au-dessus de l’axe Oz, et b << 0 si ce point se trouve 
au-dessous de l'axe Or. Lorsque b = 0, la droite passe par l'origine 
des coordonnées et l'équation d'unc telle droite est 


y = Kz. (4) 


Pour #4 = 0 nous obtenons l’équation d'une droite parallèle à l'axe 
Oz: 


y = b. 
2) Si 5 << p< x, des raisonnements analogues nous conduisent 
de nouveau à l'équation (3). 
3) Si  — 2, c'est-à-dire si la droite AB est perpendiculaire à 
l'axe Or, son équation est (v. chap. I) 
— à, (9} 


où a est l’abscisse de la trace de cette droite sur l’axe Oz (c'est-à- 
dire l’abscisse du point où elle coupe l’axe Oz). 


Remarque. — Comme cas particuliers, nous obtenons les équa- 
tions des axes de coordonnées : 


y = 0 (axe Ox) et zx = 0 (axe Oy). (6) 


Une droite est facile à tracer d’après son équation. 
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Exemple. — Tracer la droite représentée par l'équation 


y = 7 z—4. 
On sait que deux points déterminent entièrement la position d’une droite. 
I] suffit donc de trouver deux points par lesquels passe notre droite. Dans l’équa- 
tion donnée b — —4. La droite passe donc par le point B (0, —4). D'autre 
part, les coordonnées z et y de tout point situé sur 
notre droite sont liées par l'équation donnée. Aus- 
si, en nous donnant l’abscisse d’un point situé 
sur la droite, pouvons-nous trouver son ordon- 
née. Faisons x = 2, par exemple: l'équation de 
la droite donne y — —1. Ainsi, la droite considérée 
passe par les points À (2, —1) et B (0, —4). En 
construisant ces points d’après leurs coordonnées 
et en menant par eux une droite (fig. 24), nous 
obtenons la droite cherchée. 


Il suit de ce qui précède que pour toute 
droite du plan on peut établir son équa- 
tion; inversement, connaissant l'équation 
d'une droite, on peut tracer cette droite. 
Ainsi, l'équation d'une droite détermine 

Fig. 24 entièrement la position de celle-ci dans le 
plan. 

Les formules (3) et (5) montrent que l'équation de la droite est 
une équation du premier degré par rapport aux coordon- 
nées courantes zx et y. Remarquons que la réciproque est aussi vraie. 


B(2 -4) 


Théorème. — Toute équation non dégénérée du premier degré 
Az + By+C=0 (A + B Æ0) (7) 


représente l'équation d'une ligne droite dans le plan Oxy (équation 
générale de la droite). 


Démonstration. — 1) Soit d’abord B 0. Alors l'équation (7) 
peut se mettre sous la forme 


A C 
= RE @ 
En la comparant à (3), nous voyons que c’est l'équation d’une droite 
dont le coefficient angulaire 
E— 
eu B 
et l’ordonnée à l'origine 
© 
= ——+. 
2) Soit maintenant B = 0; alors 4 0. Nous avons 


Az+C=0 
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et 
C 
T = 4: (9) 
La relation (9) est l'équation d’une droite parallèle à l’axe Oy 
; . ’ . C 
et coupant l'axe Ox au point d’abscisse a = — rt 


Tous les cas possibles étant épuisés, le théorème est démontré. 


$ 2. Angle de deux droites 


Considérons deux droites (non parallèles à l’axe Oy) Ho 


* 


par leurs équations à coefficients angulaires (fig. 
y=kz+b, où k=tgo, (1) 


y =k'x + b", où k° = tg y. (2) 


Cherchons à déterminer l’angle 6 que font ces droites entre elles. 
Plus exactement, nous entendrons par 8 
le plus petit angle, obtenu lors d’une 
rotation en sens direct de la deuxième 
droite par rapport à la première (0 << 
<< x). 

L'angle 6 (fig. 25) est égal à l’angle 
ACB du triangle ABC. Comme on l’ap- 
prend en Géométrie élémentaire, l'angle 
extérieur d’un triangle est égal à la som- 
me des angles intérieurs qui ne lui sont 
pas adjacents supplémentaires. Par suite 


p=p+e8, 


et 


ou 


Fig. 25 


8 = p — y; 
d'où, en appliquant une formule trigonométrique connue, nous 
obtenons 

, tg p'—tg p 

t 0=t — = + 

En remplaçant tg œ et tg q’ respectivement par k et k”, nous 
aurons en définitive 


tg 0 — 


TE ° (8) 
La formule (3) exprime la tangente de l'angle de deux droites par 
les coefficients angulaires de ces droites. 

Proposons-nous maintenant de trouver les conditions de parallé- 
lisme et de perpendicularité de deux droites. 


3—0131 
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Si les droites (1) et (2) sont parallèles, ®” = œ et donc 
KE: (4) 
fnversement, si la condition (4) est réalisée, alors compte tenu du 
fait que @’ et sont compris dans les limites de 0 à x, nous obtenons 
p = , (5) 
et par conséquent les droites considérées sont soit parallèles, soit 
confondues (parallélisme au sens large). 


Règle 1. — Les droites dans le plan sont parallèles (au sens large) 
si, et seulement si, leurs coefficients angulaires sont égaux. 


Si les droites sont perpendiculaires, 8 = ? et donc 


2 
1 1+Lkk 
cotg0= = 0; 
d'où 4 + kk' = 0 et 
ko ——. (6) 


Remarquons que la réciproque est aussi vraie. 


Règle 2. — Deux droites dans le plan sont perpendiculaires si, et 
seulement si, leurs coefficients angulaires sont inverses et de signes 


contraires !). 
Soient maintenant les équations de droites, données sous la 


forme générale 


Az + By+C—0 (7) 

et 
A'z + B'y + C'=0. (8) 

En supposant que B Æ 0 et B° = 0, nous en déduisons 

A C , 
RTS NE (7°) 

et 
À’ C' ; 
y — ms: Tr: (8”) 


Les coefficients angulaires de ces droites ont donc pour expres- 
sions 


A r À 
k=—"—, k°— . (9) 


1) Pour les droites parallèles aux axes Oz et Oy on convient de considérer 


= oo et — = 0(. 


OI" 


que 
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La formule (3) permet de trouver, au moyen de calculs simples, la 

tangente de l'angle que font ces droites entre elles 

AB’ —A'B 

AA TER : (40) 
Nous en tirons: 1) la condition de parallélisme 

des droites (8 = 0) 


tg 0 — 


Leg an 
et 2) la condition de perpendicularité (8 ==) 
AA’ + BB' = 0. (12) 
Remarquons qu’en particulier, les droites 
Az +By+C=0 
" Br — Ay+C;, =0 
sont perpendiculaires entre elles. 
Nan ais — Calculer l'angle que font les droites y = z et y — 1,001r + 


Les coefficients angulaires des droites sont : À = 1 et k’ — 1,001. 
La formule (3) nous donne 
1,001—1 __ 0.001 | 1 
= Trot — 200 00008 = Gr + 
Etant donné que pour de faibles valeurs de l’angle 6 on a l'égalité approchée 
6 = tg6, il vient 
3438’ 


Dee Z 97148 = = 1,7. 


1 
2000 2000 2000 


$ 3. Equation d’une droite passant par un point connu 
dans une direction donnée 


Soit une droite PM qui fait un angle avec la direction positive 
de l’axe Ox (fig. 26) et passe par un point donné P (zx,, y). Cher- 
chons l'équation de cette droite en supposant d’abord qu'elle ne 
soit pas parallèle à l'axe Oy. 

Comme nous l’avons vu, l’équation de la droite s'écrit dans ce cas 

y = kzx + b, (1) 
où k — tg q est le coefficient angulaire de la droite et b la longueur 
du segment intercepté par notre droite sur l’axe Oy. Le point 
P (x;, y:1) étant situé sur la droite PM, ses coordonnées zx, et y, 
doivent vérifier l'équation (4), c’est-à-dire 

Yi = kn + b. (2) 
gs 
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Soustrayons membre à membre l'égalité (2) de l’égalité (1), il vient 
Yÿ— Yi = k (t — ti). (3) 


La relation ainsi obtenue est l'équation de la droite cherchée. 


| Si la droite passant par le point P (x,;, y.) est parallèle à l’axe 
Oy, son équation”sera évidemment de la forme 


TZ = Ti. (4) 


_ Si k est un nombre donné, l'équation (3) représente une droite 
bien déterminée. Dans le cas où k est un paramètre variable, cette 


Fig. 26 Fig. 27 


équation détermine un faisceau de droites passant par le point 
P (zx y1) (fig. 27); le nombre k est appelé dans ce cas paramètre 
du faisceau. 


FrnRe 1. — Ecrire l'équation de la droite passant par le point P (3, 2) 
et parallèle à la droite 


4 
YF z—71. 


Comme la droite cherchée est parallèle à la droite donnée, son coefficient 
angulaire k — : Par conséquent, en vertu de la formule (3), l'équation de cette 
droite est de la forme 


y—2=+ (z—3) 
ou encore 


je z—2. 


3 


Exemple 2. — Ecrire l'équation de la droite passant par le point P (4, 5) 
et perpendiculaire à la droite 
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Puisque la droite cherchée est perpendiculaire à la droite de coefficient 


9 
angulaire k — ge , Son coefficient angulaire a pour valeur 
; 1 _3 
k'-= FT 


Par suite, en raison de la formule (3) cette droite a pour équation 
3 
y—5= (z—4) 


ou finalement, toutes réductions effectuées, 


y=—rz—|. 


$ 4. Equation d’une droite qui passe par deux points connus 


On sait que par deux points non confondus on peut mener une 
droite et une seule. Cherchons l’équation de la droite passant par les 
points P (2, y1) et Q (r2, y2). 

Supposons d'abord que x,  x., c’est-à-dire que la droite PQ 
ne soit pas parallèle à l'axe Oy. Puisque la droite PQ passe par le 
point P (x,, y,) son équation s'écrit (v. $ 3) 


y—y =k(z— x), (1) 
où k est un coefficient angulaire inconnu de cette droite. Pourtant, 
comme notre droite passe par Q (x., y), les coordonnées 74 et ya 
de ce point doivent aussi satisfaire l'équation (1). Il en résulte que 

Ya — Yi = À (re — Xi) 
et donc pour zx, x, nous avons 
__ Ye — Vi 
nb TE : (2) 
En portant dans l’équation (1) la valeur du coefficient angulaire k 
donnée par (2), nous obtenons l'équation de la droite PQ: 


y—y— 2 (x— 7). (3) 


To T1 


Pour y, y, cette équation peut s’écrire aussi sous forme de la 
proportion 
Ti: y— VU: (3°) 
To — T1 Ye — Yi 
Sir = Ze, C'est-à-dire si la droite passant par les points P (z:, y:) 
et Q (zx, y2) est parallèle à l’axe Oy, il est évident que son équation 
sera 
LT: 
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So — Ecrire l'équation de la droite passant par les points P (4, —2) 
et , —1). 
L'équation (3) donne 

z—4 _y+2 


Eu & 12 , OÙ y—=—1r +2. 


$ 9. Equation de la droite « en segments » 


Etablissons maintenant l'équation de la droite dont la position 
dans le plan est définie par les segments qu'elle intercepte sur les 


axes de coordonnées. Supposons par exemple que la droite AB inter- 
cepte un segment OA = a sur l’axe Oz et un segment OB = b sur 
l'axe Oy (fig. 28). Il est clair que par là même la position de la droite 
est entièrement déterminée. 

Pour établir l'équation de la droite AB, remarquons que celle-ci 
passe par les points À (a, 0) et B (0, b); de ce fait, son équation se 
déduit facilement de l'équation (3) (v. $ 4) si l’on y pose x, = a, 
Y1 = 0 et x: = 0, y, = b. Il vient 


O— a b—0 
D'où 
Pons 
D a +1 
et finalement 
z y 
= di (1) 


La relation obtenue est précisément l'équation de la droite dite 
« en segments ». Ici, x et y sont comme d'habitude, les coordonnées 
d’un point M (x, y) quelconque situé sur la droite AB (fig. 28). 


Exemple. — Ecrire l'équation de la droite AB qui intercepte un A 
OA = 5 sur l'axe Oz et un segment OB = —4 sur l'axe Oy. 
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En posant dans l'équation (1) a — 5 et b — —4, on obtient 


ou 


Note. — L'équation d'une droite qui passe par l'origine ou est parallèle 
à l’un des axes des coordonnées ne peut pas s'écrire sous forme d’une équation 
« en segments ». 


$ 6. Point d’intersection de deux droites 


Soient données deux droites 
Az +By+C=0 (1) 


A'z + B'y+C'=0. (2) 


Leur point d'intersection appartient tant à la première droite 
qu'à la deuxième. Aussi, les coordonnées du point d'intersection 
doivent-elles satisfaire tant l'équation de la première droite que 
celle de la deuxième. Par conséquent, pour trouver les coordonnées 
du point d'intersection de deux droites données il suffit de résoudre le 
système formé par les équations de ces droites. 

Eliminons successivement les inconnues y et x des équations (1) 
et (2) ce qui donne 


(AB' — A'B) x + (CB' —C'B)=0 (3) 


et 


et 

(AB" — A°'B) y + (AC' — A'C) = 0. (4) 
Si AB’ — A'B 0, nous en déduisons pour les coordonnées du 
point d'intersection les expressions suivantes 
CB'—C'B y — AC'—A'C (5) 
AB AB  Ÿ  A4B—AB’ 
ou encore, en introduisant les déterminants du second ordre (v. 
chap. I, $ 9), . 


T= — 


Le B be C 

C' B A' C' 

a me DFA. (6) 
À' : A' g| 


La position relative des droites (1) et (2) peut correspondre à l'un 
des trois cas suivants: 
1) 4B° — A'B Æ 0, c'est-à-dire 
À. B' 
A TE 
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D'après le 8 2, les droites ne sont pas parallèles. Elles se coupent 
en un seul point dont les coordonnées sont données par les formu- 
les (6). 

2) AB’ — A'B = 0, CB" — C'B = 0 ou AC” — A'C & 0, c'est- 
à-dire 

A' __B' , C' 

4 HTC 
Les droites sont parallèles (v. $ 2) et n'ont donc aucun point de ren- 
contre. Analytiquement, ceci résulte du fait que l’une au moins des 
équations (3) ou (4) est contradictoire et donc le système d'équations 
(1) et (2) est incompatible. 

3) AB — A'B=0, CB —C'B—=0, AC’ — A'C = 0, c'est- 

à-dire 

1Æ Cube GC 
Les droites (1) et (2) sont confondues et il y a donc une infinité de 
points d’'intersection. Dans ce cas, les premiers membres des équa- 
tions (1) et (2) ne diffèrent que par un facteur constant, ce qui si- 


gnifie que le système constitué pa rces équations admet une infinité 
de solutions. 


Exemple. — En résolvant le système des équations des droites 
3z + 4y — 10 = 0 
2z + 5y — 9 = 0, 
on obtient x = 2 et y — 1. Ces droites se coupent donc au point W (2, 1). 


et 


$ 7. Distance d’un point à une droite 
Considérons une droite XL représentée par son équation générale 
Az + By+C=0, (1) 
et un point M (x;, y). Pardistance du point M à la droite XL 


M (zy) 


Fig. 29 


(ou de la droite XL au point M) on entend Ia longueur de la per- 
pendiculaire d = MN (MN 1 AL) abaissée du point M sur la 
droite XL (fig. 29). 
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L'équation de la perpendiculaire MN peut s’écrire sous la forme 


(v. $ 2) 
B(z—x)— A (y — y) = 0. (2) 
D'où nous tirons pour le pied W {x,, y.) de la perpendiculaire 
B (te — 21) — À (y2 — y1) = 0, (3) 
et donc 
To Ty Yen 
EE = den 4, (4) 
où { est un coefficient de proportionnalité. Par suite 
d= V (te — 23)? + (y2 — y1)2 — y 4? + B? [él 6) 


D'autre part, en tenant compte du fait que le point AV (x, ye) 
appartient à la droite XZ et que de (4) nous avons 


Te = + At Ys = Yi + Bt, 
nous obtenons 


Ata + By: +C=A (x, + At) + B (y, + Bt) +C = 


= (Az, + By, + C) + t (42 + B?) = 0. 
Par conséquent, 


ie Az + By +C 
t— HT (6) 
Ainsi, par la formule (5) nous avons 
__IA4n+By+cCl 
d — Var : (7) 


En particulier, si l'on pose x, = 0, y, = 0, on obtient la distance 
de la droite à l’origine des coordonnées 
___ "ICI 
Vars @) 
Remarque. — En divisant les deux membres de l'équation de 
la droite (4) par V 4° + B°, nous obtenons l'équation 


Az+By+cC ” (9) 
VAE 
C CE ° s 
dont le terme constant VAT est numériquement égal à la 


distance de la droite à l’origine des coordonnées. Nous dirons qu'une 
telle équation de la droite est normée. 
La formule (7) permet d'énoncer la 


Règle. — Pour trouver la distance d'un point à une droite, il faut 
introduire dans le premier membre de l'équation normée de cette droite 
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les coordonnées du point donné et prendre la valeur absolue du résultat 
obtenu. 


Exemple. — Calculer la distance du point M (—2, 7) à la droite 
24x + Ty — 2 = 0. 
Normons l'équation de cette droite, il vient 


24z + 7y—2 
—__—_———0 
VA ET 
ou 
24r + 7y—2 _9 
29 Do 


D'où la distance cherchée 


_ 124.(—2)4+7.7—21 1 
da = == 0,04. 


EX ERCICES 
1. Tracer les droites données par les équations 


a) y—=2r—1Â; b2r—3y —-6—= 0. 


2. Les bases d’un trapèze isocèle sont égales à 10 et 6 et l’angle à la base 
est de 60°. Ecrire l'équation des côtés de ce trapèze en prenant pour les axes 
de coordonnées la grande base et l'axe de symétrie du trapèze. 

3. Ecrire l'équation de la droite qui passe par le point M (3, 4) et fait un 
angle de 45° avec la droite y = 2r + 1. 

4. Ecrire l'équation de ja droite parallèle aux droites 3z + 2y — 6 = 0, 
6Gz + 4y — 3 — O0 et équidistante d'elles. 

5. Soit un segment AB ayant pour extrémités À (—3, 2) et B (1, —À). 
Ecrire l'équation de la droite passant par le milieu de ce segment et l’origine 
des coordonnées. 


6. Soit donné le triangle ABC de sommets À (4,2), B (—2,4)et C (—1, —4). 
Ecrire, l'équation de la médiane passant par le sommet C et calculer sa longueur. 

7. Soit donné le triangle ABC de sommets À (5, 3), B (—3, 4) et 
C (—2, —5). Ecrire l'équation de la hauteur passant par B et calculer sa lon- 
gueur. 

8. Soit donné le triangle ABC ayant pour sommets les points À (6, a) 
B (—3,5) et C (—2, —6). Ecrire l'équation de la droite passant par À et parallèle 
à la médiane issue de B. 

9. Tracer la droite passant par le point (5, 2) et interceptant des segments 
égaux sur les axes de coordonnées. 

10. On considère une couche de charbon dont l'épaisseur en coupe est 
ÿ1 = 5 m pour z, — 100 m et y, — 15 m pour rx; — 200 m. En supposant que 
cette couche ait la forme d'un coin, trouver la loi de variation de son épaisseur 4 
en fonction de la distance z. Quelle sera l'épaisseur pour z — 300 m? En que 
point de la coupe l'épaisseur y — 10 m? | 

11. Trouver les points d’'intersection des droites 


a) 57 —7y—20—=0 et 7x — 10y + 15 = 0; 
b) 22+3y—7—0 et 4x + 6y + 11 = 0; 
c) 2—y=0 et z—0,5y = 0. 
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i 12. Ecrire l'équation de la droite passant par le point de rencontre des 
roites 


3z + 4y—7—=0, 57+3y—8—=0 


et par l’origine des coordonnées. 
13. Trouver la projection du point M (1, 2) sur la droite 


5z + 2y + 20 = 0. 


14. Soient deux droites dont l’une passe par l'origine des coordonnées et 
est inclinée sur l’axe Oz sous un angle & et l’autre passe par le point À (a, 0) 
et est inclinée sur l'axe Oz sous un angle B (B  «). Trouver le point d'inter- 
section de ces droites. 

15. Soit donné le triangle de sommets À (—2, 1), B (2, —1) et C (4, 3). 
Trouver les coordonnées du point de rencontre des médianes de ce triangle. 

16. Soit le triangle À BC dont les côtés ont pour équations : z + 7y — 11 — 
= 0 (AB), 2x + y + 4 = 0 (BC), 3x — 5y — 7 = 0 (CA). Calculer l'aire du 
triangle ABC. 

17. Calculer les distances des points © (0, 0), À (1, 2), B (—2, 1) à la 
droite 3z — 4y + 10 = 0. 

18. Soit donné le triangle ayant comme sommets les points À (1, 1), 
B (—2, 5) et C (—4, —3). Trouver la hauteur de ce triangle abaissée du som- 
met C sur le côté AB. 

19. Calculer la longueur du segment perpendiculaire aux droites 3x + 4y — 
— 10 = 0 et 3x + 4y — 45 = 0 et compris entre ces droites. 

20. Ecrire les équations des droites parallèles à la droite 8z — 6y + 5 = 0, 
dont la distance à cette dernière est égale à 2. 

21. Trouver les équations des droites qui passent par l'origine des coordon- 


nées et sont séparées du point À (2 1) par une distance égale à à 


5) 


CHAPITRE IV 


COURBES DU SECOND DEGRÉ (CONIQUES) 


$ 1. Circonférence 


Proposons-nous d'établir l'équation de la circonférence (fig. 30 
de centre C (zo, Yo) et de rayon R. Pour un point M (x, y) de la 
circonférence on a l'égalité 

MC = R. (1) 


En nous rappelant la formule donnant la distance de deux points 
(chap. I, $ 3), nous en déduisons que 


V (z— 20)? + (y — yo)? = R. (2) 


Les deux membres de l'égalité (2) étant positifs, nous pouvons 
les élever au carré et obtenir une équation équivalente suivante: 


(x — 20) + (y — yo) = R*. (3) 


Ainsi, les coordonnées de tout point M (x, y) appartenant à la cir- 
conférence donnée satisfont à l’équation 
7 (3). La réciproque est aussi vraic. 

MZ, 4) L'équation (3) représente donc l’équa- 
tion de la circonférence de rayon R et de 
centre au point € (x, yo). Cette équation 
porte le nom d’équation normale de la 
circonférence. 

En particulier, en posant x, = 0 et 
Yo = 0, nous obtenons l'équation de la 
| circonférence dont le centre est à l'origine 
Fig. 30 des coordonnées 


+ y = R. (4) 
L'équation de la circonférence (3) peut être mise, au moyen de 
quelques transformations simples, sous la forme 


+y + ar +py+y=0, (5) 


OÙ a — —279, BP = —2ÿo, Y = 18 + y$ — R°. 
Nous voyons donc que la circonférence est une courbe du 
second degré (v. chap. II, $ 8). 
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En comparant l’équation (5) à l'équation générale de la courbe 
du second degré 


Az° + Bzy + Cy° + Dz + Ey + F = 0, (6) 
nous constatons que dans (5) B = 0 et de plus 4 = 1, C = 1, 


c'est-à-dire que À = C. 
Inversement, posons dans (6) B=0et A=C-Æ0: 


Az? + Ay? + Dr + Ey + F = 0. (7) 

En divisant l'équation (7) membre à membre par À = 0 et en posant 
D E F 

Dm =; 4 — (8) 


nous retrouvons une équation de la forme (5). 

L'équation (7) porte le nom d'équation générale de la circonférence. 

Remarquons pourtant que toute équation (7) ne représente pas 
une circonférence réelle. Il est facile de montrer que l'équation (7) 
a? + p3 

4 


ne détermine une courbe (circonférence) réelle que pour 


— ÿ > 0, où «, B, y sont donnés par les égalités (8). 

Ainsi, une courbe réelle du second degré est une circonférence si, 
et seulement si: 1) Les coefficients des carrés des coordonnées courantes 
sont égaux et 2) le terme contenant le produit des coordonnées courantes 
est absent. 

Remarquons que les courbes du second degré sont le plus souvent 
désignées par le terme « coniques », parce que ces courbes sont obte- 
nues en considérant deux cônes opposés par leur sommet, et un plan 
venant couper ces cônes. 


$ 2. Coniques à centre 


Considérons l'équation d'une conique 
Az + Cy + Dr + Ey+F=0 (1) 


(4 0, C = 0) ne contenant pas de terme er produit des coordon- 
nées x et y (B — 0) h. 

Complétant les termes en x et en y respectivement de façon 
à faire apparaître des carrés parfaits, nous aurons 


D \°? E \2? D? E: 
Art) +C(v+2e) =atac —F. (2) 
D'où, en posant 
D E 
T=— 53: Y—=—-5 (3) 


1) Dans notre cours sommaire c'est à ce cas que nous allons restreindre l’ans- 
lyse des équations générales des coniques. 
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et 192 
D® E° 
A+ —F, (4) 
on obtient 
A (z— 20) + C(y — yo) = À. (5) 


Le point O”(x,, yo) représente le centre de symétrie 
de la courbe (5) (centre de la courbe). En effet, si un point 
M, (x, y1) Se trouve sur la courbe (5), le point M, (z:, y:), où 


0 (Xp, Yo) 
Me (: T2, 42) 


Fig. 31 


La = 2Lo — Lys Ye = 2Yo — Y1, qui lui est symétrique par rapport 
au point O’, appartient évidemment, lui aussi, à la courbe (5) 
(fig. 341). 

Les droites y = y, et x = x, parallèles aux axes Ox et Oy sont 
les axes de symétrie de la courbe (5) (axes de la 
courbe). En effet, si un point M (xs, yo — h) est situé sur la courbe 
(5), le point M” (xo, yo + h) qui lui est symétrique par rapport 
à la droite y — y, se trouve, lui aussi, sur cette courbe. La droite 
z = z, jouit de la même propriété. 

Dans ce qui suit, pour simplifier l'examen, nous supposerons 
que le centre de la courbe est à l’origine des coordonnées, c'est-à-dire 
que zo = 0, yo = 0. Alors l'équation de la courbe devient 


Az? + Cy° = A. (6) 


Définition 1. — Une conique (6) s'appelle ellipse (plus 
exactement, est de la catégorie ellipse), si les coefficients A 
et C sont de même signe, c'est-à-dire si 


AC =0. (7) 


Supposons, pour fixer les idées, que À > 0 et € =>0 (dans îïe 
cas contaire on peut inverser les signes des termes dans l'équation 
(6). 

Trois cas peuvent se présenter: 1) À => 0, 2) A — 0 et 3) A < 0. 
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Dans le premier cas, À = 0, nous avons une ellipse réelle 


+= (8) 
a b2 Ù 


y +, 5-y À ce) 


s'appellent demi-axes de l'ellipse. On pose généralement 0 <b< a 
(on peut y arriver toujours par un choix convenable des axes Ox 
et Oy). L'équation (8) porte le nom d'équation canonique de l'ellipse 


où les nombres 


de demi-axes a et b (fig. 32). Les points À (a, 0), B (0, b), 4” (—a, 0), 
B” (0, —b) sont les sommets de l'ellipse et les segments A’A = 2a 
et B'B = 2b, ses axes. Remarquons que de l'équation (8) il résulte 
que [zx [<a |y1< b. 

Notons que pour a = b on a une circonférence 

+ y = a. 

Dans le deuxième cas, À = 0, l’équation (6) représente un point 
O (0, 0) (ellipse dégénérée). 

Enfin, dans le troisième cas, À << 0, la courbe représentée par 
l'équation (6) n’a pas de points réels; on l’appelle conventionnelle- 
ment ellipse imaginaire. 


Définition 2. — Une conique (6) s'appelle hyperbole (plus 
exactement courbe de la catégorie hyperbole), si les coeffi- 
cients À et C sont de signes contraires, c'est-à-dire si 


AC < 0. (10) 


Posons, pour fixer les idées, que À > 0, alors C << 0. Trois cas 
peuvent se présenter: 1) À =>0; 2) A=0; 3) A<0. 
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Dans le premier cas, À >0, on a une hkyperbole dont l'équation 
canonique est 


x? L 


tt, (11) 


a“ - 


où PE 7 (demi-are transverse) et b — D (demi-axe non 


transverse) (fig. 33). Les points À (a, 0) et 4° me 0) s'appellent 
sommets de l'hyperbole. Remarquons que | x | > a. 


Y=Èz 
S ÿ X£ 7 
ca y LU M 2,9) 
L eat 
rt) SET F(c,0) Z 


Fig. 33 Fig. 34 


Dans le deuxième cas, À = 0, on obtient deux droites qui se cou- 
pent (kyperbole dégénérée) 
(VAz—V —Cy)(VAz+Y —Cy)=0. 
Enfin, dans le troisième cas, À < 0, on obtient une hyperbole 
x? y® 
Sa pa À (12) 
TE —A 7 À: Ré 3. 
ayant comme demi-axes a V4 à et b V & Si a’ =aet 


b" — b,on dit que l'hyperbole (12) est conjuguée de l’hyperbole (11); 
ses sommets sont aux points B (0, b) et B° (0, —b) (fig. 33). 

Le segment 4’A — 2a s'appelle axe transverse et le segment 
B'B = 2b l'axe non transverse de l'hyperbole (11). 


Exemple. — Déterminer la nature et la position de la courbe 
22 + 2y? — 2x + 3y = 0. (13) 


En complétant les termes en z et y respectivement de façon à faire apparaître 
des carrés parfaits, nous aurons 


+2 (y) 142. 
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3 \2 
: += 
eu, al 


8 "46 


— 1; 


F 


La courbe (13) est donc une ellipse ayant comme demi-axes = 


Ps 


1,46 et a 74 2% 1,08, dont le centre est au point o" (1. ——<-) 
(fig. 34). 


$ 3. Propriétés focales des coniques à centre 
Les points F (c, 0) et F” (—c, 0), avec 


c=VaTr b?, (1) 


sont respectivement appelés foyers de l’ellipse représentée par l’équa- 
tion canonique (8), fig. 32 (signe —) et de l’hyperbole représentée 
par l'équation canonique (11), fig. 33 (signe +). 

Le rapport 


E—— (2) 


est appelé excentricité de la conique à centre. 

De la formule (1) il résulte que 0 < e << 1 pour l’ellipse et 
À < eg << +o pour l’hyperbole. Remarquons que pour la circonfé- 
rence € = 0. 

Soient r = MF et r’ — MF" les distances d’un point M de la 


conique à centre à ses foyers (on les appelle rayons vecteurs focaux 
du point M). On a 


r=V(z—c) +? (3) 
et 


r'=V(s+c)+ vi. (4) 


Puisque 
z° y? 
a += 
où le signe + correspond à l’ellipse et le signe — à l’hyperbole,ona 


y?= + b? (1—<+) , 


4—0131 
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et donc, compte tenu de (1), on obtient 
r= M 2—2ex+ ec + be (1—<+) = 


AE m—%er+ (+ tb) Ér—Ier+e = 
=|Sz-el=1ez-al. (5) 


D'une manière analogue, 
=V/2+2%r+e+8 (1%) jertal. (6) 


Si la courbe est une ellipse, on a0<e<1, [x | <a et donc 
r=a—Eexz, r=a+Eet; 

d'où 
r +r = 2a, (7) 
et de plus, quels que soient r et r’ vérifiant l'égalité (7), il existe 
un point de l’ellipse donnée correspondant à ces rayons vecteurs. 
Ainsi, pour tout point de l'ellipse, la somme de ses distances focales 
est constante. Cette propriété est souvent prise pour définition de 
l'ellipse (propriété caractéristique de l'ellip- 
se). 
Pour l’'hyperbole on a: £ 1, |x | > a. C’est pourquoi 

r = H(ez — a), r' = +(exz + a), 


où le signe + correspond à la branche droite (x >> 0) et le signe — 
à la branche gauche (x << 0). Il en résulte que 


r'—r— +24. (8) 


Ainsi, pour tout point de l'hyperbole, la valeur absolue de la diffé- 
rence de ses rayons vecteurs focaux est constante (propriété ca- 
ractéristique de l'hyperbole). 


$ 4. Ellipse déduite du cercle par une déformation uniforme 


Considérons une circonférence de rayon a. Choisissons un système 
de coordonnées rectangulaires Ozry et, pour simplifier l'exposé, 
plaçons son origine au centre de la circonférence O (0, 0). Pour 
rendre plus commodes les raisonnements ultérieurs, désignons par 
X et Y les coordonnées courantes d’un point 4 de la circonférence. 
Dans ces conditions, l’équation de la circonférence sera de la forme 
(v. $ 1) 

X?+Y'= a. (1) 
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Soumettons la circonférence (1) à une déformation uniforme dans 
la direction de l’un de ses diamètres qui sans restreindre la généra- 
lité, peut être supposé vertical, c’est-à-dire ayant pour support 
l'axe Oy. Soit k le coefficient de 
déformation de la circonférence 
dans la direction choisie, c’est-à- 
dire que k est le rapport de la 
longueur du segment vertical 
transformé à sa longueur initiale. 
Remarquons que pour 0< k< 1, 
nous avons une compression uni- 
forme et pour # >> 4 une extension 
uniforme de la circonférence. 

Supposons que par suite de 
notre déformation le point 
M (X, Ÿ) de la circonférence se 
transforme en un point M” (x, y) Fig. 35 
de la courbe transformée (fig. 35). 

Les deux points M et M” étant situés sur une même verticale, nousavons 
z=X, y=kY. (2) 
D'où pour # 0 !) nous obtenons 


_ y 
X = 7x, Y=—. (3) 
Introduisons ces expressions dans l'équation (1), ce qui donne 
2 
s+h=e 
ou encore 
x? , y? 
arte (4) 
où b = ka, c'est-à-dire que le point transformé M” (x, y) se situe 
sur une ellipse de demi-axes a et b. 
Inversement, si un point M°(x, y) appartient à l’ellipse (4), 


le point M (X, Y) qui lui correspond se situe en vertu de (2) sur la 
circonférence (1). 


Ainsi, le résultat d'une déformation uniforme d'une circonférence 
dans la direction de l'un de ses diamètres est une ellipse. 


$ o. Asymptotes à l’hyperbole 
Considérons l’hyperbole (fig. 33) 


z° RE 
ms pe le (1) 
1) Dans le cas où k = 0, la déformation de la circonférence donne un se 
ment — a< z< a, y = 0, qu'on peut considérer comme une ellipse dégénérée. 
4e 
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Résolvant l'équation (1) par rapport à y, on obtient 


y=+iVr- (2 
ou 
 … = 
p=tiiy 1-5. (3) 


Si |xz| croît indéfiniment, Vas z 1, et par conséquent 
nous avons, dans un certain sens, une égalité approchée 
b 
y& € ee 
Montrons que les branches de l’hyperbole (1) se rapprochent 
aussi près que l'on voudrait des droites (fig. 33) 
b 
y= + = T, (4) 
que l’on appelle asymptotes à l’hyperbole. En effet, prenons pour 
z >> 0 par exemple, le signe + dans les formules (2) et (4). Considé- 


rons les points correspondants M (x, y) de l’hyperbole (2) et N (x, Y) 
de la droite (4), ayant la même abscisse z. Nous avons 


RL Er 
0: (z— V z?— ai) (z+ V z°— ai) _ ab 0 
a z+ V/72—a z+ V'z°—a 


quand zx —> +00. 

On considère de même encore trois cas: le signe — dans (2) et 
(4) quand z—> +o; les signes + dans (2) et — dans (4) lorsque 
z—> — et enfin les signes — dans (2) et + dans (4) quand z —> —co. 

Remarquons que l'hyperbole conjuguée 


o 


a (5) 


a? b? 


possède, comme il est aisé de le vérifier, les mêmes asymptotes que 
l'hyperbole (1). 
Une hyperbole équilatère (a = b) 


a ses asymptotes y = zx perpendiculaires entre elles. 
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$ 6. Courbe représentative de la proportionnalité inverse 
Considérons une courbe 
zy = a (a 0) (1) 


(fig. 36). 
En choisissant pour nouveaux axes de coordonnées Oz’ et Oy’ 
les bissectrices des anciens axes et en tenant compte de ce que l’angle 


de rotation sera œ = _ nous 
aurons (v. chap. I, ; 2) 


IT cos — y’ Sin — == 
Us 
4 V2 


D'où, en vertu de (1), on obtient 


Yy=T sin + +y' cos 


soit : 


Fig. 36 


2 y — 202, (2) 


Ainsi, la courbe traduisant la proportionnalité inverse (1) est une 
hyperbole équilatère. 


$ 7. Coniques dépourvues de centre 


On dit qu’une conique est dépourvue de centre si elle n’a pas de 
centre de symétrie ou si elle possède une infinité de centres de symé- 
trie (c'est-à-dire, n'a pas de centre unique). 

Considérons une conique 


Az + Cÿ + Dr + Ey+F=0, (1) 
où AC =0et 4° + C* 3 0. Supposons pour fixer les idées que 
A=0, CO. (2) 


Supposons aussi que D =£ 0, sinon nous aurions deux droites paral- 
lèles. 

Complétant l'équation (1) par des termes en y de façonà faire 
apparaître un carré parfait, nous aurons 


, E \2 EE 
C(u+2) =-De-F+a 
ou, en posant 
cs - 9 


D : 
C ? (3) 
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nous obtiendrons 
(y — yo) = 2p (zx — Lo). (4) 


La courbe (4) s'appelle parabole (fig. 37); le point O” (re, ÿo) est 
le sommet et le nombre p est le paramètre de la parabole. I] n'est pas 


Fig. 37 


difficile de se convaincre que la droite y = y est l'axe de sy- 
métrie de la parabole (axe de la parabole); la parabole 
(4) n’a pas de centre de symétrie. 


Fig. 38 Fig. 38a 


Si le sommet de la parabole est à l’origine des coordonnées et 
son axe est confondu avec l’axe Or, nous obtenons une équation 
dite canonique de la parabole 


y° — 2pz, (0) 


où le paramètre p est généralement considéré comme positif (on 
peut y arriver par un choix convenable de la direction de l'axe Oz; 
fig. 38). Remarquons que si les rôles des axes Oz et Oy sont échanges, 


$ 8] PROPRIÊTÉES FOCALES DE LA PARABOLE 55 


l'équation canonique de la parabole devient 
= 2py. (6) 
C'est l'équation d’une parabole à axe vertical (fig. 38a). 


$ 8. Propriétés focales de la parabole 
Considérons une parabole (fig. 38) 
y = 2pz (p >0). (1) 
Le point F (5,0 | est appelé foyer de la parabole et la droite x = —À, 


directrice de la parabole. 
Le rayon vecteur r = MF d'un point M (x, y) de la parabole 
a pour expression 


LÉ des 


= 1” + DI + _. = ZT + _ (2) 
D'autre part, la distance de ce point à la directrice est égale à 
MN=r+£er. 


Ainsi, la parabole est un ensemble des points du plan équidistants 
d'un point donné (foyer) et d'une droite donnée (directrice). C'est la 
propriété caractéristique de la parabole. 

Exemple. — Trouver les coordonnées du foyer et l'équation de la directrice 
de la Darabole 

y = 2. 


Comparant cette équation à l'équation (6), nous obtenons 


2p = 1, 
d'où p =$. Par suite, le foyer de la parabole a pour coordonnées (o. ) et l’équa- 
tion de sa directrice est y = +. 
$ 9. Graphique d’un trinôme du second degré 
Considérons un trinôme du second degré 
y = A + Bz+C (4 O0). (1) 


D'où 


y=A(r+£r+). (2) 
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En complétant l'expression entre parenthèses de façon à faire appa- 
raître un carré parfait, nous obtenons 


A[ (+) + (5-2) 


ou 
4AC — B? B \? 
— x = A(r:+3x) (2) 
En posant 
B 4AC — B° 
2 L— — 57 : Y= xx — (4) 


nous tirons de la formule (3) 
y — Yo = À (ZT — xo)*. (5) 
Effectuons une translation du système de coordonnées 
T'=Z—Zx Y —=Y— Yo 
nous obtenons en définitive 
y = Az'?. (6) 


La relation (6) (v. $ 7, formule (6)) est l'équation canonique d’une 
parabole à axe vertical dont le sommet est au point O” (x,, yo) et 


à 


è 
à | 
S 


10(Z, 4p) 
Fig. 39 


le paramètre p —. Ainsi, la courbe représentative d'un trinôme 


du second degré est une parabole dont le sommet est au point O° (To: Yo) 
et l'axe est parallèle à l'axe Oy(parabole àäaxe vertical 
décalé; fig. 39). 
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Notons que les abscisses x, et x, des points de rencontre de la 
parabole (1) avec l'axe Ozx sont les racines de l'équation du second 
degré 

A +Bz+C=0. (7} 
Cette propriété sert de base pour un procédé de résolution graphique 
de l'équation (7). 

Exemple. — Réduire (c'est-à-dire mettre sous forme canonique) l'équation 

y=—4r+3 


et tracer la parabole qu'elle représente. 
Faisons passer le terme constant à gauche du signe « égal » et complétons 
le second membre de façon à faire apparaître un carré parfait, il vient 


y—3+4—z —4r+4 


ou bien 
y+1i= (z— 2}. 
En posant 
i z—2=x, y+i=7y, 
on obtient 


y = z'?2, 


Ainsi, l'équation donnée représente une parabole dont le sommet est au 
point OU” (2, —1) et l'axe de symétrie O’y’ est parallèle à l’axe Oy (fig. 40). 


EXERCICES 


1. a) Trouver les coordonnées du centre C et le rayon À de la circonférence 
L+yÿ+8z —9= 0. 


b) Ecrire l'équation de la circonférence passant par l’origine des coordon- 
nées et ayant comme centre le point C (1, 0). 
c) Ecrire l'équation de la circonférence tangente aux axes de coordonnées 


et ayant comme centre le point c(5,5 : 
d) Ecrire l'équation de la circonférence dont le diamètre est un segment 
ayant pour extrémités les points À (—1, 2) et B (5, 6). 
2. Ecrire l'équation de la droite passant par les centres des circonférences : 


+ —672—8y—3=0 et + y + zx — 3y — 1 = 0. 


Calculer la distance des centres de ces circonférences. 
3. Trouver l'équation de la corde commune aux circonférences 


+ Y — 4x — 2y — 13 = 0 et 2? + y? — 2x — 4y — 15 = 0. 
4. Trouver les demi-axes, les coordonnées des foyers et l'excentricité de 


l'ellipse 
+ 2 = 8. 
Tracer cette ellipse. 

5. a) Ecrire l'équation canonique de l'ellipse dont la longueur du demi- 
petit axe est an à 6 et la distance focale est egale à 8. 

b) Ecrire l'équation canonique de l’ellipse sachant que la distance entre 
les extrémités des grand et petit axes est égale à 5, alors que la somme des lon- 
gueurs des demi-axes est égale à 7. 

c) Ecrire l'équation canonique de l'ellipse si les distances de son foyer aux 
extrémités du grand axe sont égales à 2 et 18. 
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6. Trouver la longueur du diamètre !) de l’ellipse 
52° + 7y° —=24, 


qui divise l'angle formé par les axes de coordonnées en deux parties égales. 
7. a) Trouver les demi-axes, les coordonnées des foyers et l’excentricité 
de l'hyperbole 


Or? — 1672 = 36. ; 


UN 
b) Ecrire l'équation canonique de l'hyperbole dont la longueur de l'axe 
transverse est égale à 8 et la distance focale est égale à 10. 
Tracer ces hyperboles. 


8. Calculer la longueur du diamètre de l’ellipse + P=i . perpendicu- 


®» 


u2 
laire à l’asymptote de l'hyperbole = + = 1 passant dans les Ier et IIIe 


quadrants. 
2 2 
9. Trouver l'excentricité de l’hyperbole Fr — À = 1 et de sa conjuguée. 
2 2 
10. Calculer la distance du foyer F, de l'hyperbole F — TE = {au foyer 


F, de l'hyperbole conjuguée. 
11. Les asymptotes d'une hyperbole ont pour équations 


214 Do 4 
y=T et y=—rz. 
Trouver l’excentricité de cette hyperbole sachant que son axe transverse est 
confondu avec l’axe Or. 

12. Ecrire l'équation canonique de la parabole sachant que la distance de 
son foyer à la directrice est égale à 10. 

13. Calculer les coordonnées du foyer et écrire l’équation de la directrice 
de la parabole y = 0,25r°. 

14. Soit un projecteur dont la coupe transversale du miroir présente la 
forme d'une parabole. Déterminer la position du foyer si le diamè re du miroir 
est de 60 cm et la profondeur de 30 cm. 

15. Soit donnée la parabole y? — 12r. Calculer la longueur de sa corde 
re par le point M (8, 0) et inclinée sur l'axe de la parabole sous un angle 

e è 

16. Ecrire l'équation de la courbe dont les points sont équidistants du 
point À (0, 2) et de l’axe Or. 

17. Réduire l'équation de la parabole 


y = 22 — 8x +5 
à la forme canonique et trouver les coordonnées de son sommet. 
18. Réduire l'équation de la parabole 
y = —3 + 4r — 2° 
à la forme canonique et trouver les coordonnées de son sommet. 
19. Réduire l'équation de la parabole 
z=p —-y+2 
à la forme canonique et trouver les coordonnées de son sommet. 
20. L'arche d'un pont de chemin de fer dont la travée 1 = 60 m et la hau- 
teur k — 12 m a la forme d'une parabole. Calculer la hauteur hk, des montants 


latéraux de l'arche sachant qu'ils se trouvent à la distance de 15 m des extré- 
mités du pont. | 


1) C'est-à-dire de la corde passant par le centre de l’ellipse. 


CHAPITRE V 


COORDONNÉES POLAIRES. 
ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES DE LA COURBE 


$ 1. Coordonnées polaires 


L'idée maîtresse de la méthode des coordonnées consiste en ce 
que la position d'un point du plan est univoquement déterminée 
par deux nombres dont l'interprétation géométrique concrète définit 
tel ou tel système de coordonnées. Après le système de coordonnées 
rectangulaires que nous avons utilisé exclusivement jusqu’à présent, 
le plus important est le système de coordonnées polaires que nous étu- 
dierons maintenant. 

Prenons dans le plan un point © que nous appellerons pôle. 
Menons du pôle O une demi-droite orientée Ox appelée axe polaire 
(fig. 41). 

Soit Af un point quelconque du plan. Relions le point M au pôle 
par le segment OM. La longueur du segment OM = p, c'est-à-dire 


PE 


Il Z 


Fig. 41 


la distance du point M au pôle est appelée rayon vecteur du point if. 


TS 

On appelle angle polaire l’angle ç = xOM compté à partir de l'axe 
polaire vers le segment OM dans le sens inverse des aiguilles d'une 
montre. Le rayon vecteur p et l’angle polaire q sont les coordonnées 
polaires du point M. 

Un point Af de coordonnées polaires p et p est noté comme suit: 
M (op, œç), le vecteur rayon p étant mis à la première place et l'angle 
polaire q à la seconde. 

Quant aux valeurs prises par les coordonnées polaires, il suffit 
évidemment de considérer les valeurs de p dans les limites de O0 
à oo (0 < p << +) et les valeurs de p dans les limites de 0 
à 2x (0< p<2x) et de compter, comme nous avons convenu, 
l'angle @ à partir de l’axe polaire dans le sens direct. Pourtant dans 


RSS 
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certains cas on a à considérer des angles supérieurs à 2x, ainsi que 
des angles négatifs, c'est-à-dire des angles comptés à partir de l'axe 
polaire dans le sens rétrograde. 


$ 2. Relations entre les coordonnées rectangulaires et polaires 


Considérons la transformation des coordonnées polaires en coor- 
données rectangulaires et inversement. 

Supposons que le pôle des coordonnées polaires est à l'origine 
des coordonnées rectangulaires Ozry et que l’axe polaire est confondu 
avec le demi-axe positif Ox (fig. 42). Alors pour un point If quel- 
conque nous avons 


MS 
OA=zr, AM=y, OM=o, zxOM = 9%. 


En supposant l'angle q aigu, nous déduisons du triangle rectangle 
AOM 


OA = OM cos q,, AM = OM sin y, 


ou 


T—= {COS OP, } 
Tes —_ y = p sin ?. 
Les formules obtenues sont vraies quelle 
Fig. 42 que soit la valeur de l'angle œ. Elles 


expriment les coordonnées rectangulai- 
res du point M en fonction de ses coordonnées polaires. D'autre 
part, le même triangle rectangle AOM donne 


OM V OA + AM, tg Ep = GA 9 
soit: 


Ce sont les formules exprimant les coordonnées polaires du point par 
ses coordonnées rectangulaires. 

Remarquons qu’en déterminant l'angle polaire @ d’après tg 
il faut tenir compte des signes des coordonnées x et y. 

Comme nous l'avons vu plus haut, les courbes peuvent être don- 
nées à l’aide des équations qui lient leurs coordonnées rectangulai- 
res. Montrons maintenant sur un exemple simple que les courbes 
peuvent être définies aussi par des équations en coordonnées polai- 
res, c'est-à-dire par des équations polaires. 

Exemple. — Considérons une courbe 


0 — a, 
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où a est un nombre positif. Cette courbe porte le nom de spirale 
d'Archimède. Pour tracer cette courbe, composons le tableau de 
valeurs correspondantes de œ et p: 


À l’aide de ce tableau, portons des points et relions-les par une ligne 
“ DES Se s’il y a lieu, la position des points intermédiaires 
ig. 49). 


$ 3. Equations paramétriques de la courbe 


Au lieu d’une équation de la courbe, qui lie les coordonnées 
rectangulaires zx et y, il est parfois plus commode de considérer des 


Fig. 43 Fig. 44 


équations dites paramétriques de la courbe, qui expriment les coor- 
données courantes x et y en fonction d'une certaine variable t (d’un 
paramètre). Les équations paramétriques jouent un rôle important 
par exemple en mécanique où les coordonnées x et y d'un point en 
mouvement M (x, y) s'expriment en fonction du temps (équations 
du mouvement). 

Exemple 1. — Cherchons l'équation paramétrique de la circon- 
férence. 

Soit M (x, y) un point quelconque de la circonférence de rayon À 
dont le centre est à l’origine des coordonnées (fig. 44). Désignons 
par t l'angle xOM dans le‘trianglé rectangle AOM que détermine 
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ce point. Alors nous avons les égalités évidentes 


OA = OM cost, AM = OM sint, 

ou 
z= Rcost, À h 
y=Rsint. (4) 


Ce sont justement les équations paramétriques de la circonférence. 


Fig. 45 Fig. 46 


Pour obtenir l'équation ordinaire de la circonférence il faut éli- 
miner le paramètre t. À cet effet, élevons au carré les équations (1) 
et additionnons-les: 


+ y° = R? (cos° t + sin* t) = R*. 
Exemple 2. — Etablissons les équations paramétriques de l’ellipse. 
Une ellipse de demi-axes a et b peut être considérée comme une 
circonférence de rayon a comprimée uniformément le long de son 
diamètre vertical avec un rapport de compression À — b/a (v. chap. 
IV, $ 4). Soient M (x, y) un point de l’ellipse et N (X, Ÿ) un point 
de la circonférence qui lui correspond (fig. 45) où 


z=X, y— . L: (2) 
Prenons pour paramètre t{ l’angle que le rayon ON de la circonférence 


MN 
fait avec la direction positive de l'axe Ox: t = NOx. En appli- 
quant les formules (2), nous avons | 


z= À —acost, y=+Y=<.asint-bsint. 
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Ainsi, les équations paramétriques de l’ellipse de demi-axes a et b 
s'écrivent 
x=acost, y—=bsint. (3} 
En éliminant le paramètre { des équations (3), nous obtenons l’équa- 
tion canonique de l’ellipse 


Lorsqu'on connaît les équations paramétriques d'une courbe, on 
peut la construire par points. 
Exemple 3. — Construire la courbe 


T1", 5 ! 
y = 2t. (3) 
Composons le tableau des valeurs: 


En portant les points de coordonnées (x, y) sur le plan Oxy 
et en les reliant par une ligne nous obtenons la courbe cherchée 
(fig. 46). 

Cette courbe est une parabole. En effet, si nous éliminons le 
paramètre t des équations (4), nous obtiendrons 


y* = 4x, 


c'est-à-dire une équation canonique de la parabole. 


$ 4. Equations paramétriques de la cycloïde 


Définition. — On appelle cycloïde la courbe engendrée 
par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une droite (fig. 47) 


Cherchons les équations paramétriques de la cycloïde en prenant 
la droite pour axe Oz et en supposant que le rayon du cercle roulant 
est égal à a et qu'à l'instant initial le point { en mouvement se 
trouve à l’origine des coordonnées. Prenons pour paramètre £ l'angle 
de rotation (en radians) du rayon mobile MC du cercle par rapport 
au rayon vertical XC, Æ étant le point où le cercle est tangent à 
l'axe Ox (fig. 47). Puisque le cercle roule sans glisser, nous sommes 
en droit d'écrire 


OK = MK = at. 
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D'où, en partant de la fig. 47, nous obtenons pour les coordonnées 
courantes du point A7 de la cycloïde les expressions suivantes: 


z=O0P=0K— PK =OK — MQ = at—-asint = 
= a(t —sint) 
et 
y = PM = KC—QC=a—acost = a (1 — cost). 


Fig. 47 


Ainsi, les équations paramétriques de la cycloïde s’écrivent 
y = a (1 — cost). 


EX ERCICES 


1. Construire les points d’après leurs coordonnées polaires: A4 (5, 0), 


B (2, +) UE +) , D.) D(2. + a). 
2. Quelles sont les coordonnées rectangulaires des points donnés par 


leurs coordonnées polaires À (5. 0), B (6. +} ,C (2. +) ,D (4 =) 9 


3. Construire par points la spirale logarithmique p = 29/*. 
&. Ecrire les équations polaires des courbes suivantes: a) x = 1; b) y = 
= —2; c)y=z; d\y=2r; @ z+y= V2; f 2° + ÿ = 25. 
5. Ecrire l'équation polaire de la droite 
zcosa + ysina—p= 0. 
6. Soit une courbe dont l'équation polaire est 
p = a cos y. 


Ecrire l'équation de cette courbe en coordonnées rectangulaires et établir sa 
nature. 
7. Soit l'équation polaire d’une courbe 
a 
PT cos p ° 


Ecrire l’équation de cette courbe enjcoordonnées rectangulaires. 
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8. Soit une ligne donnée par ses équations paramétriques 
z—=asint, y—=bcost. 


Trouver son équation en coordonnées rectangulaires. 
9. Soit une ligne donnée par ses équations paramétriques 


(ch et (4) 


Trouver son équation en coordonnées rectangulaires. 
10. Soit une ligne donnée par ses équations paramétriques 


z=t, y= âät. 
Trouver son équation en coordonnées rectangulaires. 
11. On considère un point qui se déplace dans le plan Ory en occupant 
à un instant t compté à partir de l'instant initial £ = 0 la position M (200 — 
— t, 100 — t). A quel instant le point atteindra-t-il la droite 


8z — 6y + 10 = 0 


et quelles seront ses coordonnées à cet instant? 
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CHAPITRE VI 


FONCTIONS 


$ 1. Grandeurs constantes et grandeurs variables 


En étudiant les lois qui se rencontrent dans la nature, on a à 
tout instant à considérer des grandeurs constantes et des grandeurs 
variables. 

Définition. — On appelle grandeur constante une 
grandeur qui conserve une même valeur (soit en général, soit au cours 
d'un phénomène considéré; dans le dernier cas, la grandeur constante 
s'appelle paramètre). 

On appelle grandeur variable une grandeur qui peut 
prendre des valeurs numériques différentes. 

Donnons quelques exemples de grandeurs constantes et de grandeurs 
variables. | 

Exemple 1. — Le diamètre et la longueur de la circonférence peuvent 
prendre, suivant les circonstances, des valeurs différentes et sont donc en géné- 
ral des grandeurs variables, alors que le rapport de la longueur de la circonfé- 
rence à son diamètre a toujours une seule et même valeur et est donc une gran- 
deur constante connue sous le nom de nombre x (nr = 3,14159 . . .). 

Exemple 2. — Le volume vet la pression g d'une masse déterminée de gaz 
sont des grandeurs variables ; mais, comme on l’apprend en physique, le produit 
vp est une grandeur constante pour une température donnée. Lorsque la tempé- 
rature varie, le produit wp varie en général, lui aussi. 


Remarquons que dans de nombreux cas il est commode, par souci 
de généralité des énoncés, de considérer une grandeur constante 
comme une grandeur variable prenant une seule et même valeur. 


$ 2. Notion de fonction 


En étudiant un phénomène quelconque, nous avons généralement 
à considérer un ensemble de grandeurs variables qui sont liées de 
manière que les valeurs de certaines d’entre elles (appelées vartables 
indépendantes) déterminent entièrement les valeurs des autres (appe- 
lées variables dépendantes). 

C'est ainsi par exemple qu'en étudiant un gaz nous nous inté- 
ressons à son volume v, à sa température { et à sa pression p. Or, 
suivant la loi de Mendéléev-Clapeyron, la connaissance du volume 
et de la température d’un gaz permet de déterminer univoquement 
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sa pression ; les grandeurs v et { peuvent donc être considérées comme 
des variables indépendantes et la grandeur p comme une variable 
dépendante. 

Définissons maintenant la notion de fonction, qui est une notion 
fondamentale en mathématiques supérieures, en nous bornant 
d’abord au cas de deux variables. 


Définition. — Une variable y est fonction d'une variable x, 
si ces variables sont liées entre elles de manière qu'à chaque valeur con- 
sidérée de x (valeurs admissibles) correspond une valeur unique bien 
déterminée de y *). 


Cette définition a été énoncée pour la première fois et dans les 
grandes lignes par le génial mathématicien russe N. I. Lobatchevski, 


a) : 


Fig. 48 


La variable x s'appelle dans ce cas argument ou variable indépen- 
dante, et y est parfois appelé variable dépendante. Quant aux gran- 
deurs x et y elles-mêmes, on dit qu'elles se trouvent dans une relation 
fonctionnelle. 

L'ensemble de toutes les valeurs de la variable indépendante zx 
pour lesquelles la fonction y est définie s'appelle domaine de défi- 
nition ou domaine d'existence de cette fonction. 

Le plus souvent, le domaine de définition d’une fonction repré- 
sente soit un intervalle ourvert Ja, bl (fig. 48, a), c’est-à-dire l’en- 
semble de tous les nombres zx satisfaisant à l'inégalité 


a<z<b 


(soulignons que les valeurs x — a et x — b sont ici exclues!}, soit 
un intervalle fermé ou segment la, b] (fig. 48, b), c'est-à-dire l’en- 
semble de tous les nombres x vérifiant l'inégalité 


a<z<b 


(ici, les valeurs x — a et x — b sont incluses!). Dans certains cas le 
domaine de définition de la fonction représente un intervalle semi- 
ouvert à droite [a, b[ ou un intervalle semi-ouvert à gauche la, bi, 


1) Dans la suite de cet ouvrage nous supposerons partout, sauf mention du 
contraire, que les grandeurs et les nombres que nous considérons ne prennent 
que des valeurs réelles. 


5% 
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c'est-à-dire l’ensemble des nombres x définis respectivement par les 
conditions a rx<bet a<<zx< b. Dans ce qui suit, l’ensemble 
des points représentant un intervalle, un segment ou un intervalle 
semi-ouvert sera appelé tout court intervalle et noté (a, b). 

On considère aussi des intervalles infinis: ]J—o, al = {rx | x < 
< a}, c'est-à-dire l'ensemble de tous les nombres inférieurs à a; 
Jb, +ool = {x | x > b}, c'est-à-dire l’ensemble de tous les nombres 
supérieurs à b; |—o, + l’ensemble de tous les nombres réels 
(v. chap. VII, $ 1). Les intervalles ]—co, a] et [b, +oo[ ont un sens 
analogue. 

Le fait que y est fonction de x se note 


y = f(x), (1) 


où le symbole jf s'appelle caractéristique de la fonction. Pour désigner 
la dépendance fonctionnelle (1) on peut, au lieu de la lettre f, utiliser 
n'importe quelle autre lettre (par exemple g, hk, F, œ, etc.), tout en 
désignant, bien entendu, les différentes fonctions figurant dans un 
même problème, par des lettres différentes. 

Une valeur particulière que la fonction f prend pour zx = a 
s'écrit f (a). Par exemple, si 


f(&)=2z({— 2), 
f(0) —0, f(41)—=0, f(2) = —2, etc. 


Donnons encore quelques exemples qui éclairent la notion de fonc- 
tion. 


Exemple 1. — Il résulte de la formule donnant l’aire du cercle 
S = rR? 


qu’à chaque valeur admissible (c'est-à-dire positive) du rayon R correspond 
une valeur bien déterminée de la surface S. En conséquence, S est une fonction 
de À, définie dans l'intervalle infini: 0 << R << + oo. 

Exemple 2. — Suivant la loi de Boyle-Mariotte, à température constante, 
on à 


alors 


vp = C, 
v étant le volume du gaz, p sa pression et C une constante. D'où 
C 
L= — , 
P 


Par suite, à chaque valeur de la pression p correspond un volume déterminé vw 
du gaz. On peut donc dire que le volume du gaz est fonction de la pression. Des 
considérations physiques il découle que le domaine de définition de cette fonc- 
tion est un tervalle infini 


0 < p < +o. 
Exemple 3. — Trouver le domaine de définition de la fonction 


y=Vi—xr. (2) 
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Cette fonction n'a un sens que si 
4 — x > 0. 
D'où 
2 <L4 ou |zr| < 2. 
Le domaine de définition de cette fonction est donc représenté par le segment 
—2<z2< 2. 


Pour avoir une image concrète du comportement d’une fonction, 
on construit sa courbe représentative, en considérant la variable 
indépendante x et la valeur de la fonction y comme coordonnées 
rectangulaires d’un point M dans le plan Ozy. 


Définition. — On appelle courbe représentative (ou 
encore graphe) d'une fonction y = f (x) une courbe représentant 


l'ensemble de tous les points M (x, y) du plan Oxy dont les coordonnées 
se trouvent dans cette relation fonctionnelle. 


Fig. 49 


En d’autres termes, la courbe représentative d’une fonction est 
une courbe dont l'équation est une égalité qui définit la fonction. 
Par exemple, pour la fonction (2) on a 


2 + y* = 4, y > 0, 


de sorte que sa courbe représentative est manifestement la demi- 
circonférence supérieure de rayon À = 2 et de centre à l'origine 
des coordonnées (fig. 49). L'examen de la fig. 49 montre que le 
domaine de définition de la fonction est le segment [—2, 21. 

Signalons qu'après avoir construit la courbe représentative de la 
fonction y — f(x), nous pouvons déterminer de façon approchée 
les racines de l'équation 

f() =0 


comme étant égales aux abscisses des points d’intersection de cette 
courbe avec l’axe Oz. 

Si à chaque valeur de la variable x correspond une seule valeur 
de la variable y, on dit que y est une fonction univoque de x; si au 
moins à une valeur de la variable x correspondent plusieurs (deux, 
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trois, etc.) ou une infinité de valeurs de la variable y, on dit que y 
est une fonction multivoque (bivoque, trivoque, etc.) de z (plus cor- 
rectement, correspondance entre x et y). 

Par exemple, y = r° est une fonction univoque de x. De même, 


y = sin x est une fonction univoque de zx. La fonction y = + Vz 
est une fonction bivoque de x; y = Arcsin x est une fonction multi- 
voque (ayant une infinité de valeurs) de zx. 

Sauf mention (expresse) du contraire, nous entendrons dans la 
suite par le terme « fonction » une fonction univoque. 


$ 3. Relations fonctionnelles les plus simples 


1. Dépendance proportionnelle directe 


Définition. — On dit que deux grandeurs variables sont direc- 
tement proportionnelles si la variation de l’une d'elles, 
dans un certain rapport, entraîne la variation de l'autre dans le même 
rapport. 


A titre d'exemples de grandeurs directement proportionnelles on 
peut citer: la longueur de la circonférence et son rayon; le trajet 


Fig. 51 


parcouru lors d’un mouvement uniforme et le temps écoulé; la dila- 
tation linéaire d’une barre élastique et la charge, et de nombreuses 
autres. 

Soient x et y deux grandeurs directement proportionnelles et soit 
k la valeur prise par y pour x = 1. Par définition, ï — È , d'où 


y = kz, (1) 


avec À une constante appelée coefficient de proportionnalité. La fonc- 
tion (1) s’appelle fonction linéaire homogène. Sa courbe représentative 
est une droite passant par l’origine des coordonnées et ayant À pour 
coefficient angulaire (fig. 50). 


S 3] RELATIONS FONCTIONNELLES LES PLUS SIMPLES 71 


2. Dépendance linéaire 


Définition. — On dit que deux grandeurs variables se trouvent 
dans une dépendance linéaire si 


y = Yo + z, (2) 


où k et y, sont des constantes. 

La fonction (2) est dite linéaire; sa courbe représentative est une 
droite (fig. 51) ayant y, comme ordonnée à l’origine et 4 comme coef- 
ficient angulaire. 

A titre d'exemples de grandeurs se trouvant dans une dépendance 
linéaire on peut indiquer: la distance d’un point animé d’un mouve- 
ment rectiligne et uniforme à l’origine et le temps; la longueur d’une 
barre et sa température, etc. 


3. Proportionnalité inverse 


Définition. — On dit que deux grandeurs variables sont in- 
versement proportionnelles si la variation de l’une 
d'elles dans un certain rapport entraîne la variation de l’autre dans un 
rapport inverse. 


Comme exemples de grandeurs inversement proportionnelles on 
peut indiquer: la vitesse d’un mouvement uniforme et le temps néces- 
saire pour parcourir une distance donnée ; le volume occupé (à tem- 
pérature constante) par le gaz et la pression ; l'intensité du courant 
dans un circuit (à force électromotrice constante) et la résistance du 
circuit, etc. 

Soient x et y deux grandeurs inversement proportionnelles. 
Supposons que y = k lorsque x = 1. Par définition, 


z F 
Ty: 
d'où 
nes 
z 


La courbe représentative de cette fonction pour À > 0 représente 
l'hyperbole équilatère ou l’une de ses branches (fig. 52). Pour 4 << 0 
nous obtenons une hyperbole (ou une partie de cette courbe) se 
trouvant dans les ITe et IVe quadrants. 


4. Dépendance quadratique 


Dans le cas le plus simple, la dépendance quadratique est de la 
forme 


y = kz°, (3) 
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où k est une constante. La courbe représentative de la fonction (3) 
est une parabole (ou l’une de ses branches) (fig. 53); cette parabole 
est située au-dessus de l’axe Oz lorsque À > 0 et au-dessous de cet 
axe lorsque k << 0. 


Fig. 52 Fig. 53 


Les exemples de grandeurs qui se correspondent de façon quadra- 
tique sont: la surface et le rayon d'un cercle, l’espace parcouru par 
un corps en chute libre et le temps de chute, etc. 


5. Dépendance sinusoïdale 
La dépendance sinusoïdale 
y = À sin (ox + ) (à) 
joue un rôle important dans l'étude des phénomènes périodiques. 
La fonction (4) est dite harmonique; les constantes (paramètres) 
A, o et o s'appellent respectivement amplitude, pulsation et phase à 


l'origine des temps. La fonction y est une fonction périodique 
dont lapériode est 


PE 
oO 


c'est-à-dire que les valeurs de la fonction y = y (x) aux points z 
et x + T, qui diffèrent d’une période, sont les mêmes. En effet, 
nous avons 


y (zx + T) = À sin [o (x + T) + ql = À sin (ox + 2n + ) = 
— À sin (ox + ) = y (x). 
L'harmonique (4) peut être mis sous la forme 
y = À sin © (z — x,), (5) 
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avec To = — . . Nous en déduisons que la courbe représentative de 


l'harmonique est une sinusoïde déformée d'amplitude À 
et de période T, obtenue par la translation de valeur x le long de 
l'axe Oz (fig. 54) (v. pour plus de détails, $ 9). | : 

A titre d'exemples de dépendance sinusoïdale on peut citer l'écart 
des particules d’air par rapport à la position d'équilibre en cas de 


Fig. 54 


propagation d’une onde sonore d'amplitude constante et le temps; 
l'intensité d'un courant sinusoïdal monophasé et le temps, etc. 


$ 4. Modes de donnée d’une fonction 


On considère généralement trois modes de représentation d'une 
fonction : analytique, tabulaire et graphique. 


1. Représentation analytique d’une fonction 


Si une fonction est donnée au moyen d’une formule, on dit qu'elle 
est donnée analytiquement. Par exemple, dans la formule du volume 
de la sphère 


4 
V=-rnk$ 


le volume V est une fonction du rayon À donnée analytiquement. 
Si une fonction 
y = f(x) 


est donnée par une formule, sa caractéristique f désigne l’ensemble 
d'opérations à effectuer, dans un ordre déterminé, sur la valeur de 
l'argument x pour obtenir la valeur correspondante de la fonction 
y (ou ce qui revient au même, la valeur de la fonction f (x)). 

Soit par exemple 


fm) =ÿ 1. (4) 
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Ici, la caractéristique f désigne l’ensemble d'opérations à effectuer, 
à savoir: 

4) élever au carré l'argument zx; 

2) soustraire 4 du résultat obtenu; 

3) extraire la racine cubique de la différence obtenue. 

Connaissant la caractéristique f et donnant à l'argument zx les 
différentes valeurs, nous obtiendrons les valeurs correspondantes de 
la fonction f (x). C’est ainsi que pour notre fonction (1) nous avons 


f(—1=ÿ (—10—1=0, 


f(4)=ÿ 1-0, 
etc. 


Un sens analogue prennent les expressions 


f(a+h)=ÿ (&+h)?—1, 


etc. 
; Dans certains cas la fonction peut être donnée par plusieurs for 
mules. 
Soit par exemple, 
0, si r<oO, 
LS { z, si r>0. 
Cette fonction est parfaitement définie, car pour chaque valeur de l’argu- 
k ÿ 
0 Z 
Fig. 55 


ment x nous pouvons indiquer une valeur correspondante de la fonction f (x). 
A savoir, si z est négatif ou nul, f (x) est nulle, par exemple 


f (0) = 0, (—5)=0 f(—1)=0, : 


etc. 
Si z est positif, f (x) est égale à la valeur de l'argument, par exemple 


ENE 


Ainsi, deux formules 
f(æ)=0, si z<o0, 
et 
f({)=z, si z>0, 


définissent une seule fonction (fig. 55). 
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2. Représentation tabulaire d'une fonction 


Supposons que nous voulons établir la dépendance qui existe 
entre la température annuelle moyenne f{° et l’altitude = de la région 
au-dessus du niveau de la mer. Rassemblons les résultats de nos 
observations dans le tableau: 


n|ol1|2]3l 4 | 5 | 6 | 7 | 8 
1° | 47,9 |+4,6[+0,1|-5.0 | 10,7 | —16,9 | —23.7 | —30.8 | —38.0 


Ce tableau montre que la température annuelle moyenne varie 
avec l’altitude au-dessus du niveau de la mer et qu'à chaque valeur 
de l'altitude » correspond une valeur déterminée de la température {°. 
Par conséquent, la température annuelle moyenne {° est fonction de 
l'altitude À au-dessus du niveau de la mer, la correspondance entre 
les variables {° et k étant établie par le tableau. Un tel mode de 
donnée de la fonction est dit tabulaire. 

Connaissant la représentation analytique d’une fonction, on 
peut représenter cette fonction à l’aide d’un tableau pour des valeurs 
de l’argument qui nous intéressent. Soit donnée par exemple la 
fonction 


y = x. 


En donnant à x une série de valeurs numériques et en calculant 
les valeurs correspondantes de y, nous obtenons le tableau ci-dessous 


Nous voyons que si la fonction est donnée analytiquement (c'est-à- 
dire à l’aide d’une formule), on peut composer son tableau ou comme 
on le dit la mettre en tableau. 

On met généralement en tableau des fonctions ayant une expres- 
sion analytique compliquée (c'est-à-dire exprimées par une formule 
compliquée) mais se rencontrant souvent dans la pratique. Par 
exemple on utilise largement les tables des fonctions suivantes: 
sin x, cos x, etc. (tables des valeurs trigonométriques naturelles), 
log x (tables des logarithmes), etc. Il existe pour ces fonctions des 
formules exprimées à l’aide de séries infinies (v. chap. XXI, $ 123, 
mais ces formules sont trop compliquées pour l’emploi pratique. 

On peut se demander s’il est toujours possible de passer de la 
représentation tabulaire d’une fonction à sa représentation analy- 
tique, c’est-à-dire de définir une telle fonction par une formule. 
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Remarquons avant de répondre à cette question que le tableau 
ne donne pas toutes les valeurs de la fonction et que les valeurs 
intermédiaires ne peuvent être trouvées que de façon approchée 
(par un procédé appelé interpolation de la fonction). Aussi, dans le 
cas général, est-il impossible de trouver une expression analytique 
précise de la fonction à partir de sa représentation tabulaire. 

Pourtant, il est toujours possible de construire une formule et 
même plusieurs, qui donnera pour les valeurs de l'argument figurant 
dans le tableau, les valeurs tabulaires correspondantes de la fonction. 
Une telle formule est dite formule d’interpolation. 


3. Représentation graphique d'une fonction 


Les représentations analytique et tabulaire ont l’inconvénien- 
de ne pas donner une image concrète de la fonction. Cet inconvét 
nient est éliminé dans la donnée graphique de la fonction y = f (x), 


zx -7 À 


Fig. 56 Fig. 57 


lorsque la correspondance entre l'argument x et son image y est 
établie à l’aide d’une courbe (fig. 56). Pour trouver ici la valeur de 
la fonction y correspondant à une valeur de l’argument, par exemple 
x, il faut porter sur l’axe Ox, dans le sens correspondant, le segment 
OA = zx et élever ensuite la perpendiculaire À M jusqu'à son inter- 
section avec la courbe représentative de la fonction. Prenant la 
longueur de cette perpendiculaire avec le signe convenable, on 
obtient le nombre 
y = f (2). 


Donnant à zx les différentes valeurs nous obtiendrons par ce procédé 
les valeurs correspondantes de la fonction y qu'on pourra rassembler, 
s’il y a lieu, dans un tableau. 

Un exemple de représentation graphique de la fonction est fourni 
par un barogramme (diagramme obtenu à l’aide d’un appareil enre- 
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gistreur appelé barographe) qui indique graphiquement la variation 
de la pression atmosphérique avec le temps. 

Pour construire la courbe représentative de la fonction y = f (x) 
donnée analytiquement il faut composer un tableau des valeurs de x 
et de y de cette fonction et puis, en prenant x pour abscisse et y 
pour ordonnée d’un point, construire dans le plan un système de 
points. Reliant ces points par une ligne dont la forme tient compte, 
autant que cela peut se faire, des valeurs intermédiaires de la fonc- 
tion, nous obtenons une représentation graphique approchée de la 
fonction donnée. 

Par exemple. en utilisant les données numériques figurant dans 
le deuxième tableau de la page 75. construisons la courbe représenta- 
tive de la fonction 

y=r 


(une parabole cubique) (fig. 57). 


$ 5. Notion de fonction de plusieurs variables 


La notion de fonction d'une seule variable se généralise tout 
naturellement au cas de plusieurs variables. 


Définition. — Une variable u est dite fonction de plusieurs 
variables, par exemple de deux variables x et y, si à tout ensemble 
considéré des valeurs (admissibles) de x et y correspond une valeur bien 
déterminée de u. 


Ici, les variables zx et y sont dites variables indépendantes ou argu- 
ments; l’ensemble de leurs valeurs considérées s'appelle domaine 
de définition ou domaine d'existence de la fonction uw. Ce dernier repré- 
sente en général un ensemble de points du plan Oxy. 

Le fait que uw est fonction de z et de y se note généralement 


u = f(x, y), 
où f s'appelle caractéristique de la fonction. Au lieu de f on peut certes 
utiliser n'importe quelle autre lettre. 


Exemple 1. — L’aire U d’un rectangle dont les côtés sont zx et y s'exprime 
par la formule 
U = zxy. 


Il est évident que U est une fonction de deux arguments z et y, définie dans le 
domaine z>0, y > 
Exemple 2. — L ‘équation d'état du gaz est de la forme 


vp = RT, 


où v est le volume occupé par la masse donnée du gaz, p la pression du gaz, 
T la température absolue et À une constante. La résolution de cette équation 
par rapport à v donne 


RT 


V=——, 


P 
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Nous voyons que le volume v est fonction de deux variables: de la pres- 
sion p et de la température absolue 7, et que cette fonction est définie dans le 
domaine p >0, T > 0. 

Sous sa forme générale, une fonction u de trois variables x, y et z peut être 
désignée comme suit 

u = f(x, y, 2). 

Exemple 3. — Le volume V = zyz et la surface totale S = 2zy + 2yz + 
+ 2:r d'un parallélépipède rectangle ayant pour dimensions linéaires zx, y 
et =, sont les fonctions de trois arguments zx, y et z, définies dans le domaine 
z>0, y>0et z > 0. 


$ 6. Notion de fonction implicite 


Une fonction est dite explicite si elle est donnée par une formule 
dont le second membre ne comporte pas de variable dépendante. 
Par exemple, y = x° est une fonction explicite. 

Une fonction y de l’argument x est dite implicite si elle est donnée 
par une équation 


F (x, y) =0 (1) 


non résolue par rapport à la variable dépendante. Par exemple, la 
fonction y (y =>-0) définie par l'équation x? + y* = 1 est une fonc- 
tion implicite. 

Pour exprimer sous une forme explicite la fonction y donnée par 
l'équation (1) il suffit de résoudre cette équation par rapport à y. 
Puisque pour une valeur donnée de l'argument x l'équation (1) peut 
avoir plusieurs (et même une infinité de) racines y, la fonction impli- 
cite est dans le cas général une fonction multivoque. 

L'ensemble des valeurs de x pour chacune desquelles l'équation 
(1) possède au moins une racine réelle y représente le domaine de 
définition de la fonction implicite correspondante. Il convient de 
noter que toute équation (4) ne définit pas une fonction implicite. 
Par exemple, l'équation 


x +y +1—=0 
ne définit manifestement aucune fonction (dans le domaine réel!). 
Exemple. — Soient x et y liés par l'équation 
l+p=t. 


Ici, y est une fonction implicite de l'argument x. En résolvant 
cette équation par rapport à y, nous obtenons 


y=y 1—7°. 
Cette dernière formule exprime y comme une fonction explicite de zx. 
I1 y a des cas où l'équation (1) se trouve difficile à résoudre par 
rapport à y. Par exemple, l'équation de Kepler 
y—esiny=z (0<Ee<i) 
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ne peut pas être résolue, à l’aide de moyens élémentaires, par rapport 
à y. Dans de tels cas on est amené à étudier la fonction y en utilisant 
directement l'équation qui la définit. 


$ 7. Notion de fonction réciproque 
Soit y une fonction de zx: 
y = f(x). (1) 


Donnant à x des valeurs déterminées, nous obtiendrons des va- 
leurs correspondantes de y. Or, en prenant y pour argument et zx 
pour image, on peut donner des valeurs de y et calculer les valeurs 
correspondantes de x. Dans un tel cas l'équation (1) définira x comme 
une fonction implicite de y. Cette dernière s'appelle fonction récipro- 
que ou inverse de la fonction donnée. 

En supposant l'équation (1) résolue par rapport à x, nous obte- 
nons l'expression explicite de la fonction réciproque 


z = (y) (2) 


où la fonction œ (y) satisfait, pour toutes les valeurs admissibles 
de y, à la condition 


f Lo (y)l = y. (3) 


Exemple 1. — Dans la formule donnant le volume de la sphère 
V=+ x RS (4) 


le rayon R est l’argument et le volume V la fonction. En résolvant l'équation (4) 
par rapport à À, nous obtenons la fonction réciproque de la fonction donnée: 


YÆA 
4n © 


Parfois on s’en tient aux désignations normalisées: on entend 
par x la variable indépendante et par y la variable dépendante. 
Dans un tel cas, la fonction réciproque doit s’écrire sous la forme 


y = (2). 
Par exemple, on peut dire que les fonctions y = 2* et y = log, x 
sont des fonctions réciproques. 

La réciproque d’une fonction univoque peut ne pas être univoque 
(fig. 58), c'est-à-dire qu'à une valeur donnée de y peuvent corres- 
pondre plusieurs valeurs x,, x, z3, . .. de la fonction réciproque 
z = (y) (fig. 58). Dans certains cas on arrive à rendre la fonction 
réciproque univoque, en soumettant ses valeurs possibles à des 
restrictions supplémentaires. 


Exemple 2. — La relation définie par 


. T= + V y 
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est la réciproque de la fonction y = z°. Si l’on convient de prendre pour racine 
la valeur arithmétique seule, la relation réciproque sera fonction univoque. 


Il est évident que la réciproque de la fonction (2) n'est autre 
que la fonction (1). C’est pourquoi les fonctions f et liées par la 


Fig. 58 Fig. 59 


relation (3) sont des fonctions réciproquement inver- 
s e s. L'une d’elles s'appelle fonction directe et l’autre fonction inverse. 
Remarquons qu'une même courbe 


y = f(x) 


peut représenter aussi bien une fonction donnée que sa réciproque, 
suivant que les valeurs de l'argument sont portées sur l’axe Oz ou 
sur l’axe Oy. 

Si l’on convient de désigner la variable indépendante par zx et la 
variable dépendante par y, la courbe représentative de la fonction 
réciproque y = (x) peut être évidemment obtenue à partir de la 
courbe représentative de la fonction donnée y = f (x) par retourne- 
ment de cette dernière autour de la bissectrice des Ier et IIIe qua- 
drants (fig. 59). 


$S 8. Classification des fonctions 
d’une seule variable 


Suivant la nature des opérations qu'on doit effectuer sur la 
valeur de l’argument pour obtenir une valeur correspondante de la 
fonction, on établit la classification suivante des fonctions. 

1) Si les opérations à effectuer sur l'argument zx et sur certaines 
constantes sont les additions, soustractions, multiplications, élé- 
vations à des puissances entières et positives (un nombre fini de 
fois), on obtient une fonction rationnelle entière ou polynôme. La forme 
générale d’une telle fonction est 


P (2) = ao2m + ar" +... + am-1T + Ams 
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avec m un entier positif ou nul et les coefficients numériques 
Œo) Œj) . 7, Œm -1» rm - ; : 

2) La fonction représentée sous forme de quotient de deux fonc- 
tions rationnelles entières 


_ Goz "+ az lt... +am-1z + am 
R (x) = ban Da ET Ds bn 


s'appelle fonction rationnelle fractionnaire. 

L'ensemble des fonctions rationnelles entières et fractionnaires 
forme la classe de fonctions rationnelles. 

3) Si, en plus des cinq opérations algébriques indiquées plus 
haut, on effectue sur l’argument un nombre fini d’extractions de 
racines et que le résultat obtenu ne soit pas une fonction rationnelle, 
on obtient une fonction irrationnelle. Par exemple, 


OV ee +244). 


Ici, par racine on entend généralement sa valeur arithmétique. 
L'ensemble des fonctions rationnelles et irrationnelles constitue 
la classe de fonctions algébriques explicites. 
4) Plus généralement, on appelle fonction algébrique une fonction 
multivoque définie sous forme implicite par l'équation 


Pot) + pa (a) y +... + pra (2) Y + Pn (2) = 0, 


où » est un entier positif et les coefficients p, (x), p (x), . .- .: Pn-1 (T), 
Pn (x) sont des fonctions rationnelles entières de x, le coefficient 
Po (x) n’étant pas identiquement nul *). Par exemple, la racine de 


l'équation 
y +y—z = 0 


est une fonction algébrique. Remarquons qu'elle n’est pas une 
fonction algébrique explicite car une équation algébrique de degré 
supérieur à quatre ne peut pas en général être résolue par radicaux. 

5) Toute fonction qui n’est pas algébrique est transcendante. 

Les fonctions transcendantes les plus simples (dites fonctions 
transcendantes élémentaires) sont: 

a) la fonction exponentielle a*, où a est un nombre positif 
différent de l’unité ; 

b) la fonction logarithmique log, x, où a >0 et ai; 

c) les fonctions trigonométriques: sin x, cos zx, tgzxr, cotgz, 
sec z, COsec z; 

d) les fonctions trigonométriques inverses: arcsin x, arccos x, 
arctg x, arccotg x, arcsec zx, arccosec x. 


1 Les fonctions algébriques sont généralement considérées dans le domaine 
complexe. 
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Les fonctions algébriques, transcendantes élémentaires et leurs 
combinaisons finies portent le nom de fonctions élémentaires. Ce sont 
des fonctions fondamentales que nous allons considérer tout au long 


de notre cours. 
Signalons que dans notre cours nous n'utiliserons en règle géné- 


rale que des fonctions élémentaires univoques, en imposant, s’il 
y a lieu, des restrictions supplémentaires aux fonctions multivoques. 


$ 9. Courbes représentatives 
des fonctions élémentaires 


Dans ce qui suit nous donnerons les courbes représentatives de 
quelques fonctions élémentaires principales. 

I. Fonction puissance 

y = 2, (1) 

où x est un entier. 

Cette fonction est définie pour —oo <7< +o, si n >0, 
et pour 0L]z|< +o, si n <O0. 

Sin >0 (nr = 0, 1, 2, ...), les courbes des fonctions (1) sont 
des paraboles respectivement de degré zéro, du premier degré, 


du second degré, etc. (fig. 60). 
Si r <O0O(r = —1, —2, ...), les courbes des fonctions (4) sont 


des hyperboles de divers degrés (fig. 61). 
II. Fonction racine 
y =) 7, (2) 
où 7» est un entier naturel. 

Le domaine de définition de la fonction est : 0 < z << + pour 
n pair et —oo << z <Z +oco pour »? impair. 

Comme x = y", la fonction (2) est la réciproque de la fonction 
puissance (1). Aussi, les courbes représentatives de la fonction racine 
sont-elles des paraboles ou leurs parties dont le degré dépend de 
l’exposant n (fig. 62). 

III. Fonction exponentielle 

y = &, 
où a est une constante telle que a => 0, a 1. 

Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de zx. La fonction 
est positive et croît de façon monotone de O0 à + lorsque a > 1 et 
décroît de façon monotone de +o à O pour 0 <<a<1i (fig. 63). 

IV. Fonction logarithmique 

y = log r (a >0,a#i). (3) 

Son domaine de définition est 

0O<z< to. 
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y=aT L =aT 
(U<acf) \ 


Fig. 62 Fig. 63 


Puisque la formule (3) donne 
Z = aÿ, 


la fonction logarithmique est la réciproque de la fonction exponen- 
tielle. Aussi, la courbe de la fonction logarithmique s’obtient-elle 
en prenant la courbe symétrique de la fonction exponentielle par 
rapport à la première bissectrice (fig. 64). 

V. Fonctions trigonométriques. 

Dans les mathématiques supérieures, l'argument d’une fonction 
trigonométrique est un nombre qui peut être considéré comme étant 
la mesure de l’angle correspondant exprimé en radians. 
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Dans ce qui suit nous limiterons notre description à celle des 
fonctions trigonométriques les plus importantes. 


a) y = Sin Z. 


Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de x. Elle est bornée 
(| sin x | L 1) et périodique de pério- 
de 2x (c’est-à-dire que les valeurs de 
la fonction se répètent lorsque l’argu- 
ment varie de 2x); sa courbe repré- 
sentative est une sirusoide (fig. 65). 


b) y = COS &. 


Cette fonction possède des propriétes 
analogues à celles de la fonction sin x. 
Sa courbe représentative est une sinu- 


soide décalée de 5 vers la gauche 
» 


Fe . D (fig. 65). En effet, cos x — sin ( + 5) : 
ÿ<acf 
c) y = tg x. 
Cette fonction est définie pour zx 
Fig. 64 2k +4 


FA (k = 0, +1, +2,...). Sa 
période est égale à x. Sa courbe est représentée sur la fig. 66. 
d) y = Cotg x. 
Cette fonction est définie pour x æ kn (k — 0, +1, +2, ...); 


Fig. 65 


sa période est égale à x. Sa courbe représentative est géométrique- 
ment identique à celle de la fonction tangente. 
VI. Fonctions trigonométriques inverses. 


a) y = arcsin z, (4) 
c’est-à-dire que y est l'arc pris dans les limites de 
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dont le sinus est égal à zx: 
siny = x (6) 


(waleur principale). La fonction (4) est univoquement 
définie sur le segment [—1, 11]; 
sa courbe représentative est une 
partie de sinusoïde (l'arc AB sur | 
la fig. 67). 
Si on inverse l'égalité (6) sans | 
imposer la condition (5), c'est-à- ; 
dire si on trouve toutes les va- ( 
leurs de y dont le sinus est égal 
à x, on obtient une fonction 
Î 

] 

Ï 

| 

| 

| 


eu L 
2 


multivoque 

y = Arcsin”z, 
dont la courbe représentative est 
une sinusoïde évoluant le long 
de l’axe Oy. En partant des pro- 


priétés dont jouissent les arcs 
ayant le même sinus, nous déduisons la formule 


Arcsin x = (—1}* arcsin x + kn (k = 0, +1, +2, ...). 
b) y = arccos x, (7) 
c'est-à-dire que y est l'arc pris dans les limites de 
0<y< x, (8) 
dont le cosinus est égal à x: 
COS y = TX (9) 


(“aleur principale). La fonction (7) est univoquement 
définie sur le segment [—1, 1]; sa courbe représentative est une partie 
de cosinusoïde (l'arc 4B sur la fig. 68). 

En résolvant l'équation (9) par rapport à y, on obtient dans le 
cas général une fonction multivoque 


y = Arccos x 


dont la courbe représentative est une cosinusoïde évoluant le long 
de l’axe Oy. On a dans ces conditions la formule 


Arccos z = -arccos z + 2kn (k = 0, +1, +2, ...). 
c) y = arctg x, (10) 


c'est-à-dire que y est l'arc pris dans les limites de 


+ <Yy<T. (11) 
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dont la tangente est égale à x: 
tgy=x (12) 
(valeur principale). 


La fonction (10) est univoquement définie dans l'intervalle de 
— © << Z <L +owo; sa courbe représentative est un arc de Ja fig. 69. 


y=\arcsinz 

| | VA Ï 

DA 

| 

| DAS 

lr I 

I 

l 

| { -H | 
L l 
Fig. 68 


y=arccotg x 


Fig. 69 Fig. 70 
En résolvant l'équation (12) par rapport à y, on obtient dans 
le cas général une fonction multivoque 
y = Arcte x 
dont la courbe représentative est constituée par une infinité de 
courbes obtenues de (10) par translation. On a dans ce cas la formule 
Arctg x = arcte x + kn (k = 0, +1, +2, ...). 
d) y —= arccotg x, (13) 
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c'est-à-dire que y est l'arc pris dans les limites de 


0<y<a, (14) 
dont la cotangente est égale à zx: 
cotg y = z. (15) 


La fonction (13) est univoquement définie dans l'intervalle de 
—00 <T r <L oo; sa courbe représentative est un arc représenté 
sur la fig. 70. 

Si, dans l'équation (15), on trouve pour chaque z toutes les valeurs 
de y dont la cotangente est égale à x, on obtient une fonction multi- 
voque 

y = Arccotg x (16) 


dont la courbe représentative est constituée par une infinité de cour- 
bes que l’on obtient de (13) par translation. On a 


Arccotg x = arccotg x + kn (k — 0, +14, 2, .. .). 


Les courbes représentatives des principales fonctions élémen- 
taires que nous venons de considérer sont à retenir. En les utilisant, 
on peut construire facilement un grand 
nombre de courbes représentatives des 
fonctions élémentaires, en considérant ces 
dernières comme «fonctions élé- 
mentaires fondamentales 
transformées». g=f(z-2) 

Soit une fonction 


y = f(2) (17) 
dont la courbe représentative est con- 
nue (fig. 71). Considérons les transfor- 
mations les plus importantes de cette 
courbe. | 

1) La courbe Fig. 71 


y=f(z— 0) 
représente la courbe initiale (17) décalée le long de 
l'axe Or d'une quantité égale à a (fig. 71). 
2) La courbe 
y=b+f(x) 


est obtenue à partir de la courbe (17) par translation de 
cette dernière suivant l'axe Oy d'une quan- 
tité égale à b (fig. 71). 


3) La courbe 
y =cf(x) (cc Æ0) (18) 


est obtenue à partir de la courbe de la fonction f par compres- 
sion dans le rapport de 1/c des ordonnées de cette dernière pour 


tte 
: 77 y=f{z) 
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0<c<1,et par extension de c fois de ses ordonnées pour 
1<<c<<+o, tout en conservant les abscisses correspondantes 
(fig. 72). 

Si —o0 << c << 0, la courbe représentative (18) est symétri- 


que de la courbe y = —cf (rx) par rapport à l'axe Ox 
(fig. 72). 
4) La courbe 
y ={(kz) (FÆ0) (19) 


se déduit de celle de la fonction y = f(x) par augmenta- 
tion de 1/4 fois des abscisses de ses points pour 0 << & << 1, et par 


diminution de fois des abscisses de ses points pour 1 << k << 
<T +o tout en conservant leurs ordonnées (fig. 73). 
Si —o0 << k << 0, la courbe (19) est symétrique de la 


courbe 
y = f (—kx) 


par rapport à l'axe Oy (fig. 73). 

Les règles indiquées ci-dessus étant géométriquement évidentes, 
nous laissons au lecteur le soin de les démontrer. 

Combinant les transformations 1) à 4), on peut construire les 
courbes représentatives des fonctions relativement compliquées en 
partant des courbes des fonctions simples. 


Exemple. — Construire la courbe représentative de la fonction; 
y = 3 sin 2z. 


Suivant les règles de transformation 3) et 4) cette courbe représente la sinu- 
soïde y = sin z dont les abscisses des points sont diminuées de deux fois et les 
ordonnées sont augmentées de trois fois (en valeur absolue avec la conservation 
du signe; fig. 74). 


En construisant la courbe représentative d’une fonction il importe 
de tenir compte de la symétrie et de la périodicité de la courbe. 
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Définition 1. — Une fonction f (x) est dite paire sielle ne 
change pas sa valeur lorsque le signe de l'argument est inversé, c'est-à-dire 


St 
f(—2) = f (@). 


Par exemple, les fonctions 2° = 1, x°, cos x sont paires. 
La courbe représentative d’une fonction paire y = f (x) est évi- 
demment symétrique par rapport à l'axe Oy 


Fig. 79 


(fig. 75). Par suite, dans le cas d'une fonction paire il suffit de cons- 
truire seulement la partie droite de la courbe (x > 0); sa partie 
gauche (z< 0) s'obtient par retournement de la partie droite autour 
de l’axe des ordonnées. 


Définition 2. — Une fonction f (x) est dite impaire si son 
signe s'inverse et la valeur numérique reste inchangée lorsque le signe de 
l'argument change, c’est-à-dire si 


f(—2) = —f@). 


Par exemple, les fonctions zx, x*, sin x, tg x, arcsin x, arctg x sont 
impaires. 

La courbe représentative d'une fonction impaire y = f (x) est 
symétrique parrapportà l'origine descoor- 
données (fig. 76). Par conséquent, pour construire la courbe 
représentative d’une fonction impaire il suffit de tracer sa moitié 
(zx > 0); l’autre moitié de la courbe (x < 0) s'obtient en faisant 
faire une rotation de 480° à la moitié droite. 


Définition 3. — Une fonction f(x) est dite périodique 
s’il existe un nombre positif T (appelé période de la fonction} 
tel que 

fæ+T)=f() 


(fig. 77). Plus haut (chap. VI, $ 3) nous avons déjà rencontré des 
fonctions périodiques ; par exemple, sin x (période 2x), cos x (période 
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21), tg x (période x), cotg z (période x) et autres sont des fonctions 
périodiques. 

Pour construire la courbe représentative d'une fonction périodi- 
que, il suffit de la tracer sur un segment de longueur égale à la période 
de cette fonction (domaine principal) et de construire ensuite le 


Fig. 76 


prolongement périodique de la courbe en donnant les mêmes valeurs 


aux ordonnées des points dont les abscisses diffèrent d'un nombre 
multiple de la période. 


$ 10. Interpolation de fonctions 


Considérons la fonction y = f (x) donnée par les deux premières 
colonnes du tableau ci-dessous 


Nous supposerons que les valeurs tabulaires . . ., Z_+, Z_1, To 
Zys To, . - . de l'argument z sont équidistantes; en d'autres 


termes, la différence 
Az; = Lis — Li = k (i = 0, Hi, +2, ee .) (1) 


est une constante (A est le symbole de différence). La quantité h 
s'appelle pas du tableau. Pour étudier les lois qui régissent le com- 
portement de la fonction y, complétons notre tableau par des diffé- 
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rences du premier ordre Ay 
Ayi = Yi —ÿys (= 0, +1, +2, ...). (2) 


Si la fonction y = y, + kzx est linéaire, sa différence Ay, = kh 
est une constante. 

On peut définir de manière analogue les différences du second 
ordre : 


Ays = AYita — AY: = (Yite — Yi+a) — (Via — Yi) = 


= Yito — Yi + Yi (= 0, +1, +2, ...), (3) 
etc. 

Si y est une fonction linéaire, ses différences du second ordre 
A°y, sont nulles. Elles sont constantes pour une fonction quadratique 
y = a + bx + cr° (à vérifier !). 

On entend par interpolation la dé- 
termination approchée des valeurs de 
la fonction y pour des valeurs inter- 
médiaires de l'argument x qui ne figu- 
rent pas dans le tableau. 

Supposons que le pas À du tableau 
soit petit et les différences Ay, soient 
presque constantes. Soient x, et x, les 
deux nombres consécutifs du tableau 
qui encadrent le nombre x, c’est-à-dire Fig. 78 
Zzo <Tz << z,. Sur l'intervalle }z,, x. 
la fonction y peut être prise de façon approchée pour une fonction 
linéaire Ÿ telle que Ÿ (x) = yo et Y (x;) = y,. Géométriquement, 


PTT 
cela signifie que nous remplaçons l'arc M,M, de la courbe par la 
corde correspondante M,M, (fig. 78). Comme le coefficient ‘angulaire 
de la corde M,M, est égal à 


h 
on a 
y = Ÿ =yo+ 58 (r— 2) (4) 
(interpolation linéaire). 
En introduisant la quantité 
EE = 6 


(« distance des points x et x, mesurée en pas »), on peut mettre la 
formule approchée (4) sous la forme suivante: 


y = Yo + t Aÿo- (6) 
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La formule (6) permet d’effectuer aussi une interpolation inverse, 
c’est-à-dire de trouver la valeur correspondante de l'argument x 
d’après la valeur de la fonction y (yo < y < y). En effet, on a 


___ _Y—bLo er 
ETC (7) 
D'où, par la formule (5), on obtient 


Exemple 1. — Soit la fonction y — y (x) donnée par le tableau 


| 1 | 1,02 | 1,04 
| 1,21 | 1,44 | 1,69 


En effectuant l’interpolation linéaire, trouver y (1,005). Quelle est 
la valeur de x, si y (x) = 1,5? 

Ici, le pas k — 0,02. En posant x, = 1, nous avons 
__ 1,005—4 _ 1 

0,020 4° 


D'où, suivant la formule (6), 


y=1,21+ ++ 0,02 1,215. 


Pour l’interpolation inverse, posons x, = 1,02 et y, = 1,44. 
D'où Ayo = 1,69 — 1,44 = 0,25. En appliquant les formules (7) 
et (8), nous trouvons 

1,5—1,44 _ 0,06 _ 
og ue 
et 
z = 1,02 + 0,24-0,02 = 1,0248. 


Remarquons que pour x € Ixzo, xl on obtient une formule d'in- 
terpolation linéaire analogue si au lieu du nombre x, du tableau on 
utilise le nombre le plus grand z,, ce qui est parfois plus 
commode. À savoir, on a 


ve vite (zx). (4) 


Pour obtenir des résultats plus précis, on a parfois recours à 
l’interpolation quadratique. A cet effet, on remplace la fonction y 


sur l'intervalle ]r,, z.l par un trinôme du second degré Ÿ tel que 


Ÿ'(t) = Yo (ED) = y Ÿ (se) = Ye (9) 
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où z, est comme précédemment la valeur tabulaire la plus petite 
et la plus proche pour la valeur donnée de x qui ne figure pas dans le 


tableau. Cela signifie géométriquement que l’arc M,M,M, de la 
courbe représentative de la fonction y = y (x) est remplacé de 


Fig. 79 


façon approchée par une parabole d’axe vertical, passant par les 
points Ms, M, M, (fig. 79). 
Ecrivons la fonction Ÿ sous une forme artificielle suivante: 

Ÿ = a+b(z— 2x) + c(r — to) (z — 2). (10) 

En posant x — z,, nous obtenons en vertu de (9) 
4 (Zo) = Yo = 4; 
d'où 
a = yo. (11) 
D'une manière analogue, pour x = x, nous aurons 
Ÿ (x) = =a+ 0 (x — Zo); 


d'où, en utilisant (11) et compte tenu de ce que z, — x, = À, nous 
trouvons 


= ie = he. (12) 


Enfin, pour z = r., nous avons 
Ÿ (2) = y = a + b (te — To) + € (Ze — Lo) (Ze — Hi). 


D'où, en tenant compte de (11) et (12), ainsi que du fait que z, — x, = 
= 2h et x, — x, = h, nous obtenons 
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Ainsi, nous avons finalement 


CO Va\ A? 
yRY=yot (rt) +e-(r—ro)(z—23) (14) 
(formule d’interpolation quadratique). 
En posant 
= = 1 (15) 
et 
Z—Z, _(z—2z0)—(z1—20) 
ne = — "= t— À, (16) 


nous obtenons une formule d'’interpolation quadratique plus com- 
mode 


— _ 
y & Yo + 140 +) ay. (17) 


Exemple 2. — Soit la fonction y = y (x) donnée par les deux 
premières colonnes du tableau 


1,2214 


1,2840 
1,3499 
1,4191 


Trouver y (0,27), en appliquant la formule d'’interpolation quadra- 
tique. 

Choisissons pour valeur initiale x, = 0,25 (les éléments néces- 
saires du tableau sont soulignés !). Le pas du tableau hk = 0,05. 

Calculons les différences Ay, = 0,0659 et A°y, = 0,0033 (pour 
abréger, les décimales ne sont pas indiquées dans le tableau). 

On a 

0,27 — 0,25 


na 


D'où, en appliquant la formule (17) 
y (0,27) = 1,2840 + 0,4-0,0659 Et 0) .0,0033 = 
— 1,2840 + 0,0264 — 0,0004 = 1,3100. 


EXERCICES 


1. Dans un triangle 4 BC de base AC = b et de hauteur BD = h on mène 

une droite EF parallèle à AC et distante d'elle de z. Exprimer l'aire du tra- 

èze AE FC comme fonction de x. Déterminer le domaine de définition de cette 
onction et construire sa courbe représentative. 
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2. Déterminer le domaine de définition des fonctions 


a)y=Vz—2; oc) = —— 


b)y=Vri—1; d) y=lg(1+7x). 
3. Calculer f(0), f(1), f(2), 103. f(—2), 1 (2), fie), si 


f(z)=z?—3z+24! 


4. Sachant que f (1) = —2,23 et f (2) = 1,05, trouver la valeur approchée- 
de f (1,3) en supposant la fonction d’être linéaire sur le segment [1, 2] (inter- 
polation linéaire). 

5. Les résultats des mesures de z et de y sont rassemblés dans le tableau. 
ci-dessous 


Trouver la dépendance entre z et y sachant qu'elle est linéaire. 
6. Trouver une fonction rationnelle entière/dusecond degré 


fa) = a +bz+e, 

f(O0)=—3, f(4)=0, f(2=5. 
7. Soient @ (x) = 2? et 4 (x) — 2x. Trouver œ [1 (z)] et + [y (x)]. 
8. Trouver j [f (z)] et f {ff (x)l}, si f () = 


Éd 
9. Trouver les [fonctions explicites réciproques des fonctions suivantes : 


telle que 


— 
Z'- 


10. Construire les courbes représentatives des fonctions élémentaires’ sui- 
vantes: 


a) y=2r+3 b) y=y 1—25; C) y=sin 


2 


a) y=z ;  b) y= 


e —— 1 %. 
z—9 , C) y=i—(—) dl 
: _ JU )\. 
d) y=lg(z+2)}; e) y=2cos (z ñ je 
f) y—=sini zx. (Indication: sin? z= + (1 —cos 2r)) : 


g) y=4 sin (3: +) - 


h) y=— — cotg + ; 


r+i 
2 


1) y=arcsin RE ) y=++ + arctg r- 
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11. Trouver les valeurs approchées des racines réelles de l'équation 
S—3z+1—=0, 


en construisant la courbe représentative de la fonction y = 2° — 3x + 1. 
‘12. Trouver la valeur approchée de la plus petite racine positive de l’équa- 


tion 
gr—=7z 


en construisant les courbes représentatives des fonctions y = tg z et y = z. 
13. Soit la fonction y = y (x) donnée par le tableau ci-dessous 


2 | 0,6 | 0,7 


y 1,8221 | 2,0138 


En utilisant l’interpolation linéaire, trouver y (0,63). Quelle est la valeur 
de z, si y (x) = 


CHAPITRE VII 


THÉORIE DES LIMITES 


$ 1. Nombres réels 


En mathématiques, on entend par grandeur tout ce qui peut 
être mesuré; quant à la nature physique de la grandeur, on en fait 
abstraction. C’est pourquoi les conclusions mathématiques ont un 
caractère absolument général: elles sont applicables à toutes 
les grandeurs en général. Le processus de mesure d’une grandeur 
consiste à la comparer avec une autre grandeur de même nat:: 
prise pour unité. Le résultat de la mesure d’une grandeur est un 
nombre qui exprime la valeur de la grandeur à mesurer. Si la grandeur 
à mesurer et l'unité de mesure sont commensurables 
(c'est-à-dire si elles ont une mesure commune), le résultat de la 
mesure est un nombre rationnel 


TI = — 

n 9 
où m et nr sont des entiers. Si la grandeur à mesurer et l'unité de 
mesure ne sont pas commensurables(c'est-à-dire si 
elles n’ont pas de mesure commune), le résultat de la mesure est un 


nombre irrationnel (par exemple V2, x, etc.) qui peut être mis 
sous la forme d'une suite décimale illimitée non périodique 


T = Pos P1P2 eee Pn --e 


En prenant dans cette représentation un nombre fini de chiffres 
après la virgule, on obtient des nombres rationnels qui expriment 
avec la précision voulue la valeur de la grandeur à mesurer; aussi 
pour les mesures pratiques peut-on s’en tirer avec des nombres 
rationnels. Or, pour l’énoncé des lois générales, il est impossible 
de se passer des nombres irrationnels (par exemple, l'aire du cercle 
S = nA?, où x est un nombre irrationnel). Les nombres rationnels 
et irrationnels portent le nom de nombres réels !). Pour la repré- 
sentation géométrique des nombres réels on utilise l’axe numérique Ox 


1) Dans la suite de cet ouvrage, sous le terme « nombre » nous entendrons, 
sauf mention expresse du contraire, un « nombre réel ». 


7—01 31 
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(fig. 80) sur lequel on porte, à une échelle déterminée, les nombres 
rationnels (les entiers O0, +1, +2, ...et les fractions + … +, PR 


etc.) et les nombres irrationnels. Il en résulte que tous les 
nombres réels se trouvent répartis sur l’axe numérique en le rem- 
plissant entièrement, c'est-à-dire qu'à chaque nombre réel correspond 


2 1 1 2 3 


a î #2 #à————ÿà——Ÿ#——}pe 
Z 


Fig. 80 


un point déterminé de l'axe numérique et inversement, à chaque point de 
l'axe numérique correspond un nombre réel. Aussi, au lieu du mot 
« nombre réel » dit-on souvent un « point ». 

On adjoint, pour les applications, à l’ensemble de tous les nom- 
bres réels x encore deux symboles —c et +, en définissant leurs 
propriétés par la double inégalité 


— 00 TL TL + oo. 


Un tel système de nombres réels est dit élargi. On suppose que les 
relations suivantes sont vraies: 


a) ZI + © = —+o; 

b) a 

C) x. (Hoo) = +oo, si z —>0 
et 


z-(+o) = Fo, sir < 0. 


Les nombres réels peuvent être positifs ou négatifs. Dans certains 
cas on a à considérer la valeur absolue d'un nombre réel, en ignorant 
son signe. 


Définition. — On appelle valeur absolue (ou modu- 
le) d'un nombre réel la valeur arithmétique de ce nombre. 


La valeur absolue d’un nombre a se note | a |. Par exemple, 
[—51=5, |+3]|—= 3. 
En général, si x est un nombre réel, alors 
zr, si r>0, 
rl —z, Si z<0 
Il est évident que pour tout nombre z on a l'égalité 
[—rl= xl]. 


S 1] NOMBRES RÉELS 99 


Si les nombres réels sont répartis sur l’axe numérique, la valeur 
absolue | x | de tout nombre x représente la distance d’un point 
correspondant À d'’abscisse z à l'origine O: | x | = OA (fig. 84). 


RS us 


ÿ TZ Z 
Fig. 81 
: É- À —#\2-2ol 
4 Zy-a Ty Z Wytl 
Sr 14 — 
Fig. 82 


I1 en résulte que si la valeur absolue d’un nombre x vérifie l’iné- 
galité 


Ixi<a (ou |z|< a), (1) 
le nombre zx se trouve encadré par 
—a<zxz<a (ou respectivement —a<zr< a), (2) 


c'est-à-dire que z appartient à l'intervalle ]—a, al (ou au segment 
[—a, al). En particulier, pour tout nombre x on a l'inégalité 


— IzI<Kz<}zl. 


Réciproquement, si l’une des doubles inégalités (2) est vérifiée, 
l'une des inégalités (1) l’est également. 
On a une assertion plus générale: si 
IzT—zl<a (ourz—-xl<a), 
alors, 


To — ar <Lto+a (our —aLrLro+a) 


puisque | z — zx, | est égale à la distance des points x et z,. 
La réciproque est aussi vraie (fig. 82). 

La valeur absolue d’un nombre réel possède les propriétés sui- 
vantes : 

1) La valeur absolue d'une somme de deux ou 
plusieurs nombres est inférieure ou égale à la somme des valeurs absolues 
de ces nombres. 

En effet, supposons d'abord que zx et y soient des nombres réels 
de même signe, c'est-à-dire que zy > 0. I] est évident que dans 
ce cas 


IT+yl= I+Irz +ÆlyII= I +<(rz + lyDl=lzl+ lg 
(par exemple, [—3—5|[=]—(3+5)| = 3 +5) 


78 
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Soit maintenant z et y deux nombres réels de signes contraires, 
c’est-à-dire que zy << 0. Supposons pour fixer les idées que |z | > 
> | y |. Alorsona 


Iz+yl=l+lzlI+FIyIl=l+Æ(zl—-lyhl= 
= [zl—-Iyl<Izl+ Ty 
(par exemple, [|—5+2|[=|—(5—-2)[=5—-2<5 +2). 
Ainsi, quels que soient les nombres réels z et y, on a l'inégalité 
Ir +yl<Izi+lyh (3) 


où le signe égal a lieu si, et seulement si, les nombres x et y sont 
de même signe. 

Remarque. — L'inégalité (3) s'étend facilement au cas de n'’im- 
porte quel nombre fini de termes, par exemple 


Iz+y+izl=|1c+y+zI<irz+y|l+IzI< 
<Izl+iyl+lzl| 


2) La valeur absolue d'une différence de deux 
nombres est supérieure ou égale à la différence des valeurs absolues de 
ces nombres. | 

En effet, d'après la propriété À nous avons 


Iz|=ly+(-y)I<lyl+lz-yl. 
D'où 


Iz—yiZzlzl—-lylt 


3) La valeur absolue d’un produit de deux ou 
plusieurs nombres est égale au produit des valeurs absolues de ces nom- 
bres, par exemple 


Izyl=|zllyl. 


4) La valeur absolue d’un quotient est égale 
au quotient des valeurs absolues (si le diviseur est non nul), c’est-à-dire 
si yZ0,ona 

+ 
y 


5) La valeur absolue d’une puissance entière 
positive ou entière négative est égale à la puissance correspondante de 
la valeur absolue de la base, soit: 


\z | 
PIyl 


[x l= zh". 


Quant à la démonstration des propositions 3) à 5) qui sont presque 
évidentes, nous laissons au lecteur le soin de la faire. 
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$ 2. Erreurs sur les valeurs approchées 
des nombres 


En mesurant une grandeur dont la valeur exacte est égale à a, 
nous n'obtenons généralement que sa valeur approchée z; la diffé- 
rence a — zx s’appelle erreur sur la valeur approchée x du nombre. Si 
z<a, x s'appelle valeur approchée du nombre a par défaut; si 
x > a, z s'appelle valeur approchée du nombre”°a par excès. 


Définition 1. — La valeur absolue de la différence entre la valeur 
exacte du nombre a et une valeur approchée x de ce nombre s'appelle 
erreur absolue A, commise en remplaçant ce nombre par 
ladite valeur approchée: 

A=|a—zx|. (1) 


Si la valeur exacte du nombre a est inconnue, la formule (1) ne permet 
pas de déterminer l’erreur absolue A, sur la valeur approchée x. 
Dans ce cas on se contente d’un majorant de l'erreur absolue A,, 
c'est-à-dire qu'on trouve un nombre positif À qui diffère aussi peu 
que possible de À, et tel que es 


As À. (2) 


Le nombre A satisfaisant à l'inégalité (2) s'appelle marge d'in- 
certitude absolue. Il est évident que 


z— ALa<Lz+ A; (3) 
ou encore, sous forme abrégée 
a = x + A. (3”) 


Il arrive souvent qu'on connaît deux valeurs approchées z, et Ta 
qui encadrent la valeur exacte a: 


TLAaALT 
Dans un tel cas on peut poser 
a=z+ A, 


* 


ou 
1 1 
= (+2) et A=-(r—x). 


La connaissance de l’erreur absolue ne suffit pas à elle seule pour 
juger de la qualité d’une mesure. Par exemple, si en mesurant la 
longueur d’une table a, = 2 m et la longueur d'un chemin de fer 
a; = 200 km on a commis une même erreur absolue À, = À, = 
= 0,1 m, cela ne signifie nullement que ces deux mesures sont de 
même qualité. Le deuxième résultat est évidemment le meilleur. 
Aussi, pour juger du degré de précision des mesures introduit-on 
la notion d'erreur relative. 
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Définition 2. — On appelle erreur relative Ô,, com- 
mise en remplaçant la valeur exacte a par une valeur approchée x, 
le quotient de l'erreur absolue À, par la valeur absolue du nombre exact, 
soit : 

A 
Ôo = ar . (4) 
D'où : 
Ao= | a | Oo (2) 


c'est-à-dire que l'erreur absolue est égale à l'erreur relative multipliée 
par la valeur absolue du nombre exact. 

Si le nombre exact a est inconnu ou trop compliqué, on prend 
un majorant de Ô,. Un nombre 6 satisfaisant à l'inégalité 


Ôo < Ô 


s'appelle marge d'incertitude relative. Il est évident que si x >0, 
on peut poser 
EL 
| z—A? 
où À est la marge d'incertitude absolue telle que z — A >> 0. 
Exemple 1. — Avec quelle marge d’incertitude relative 6 le nombre z = 
= 8,14 est-il approché de x? 


Puisque 3,14 < x < 3,142, l'erreur absolue A, vérifie l'inégalité A, << 
<< 0,002. D'où 


__ & 0,002 : 
bo= — < EVA < 6,4-1071. 
On peut donc poser 
= 0,064 %. 


Comme la valeur exacte a est, dans de nombreux cas, difficile 
à trouver, on pose en pratique a = x, où x est un nombre suffisam- 
ment proche de a, et on se sert des formules approximatives 


Ao ’ 
et 
Ao | | 6 (5°) 


(& est le signe d'égalité approximative). Des formules correspon- 
dantes sont également valables pour les marges d'incertitude absolue 
et relative. 


Exemple 2. — Une mesure effectuée à 0,5 % près a donné 
z = 25,1 m. 
Calculer la marge d'incertitude absolue A de cette mesure. 
La formule (5°) donne 


À 25,7: - 0,01 m 013 m. 
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La grandeur à mesurer a peut donc être posée égale à 
a = 25,7 m + 0,13 m. 


Introduisons quelques notions liées à la représentation des 
nombres dans le système décimal, en restreignant notre analyse au 
cas des nombres positifs 1). On appelle chiffre significatif d'un nom- 
bre dans la représentation décimale, tout chiffre différent de zéro 
et le zéro qui ne sert pas à désigner un ordre décimal ou ne remplace 
pas un chiffre inconnu ou rejeté. Par exemple, le nombre 0,0507 
comporte trois chiffres significatifs : 5, 0 et 7. L'écriture du nombre 
27 600 ne permet pas de juger du nombre de ses chiffres significatifs ; 
si ce nombre a quatre chiffres significatifs, il doit s’écrire sous la 
forme 2,760-10*, par exemple. Dans le cas d'une valeur approchée 
d’un nombre on distingue des chiffres significatifs exacts et inexacts. 


Définition 3. — On dit que la valeur approchée d'un nombre a n 
chiffres significatifs exacts (unités décimales en 
comptant de gauche à droite), si l'erreur absolue sur ce nombre ne dépasse 
pas 1/2 unité de son n-ième ordre. 


Par exemple, si le nombre x = 2,356 a trois chiffres significatifs 
exacts 2, 3, 5, l'erreur absolue sur ce nombre est 


A 7 * 0,01 = 0,005. 


Les tables mathématiques sont établies de manière que tous les 
chiffres qui y figurent sont exacts. Par exemple, pour les tables des 
logarithmes donnant les mantisses avec 4 chiffres, on garantit l'erreur 


absolue sur la mantisse de chaque nombre A, < 5 10". 


Dans certains cas l'erreur absolue sur la valeur approchée d'un 
nombre peut atteindre une unité de son »#-ième ordre; on dit 
alors que ce nombre a » chiffres exacts au sens large. Si l'erreur absolue 
sur un nombre atteint deux unités de son n#7-ième ordre, on dit que 
les nr — 1 premiers chiffres significatifs sont exacts, et le n-ième 
chiffre est douteux. 

La notion de chiffres exacts ne doit pas toujours être prise à 
la lettre, c’est-à-dire en ce sens que si un nombre a 7 signes exacts, 
les z premiers chiffres de sa valeur approchée et de sa vraie valeur 
coïncident. Par exemple, si a = 1 est la vraie valeur et x = 0,999 
est une valeur approchée, tous les chiffres de x sont évidemment exacts 
au sens large, bien qu'aucun chiffre de a ne coïncide avec le chiffre 
correspondant de la valeur approchée donnée. Pourtant, dans la 
plupart des cas cette notion peut être prise au sens littéral. 

Le nombre de chiffres exacts dans la représentation décimale 
approchée caractérise la précision de la mesure et permet de calculer 
la marge d'incertitude relative de ce nombre. ete 


1) L'influence du signe peut être prise en compte séparément. 
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Exemple 3. — La valeur approchée 
z = 8,3047 
d'un nombre a deux chiffres exacts. Avec quelle marge d'incertitude relative z 


est-il approché de la vraie valeur? 
Ici, l'erreur absolue est 


A < 50,1 — 0,05 
En utilisant la formule (4’) nous pouvons évaluer l'erreur relative 
0,05 
ôo = 83047 — 0,006. 
On peut donc prendre de façon approchée 
ôÔ = 0,6 %. 


Inversement, connaissant la marge d'incertitude relative d’une 
valeur approchée, on peut trouver le nombre de ses chiffres exacts. 


Exemple 4. — La marge d'incertitude relative avec laquelle 
z = 623,809 
est approché de la valeur exacte, est ô = 0,2 ,. Combien de chiffres exacts 
a le nombre zx? 
En utilisant la formule (5’), nous trouvons l'évaluation de l'erreur absolue 
sur la valeur approchée, soit: 
A0 Æ 0,2-0,01 -623,809 = 1,2. 


Sans chercher la rigueur absolue, on peut conclure que le nombre z a trois chif- 
fres exacts au sens large. 


Généralement parlant, dans la notation définitive de la valeur 
approchée d’un nombre il n'y a pas d'intérêt à garder des chiffres 
qui ne sont pas exacts; on peut tout au plus retenir un chiffre de 
réserve. Aussi les chiffres d’un nombre qui ne sont pas exacts sont-ils 
généralement rejetés ou, comme on le dit, on arrondit le 
nombre. On arrondit aussi souvent des nombres à valeur exacte s'ils 
ont un trop grand nombre de chiffres. 


Règle d'arrondissement. — 1) Si le premier chiffre rejeté d'un 
nombre (en comptant de gauche à droite) est inférieur a 95,0on 
garde les chiffres qui restent; 2) si le premier des chiffres rejetés est 
supérieur ou égal à 5, on augmente de une unité le premier 


des chiffres qui restent. 


.] 


Par exemple, en arrondissant le nombre x = 3,141592 . .. à 
cinq, quatre, trois chiffres significatifs, on abtient respectivement 
les valeurs approchées suivantes: 3,1416, 3,142, 3,14. 

On considère spécialement un cas particulier où on arrondit à un chiffre 


le nombre dont le dernier chiffre est 5. Dans un tel cas, on garde le dernier chiffre 
s'il est pair et on l'augmente de une unité s'il est impair (règle de chiffre pair). 
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Lorsqu'on arrondit la valeur approchée d’un nombre, l'erreur 
commise augmente en général vu qu’une erreur d'arrondi vient de 
s'ajouter à l'erreur absolue. 

Lorsqu'on applique la règle d'arrondissement, l'erreur d’arrondi 
ne dépasse pas manifestement 1/2 unité du dernier ordre décimal 
conservé. 

Il en résulte que: 

1) si la valeur exacte d’un nombre est arrondie à n chiffres signifi- 
catifs, la valeur approchée de celui-ci aura n chiffres décimaux exacts; 

2) si la valeur approchée d'un nombre à n chiffres décimaux exacts 
est arrondie à n chiffres significatifs, la valeur approchée ainsi obtenue 
aura n chiffres décimaux exacts au sens large. 


$ 3. Limite d’une fonction 


En analyse mathématique, on considère généralement des gran- 
deurs sans dimensions, c'est-à-dire des grandeurs dénuées 
de sens physique. Les ensembles de valeurs de telles grandeurs repré- 
sentent des ensembles de nombres. En partant de ce fait et en utilisant 
les symboles logiques V (« quel que soit ») et 4 (« il existe au moins 
un ...»), on peut formaliser la définition de la fonction, donnée 
au chapitre VI ($ 2). 


Définition 1. — Soient X et Y deux ensembles de nombres et f 
une relation quelconque, qui associe aux éléments de l'ensemble X les 
éléments de l’ensemble Y. SiVWzEX, 1yEY (unique), y s'appelle 
fonction de x, définie sur l'ensemble X. 


Ce fait se note 
y=f(r) (EX). (1) 

Il suit de la définition que l'ensemble de valeurs 
de la fonction (1)est inclus dans Ÿ, c'est-à-dire que {f (x)}= 
CE ÿ. 

On peut dire dans certains cas que la fonction f applique l'ensemble 
X dans l'ensemble Y (fig. 83). 

Si {f (x)} = Ÿ, c'est-à-dire si tout élément y € Y est une valeur 
de la fonction j, on dit que f est surjective. 


Exemple. — La fonction f (x) = sin x (0 < x < 2x) applique l'intervalle 
X = ]0, 2n{ sur le segment Y = [—1, 1]. 


Supposons que la fonction y = f (x) établisse une corres- 
pondance biunivoque entre les éléments des ensembles 


1) En toute rigueur, par fonction (1) il convient d'entendre la relation f 
elle-même qui à tout x € X fait correspondre son image y € Y. Dans ces condi- 
tions, f (x) représente la valeur de la fonction fau point z. Pour- 
tant, en pratique, le symbole f (x), où z prend toutes les valeurs possibles, s’ap- 
pelle, lui aussi, fonction. 
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X et Ÿ, c'est-à-dire que Vz € X, il existe une image et une seule 
y = f(x) € Y, et inversement, V y€ Y, il existe une image réciproque 
et une seule x € X telle que f(x) = y. La fonction x = f-1(y) 
(y € Y) qui aux éléments de Ÿ associe les éléments de l'ensemble X 
s appelle alors fonction réciproque de la fonction y = f (x). En d’autres 


Fig. 85 


termes, la fonction réciproque f-! est l’application de l’ensemble Y 
sur l’ensemble X. Il est évident que les fonctions y = f (x) et x — 
= fl (y) sont réciproques l’une de l’autre. 


Définition 2. — Mous entendrons par voisinage U, d'un 
point a (a est un nombre réel) tout intervalle a << x << B encadrant ce 
point (x < a << B) et d’où le point a est éliminé (fig. 84). 


On entend par voisinage U,X du symbole © = + l'extérieur 
de tout segment [«, B] (fig. 85), c'est-à-dire Us = ]—o, a [JIB, 
+ oof. Il est naturel que le symbole n'est pas contenu dans son 
voisinage. 


Remarque. — Il est d'usage courant d'entendre par voisinage d’un point a 
tout intervalle 7, = ]æ, Pl contenant le point a, c'est-à-dire, si Z, est un voi- 
sinage du point a, alors 7, 3a. Dans notre définition du voisinage U, d’un 
point a, nous excluons, pour la commodité des raisonnements ultérieurs, le 
point a lui-même, c'est-à-dire que nous posons a é U,. Un tel ensemble de 
points s'appelle généralement voisinage pointé. 

Par abus de langage, l’ensemble de points U, = Ja, a[{j] a, BI est tout 
simplement appelé voisina g e du point a (au sens de notre défini- 
tion). D'autant plus que dans Îla définition des voisinages unila- 
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sinage à droite) le point a est toujours exclu (v. $ 4)! 

Ainsi, dans la suite de cet ouvrage nous entendrons par voisinage d’un 
point a, sauf mention expresse du contraire, tout intervalle qui entoure ce point 
sans le contenir. Dans le cas où il sera commode de considérer le voisinage avec 
ce point, nous Me 4 2er Eh « voisinage complet du point a ». 

Il n’est pas difficile de se convaincre que la réunion d’un nombre quel- 
conque de voisinages d’un point a, de même que l'intersection d’un nombre fini 
de voisinages d'un point a, sont aussi des voisinages de ce point. 


tères d’un point a: U; = Ja, al (voisinage à gauche) et U* = ]a, BI (voi- 
t 


Etant donné un nombre positif 6, le voisinage U, d'un point 
fini a sera appelé ô-voisinage de a, si U, = Ja — 6, a{lJ]a, a + ôl, 
c'est-à-dire si pour tout x on a 

0O<|Iz—-al<àô 
(v. fig. 86). 

Soit f (x) une fonction définie sur un ensemble X. On dit qu’un 

point a (a fini) est un point limite (point d’accumulation) de cet 


a-à a a+û 
TS ee 
——,————— T 
Uz 
Fig. 86 


ensemble si tout ô-voisinage U, de a contient une infinité d'éléments 
zEX,c'est-a-dire si U,f\ À < @,V U,. Dans le cas le plus simple 
on peut supposer que la fonction f (x) est définie dans un certain 
voisinage du point a, alors qu'au point a lui-même la fonction 
{ (x) ne doit pas nécessairement avoir un sens. 

Ainsi, soit a un point limite de l’ensemble X qui est le domaine 
de définition de la fonction f (x). 


Définition 3. — Un nombre A s'appelle limite de la 
fonction f(x) lorsque x tend vers a (a est un nombre): 
lim f (x) = À, 
si pour tout e >> 0 il existe un 6-voisinage U, = {z210<|rz—-a|< 
<T Ô}, avec Ô = Ô (e) dépendant de &, tel que 


|fG&)—Al<e pour zEU, 1). (2) 


Bien entendu, l'inégalité (2) doit être réalisée pour tout x où 
la fonction f (x) est définie, c’est-à-dire pour x € X f\] U,; d’après 
la définition du point limite, dans chaque voisinage U, l’ensemble 
de telles valeurs n'est pas vide. 


à) Pour simplifier l'exposé, nous utilisons ici le ô-voisinage du point a, 
c'est-à-dire un voisinage symétrique. Pourtant, la définition reste valable pour 


un voisinage quelconque VU, = Ja, a [U]ja, Bl parce qu'il contient évidemment 
le 6-voisinage du point a, où Ô — min (a — &, B — a) > 0. 
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Remarque 1. — D'après le sens de la définition de la limite d’une 
fonction les nombres & et Ô = 6 (£) peuvent être posés suffisamment 
petits. 


Définition 4. — L'assertion 
lim f(x) = A 


- Sd 
est équivalente à l’assertion suivante: 
If) —AI<e pour |z|>A, (3) 


où A = À (e) dépend de &. 

L'ensemble de tous les points x pour lesquels | z | > A est évi- 
demment un voisinage symétrique U. du symbole ;: 
on suppose dans ces conditions que pour tout voisinage de ce genre, 
UxfN À  S; on peut dire conventionnellement que est un 
point limite de l’ensemble X qui constitue le domaine de définition 
de la fonction f (x). 

En réunissant les définitions 3 et 4, on obtient la définition 
générale de la limite d'une fonction lorsque zx —+ a, qui ést valable 
tant pour un a fini que pour a = co. 


Définition générale de la limite d'une fonction. — Soit f (x) 
une fonction définie sur un ensemble X et soit a un point limite de cet 
ensemble. On dit qu’un nombre À est limite de la fonction 
f(x) quand x— a si, et seulement si, pour tout & > 0 il existe 
un voisinage U, du point a !) tel que 


If) —AI<e Vreusnx (4) 
(dans ce cas U,fN X Æ ©). 


Ce fait se note tout court 


lim f(x) = A (5) 
x—a 
ou 
f(z) — À quand zx — a. (5°) 
Exemple 1. — Montrer que 
lim :°— 4. (6) 
æ—2 


Nous supposerons pour la commodité des raisonnements que À < z << 
<< 3, c’est-à-dire que [x — 2|< 14. 
Soit e >> 0 un nombre quelconque. On a 


[rt —4l—=|r—21||r+2|=|xr—21|(x + 2) < 
<orz—-2[<e, 


1) Non nécessairement symétrique. 
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si 
|z—21<+ et |z—21<1. 
Ce qui permet de poser 
À £ 
Ô = min (=, 1) > 0. 
Ainsi, l'égalité (6) est démontrée. Remarquons qu'ici le ô-voisinage 
du point zx = 2 est complet, c’est-à-dire qu'il contient le point 2. 
Exemple 2. — Montrer que 


rl quand r—+ 00. (7) 
On a | 
z 1 1 1 1 
EE —1|= Er+il  Iz—(—1)1 < Izi—i1—11 Izl—1 — 
pourvu que 
|x1>1+2=A4, 


ce qui est équivalent à l’assertion (7). 

Remarque 2. — Il faut se garder de penser que la fonction f (x) reste cons- 
tamment inférieure à sa limite. 

Trois cas peuvent se présenter : 1) la fonction ne dépasse pas sa limite, par 

r3 1? 

exemple F+1 73 T< L 

2) la fonction n’est pas inférieure à sa limite, par exemple x? —+ 0 lorsque 
z—0, et “> 0 pour x #0; 

3) la fonction oscille autour de sa limite en prenant des valeurs soit infé- 
rieures, soit supérieures à cette limite; par exemple 


—+ 1 quand x —+ oc, et 


: sin z 
CE her —+ 2 quand z —+ oo, 


Remarque 3. — En étudiant la limite de la fonction f (x) quand x —+ a, 
on pou supposer, afin de simplifier l'exposé, que la fonction f (rx) est 
définie dans un voisinage du point a. 

Toutefois, comme le montrent les exemples les plus simples, ceci n'est pas 
commode pour les applications. 

Exemple 3. — Soit 


{ (z) = 
Cette fonction est définie sur l’ensemble 


X = ]0, x] U [2x, 3x] U ..., 


qui n’est pas un voisinage d’un point infiniment éloigné ©. Néanmoins, à notre 
point de vue, nous avons 
lim f (x) = 0. 


Ze 


(x > 0). 


V'sin z 
z 
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Signalons une proposition simple. 
Théorème 1. — Si une fonction f (x) = c est constante dans ur 
voisinage d'un point a, alors 


limf(z)=c, 


c étant la limite unique de cette fonction quand x —+ a. 


Le lecteur démontrera ce théorème à titre d'exercice. 
On prendra garde à ne pas confondre la fonction admettant une 
limite et la fonction bornée. 


Définition 5. — On dit qu'une fonction f (x) est bornée sur 
un ensemble donné X s'il existe un nombre positif M tel que 
IfG)I< M pour z€ A. 
Si un tel nombre W n'existe pas, la fonction f (x) est dite nor 
bornée. 
Lemme. — Une fonction f (x) admettant une limite À lorsque 
z— a, est bornée dans un voisinage du point a. 


En effet, en choisissant eg = 4, nous avons |f(r) — A |<î 
pour xE U,, où U, est un voisinage correspondant du point a. 
Nous en déduisons pour toutes les valeurs admissibles de l’argu- 
ment x) 


If) l=I1f(@)—Al+AI<IfH—AI+IAI<1 + 
+|A|=M, 
si seulement z € U,. 


Remarque 4. — La réciproque n'est pas vraie: une fonction 
bornée peut ne pas avoir de limite. 


Par exemple, la fonction f (x) = sin À est bornée pour 0 < 


<|rz|< + et n'a pas de limite quand z— 0. 
Enonçons encore un théorème qui établit la relation entre les 
bornes de la fonction et sa limite. 


Théorème 2. — Supposons qu'il existe 


lim f(r) = A 
et 
M <ÿf(Ga)<N (8) 
dans un voisinage U, du point a. Alors 
M<A< N. (9) 


1) C'est-à-dire pour des z € VU, où la fonction f (x) a un sens. 
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Démonstration. — En effet, soit À << M. Posant = M — À > 
> 0, nous aurons dans un voisinage V, du point a 


|f() — A|Ï<M — A, 
c'est-à-dire — (M — A) <f(zx)— A <M — A, 


D'où, en choisissant x € V,f\ U:, nous obtenons f (r) < M, ce 
qui est en contradiction avec l'inégalité gauche de (8). 

On montre de manière analogue que la supposition de 4 > N 
conduit, elle aussi, à une contradiction. Ainsi, les inégalités (9) 
sont démontreées. 

Remarque 5. — Le théorème 2 reste valable si l’une ou les 
deux inégalités (8) ne sont pas strictes. 


Corollaire. — Une fonction à valeurs positives ne peut pas avoir 
une limite négative. } 
Remarque 6. — La notion de limite de la nction d'une variable 


se généralise naturellement au cas des fonctions de plusieurs varia- 
bles. 

Considérons par exemple une fonction de deux variables f (x, y) 
définie sur un ensemble X du plan Ozxy. 

Par voisinage U,, d’un point M, (a, b) (a et b sont finis) nous 
entendrons l'intérieur de tout rectangle {a 7 <f;, ao y <B:} 
encadrant le point M, (c'est-à-dire que a <a<B,, a <b << B:), 
d'où le point 4, est éliminé. 

Dans un tel cas, l’assertion 


lim f(x, y) = 


signifie queVe > 0, 3 U,, tel que V M (zx, y) EU, , on a l'iné- 
galité 


[If y—AI<e. (10) 


On suppose certes dans ce cas que dans tout voisinage U,,, il existe 
des points M (x, y) en lesquels la fonction f (x, y) a un sens (point 
limite). 

Cette définition se généralise facilement au cas où a ou b ou les 
deux à la fois sont les symboles co. 


$ 4. Limites unilatères 


Dans les applications, on rencontre des limites de fonctions 
appelées limites unilatères. 

Introduisons la notion de voisinage à droite et de voisinage 
à gauche d'un point a (a est un nombre). 
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Définition 1. — 1) Tout intervalle U; = la, al dont l'extrémité 
droite est le point a, s'appelle voisinage à gauche dce 
point. 

2) D'une manière analogue, tout intervalle U* = la, BI dont 
l'extrémité gauche est le point a s'appelle voisinage à droite 
de ce point. 


L'écriture symbolique x — a — 0 signifie que z ne prend que des 
valeurs appartenant à un voisinage à gauche du point a, c'est-à-dire 
que T—— 4, T< 4. 

De même, l'écriture x — a + 0 signifie que ra, x a. 


=f(z) 


d y 
B=f(a+0)|-—- va 


A=f(a-0)---—- 


Fig. 87 Fig. 88 


Définition 2. — 1) Etant donné une fonction f (x) définie sur un 
ensemble X, a un point limite de cet ensemble (a est fini) et A un nombre, 
la formule 


ie A) (x) = 


signifie que Ve >0, 3 jte tel que 
|f()—AI<e pour ze XMN US) (1) 


{limite à gauche de la fonction). 
2) De même, la formule 


lim f(x) — 
X—a+0 


(B est un nombre) a le sens suivant : 
|f(&) —B1I<e pour rEXA U°) (2) 
où e >> 0 est arbitraire et US dépend de & (limite à droite de la fonction). 


Pour les nombres À et B on utilise les expressions symboliques 
(fig. 87): 
= f (a — 0) 


1) On peut certes se contenter de l'examen des ô-voisinages à gauche du point 
a : Ua Ro où à = Ô (e) > 0. 
3) On pose généralement U+ = T. a, a + ô[, où ô = 6 (e) > 0. 
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et 
B=f({a+o0). 


Si la fonction f (x) est définie au point a, sa valeur en ce point est 
désignée par j (a); elle peut certes ne pas coïncider avec les nombres 
f (a — 0) et f (a + 0). 

Définition 3. — Par voisinage du symbole — on 
entend tout intervalle |—o, al et par voisinage du symbole +, 
tout intervalle ]B, +oo. 


Les formules 
lim f(r) =4’ et lim f(r)=B (3) 
X—+0o0 


X——0o0 
signifient respectivement que 
| f(x) — 41 <e pour x E J—o, All, 
et 
|f(z) — B°|<e pour x E JA,, +oo, 
où & est arbitraire, z € X et 
Ai = A;(e) (i = 1, 2). 


Exemple. — Soit f (x) = sen x — mr E #0) (fig. 88). On a 
lim f(x)=—1, lim f(4)=1!). 
x—--0 x-+0 


Remarque 5. — Pour que la fonction f (x) ait une limite, il 
faut et il suffit que soit réalisée l'égalité 


f(a—0)=f(a +0). 


$ 5. Limite d’une suite 


On appelle suite 
Lis Li, is Le: (1) 
une fonction x, = f (n) définie sur l’ensemble des entiers naturels 
X—:{1,2, 24% 

Par analogie avec la limite d’une fonction en un point infiniment 
éloigné, on introduit la notion de limite d'une suite. À sa- 
voir, un nombre a est limite de la suite x, (n = 1, 2, ...): 

limz,=a?), 


ñn—+00 


1) Ici, pour abréger, on utilise les désignations: — 0 = 0 — 0 et + 0 = 
ss 0 + 0. 

2) En toute rigueur, il faudrait écrire n —+ + oo. Mais comme # est un en- 
tier naturel, r —00 et n —+ + oo ont même sens. 


8—0131 
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si pour tout e& >> 0 il existe un nombre V dépendant de €, tel que 
pour tous les naturels rz > est réalisée l’inégalité 
Iz —al<e. 
Exemple. — Soit 
Z1= 09, 2x = 0,99, zx: = 0,999, ... 
Ona 


1 
In =l— x (n = 1, LEE À 


Soit ge 0 un nombre quelconque. Alors 
1 
[Zn—1l=-5 <e; 


sin > lg == N. Par suite, 
lim rx, = 1. 
$ 6. Infiniment petits 


Définition. On dit qu'une fonction a (x) est infiniment petite 
quand x — a (a est un nombre réel ou le symbole œ), si pour tout 
eg >> 0 il existe un voisinage U, du point a tel que 


| (x) | 'e pour x E U, !). (1) 
La condition (1) est équivalente à 
lima(r)=0, (2) 


Xx—a 


c'est-à-dire que la limite d'une fonction infiniment petite x (x) est 
égale à zéro et réciproquement. En d'autres termes, 


a (x) — 0 quand r— a. (3) 


On définit de manière analogue une fonction infiniment petite 
lorsque zx — a — O0 et x —+ a + 0 ou lorsque zx —> —o ou x — + co. 
Remarque. — Si 


lim f (x) = À, (4) 


nous déduisons, de par la définition même de la limite d’une fonction, 
que la différence f (r) — À est un infiniment petit. Ainsi la formule 


v Comme à l'ordinaire, l'inégalité (1) doit être vérifiée pour ceux des z 
pour uels la fonction & (x) est définie. De plus on suppose que l’ensemble de 
telles valeurs de x n’est pas vide dans tout voisinage U, du point a. 
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(4) permet de représenter la fonction f (x) ayant la limite À quand 
z— a, sous la forme 


f(2) = A4 +a(z), (5) 


où & (x) — O lorsque zx —+ a. 

Inversement, si la formule (5) est valable pour la fonction f (x), 
le nombre À est la limite de cette fonction quand z — a. De la for- 
mule (5) on déduit un lemme important sur la fonc- 
tion,qui garde le signe. 

Lemme. — Si lim f(x) = À 0, la fonction f (x) (x € X) garde 

za 
le signe du nombre À dans un voisinage U, d'un point a. 


En effet, soit & = | À | >0. En choisissant le voisinage U, 


de manière que | & (x) | < | À | pour x E U,, nous aurons en vertu 
de l'égalité (5) 


sgn f (x) = sgn À *),. 


où EU, À. 
Exemple. — Soit un point W se déplaçant le long de l’axe Oz 
suivant la loi 


z=2"tsint (t, temps). 
Il est évident que 
IrI<21<e, 


si 1> log, — = T. Par suite 


{+0 


Ainsi, le point M présente des oscillations amorties autour de 
l'origine des coordonnées. 

Remarque. — D'après le sens de la définition (1), la fonction 
f (x) = 0 est, dans un voisinage U,, une fonction infiniment 
petite quand z— a. 


Notons qu'aucune fonction à valeur constante f (z) — c 0, où le nombree 
est, en valeur absolue, aussi petit que l’on veut, ne peut être appelée fonction 
infiniment petite. C’est pourquoi les grandeurs physiques dites infiniment 
petites (par exemple la masse de la molécule, les dimensions de l'atome, la 
charge de l’électron, etc.) ne sont pas des infiniment petits au point’de vue 
mathématique. E 


1) La notation sgn z se lit: « le signe de z ». La fonction sgn z est définie 
Re sgn z= +iÂsiz >0; sgn 0 = 0; sgn x = — 14 si x < 0 (cf. 
ig. ; 


se 
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$ 7. Infiniment grands 


Définition. On dit qu'une fonction f (x) est infiniment 
grande quand x—+a (a est un nombre ou le symbole œ): 


f(z)— © quand z—+a, (1) 


si pour tout E => 0 il existe un voisinage U, du point a, tel que pour 
toutes les valeurs admissibles de l'argument x 


[f(DDIDE pour zx E U,.. (2) 

Si f(x) est une fonction infiniment grande lorsque z — «a, on 
convient d'écrire 

lim f(x) - oo. (3) 


x—a 


Exemple. tgr— 0 quand zm+. 


Les notations 


limf(rz) = —o, limf(r) = +o 
x—a x—-a 
signifient respectivement: f (x) < —E pour x E U, et f(x) œE 
pour zE U, (E > 0 est arbitraire et U, dépend de E). 
On démontre facilement la proposition suivante. 


Lemme. — 1) Si f (rx) — © quand x —+ a, alors 1/f (x) — 0 quand 
z— a; 2) si a (x) — 0 quand x—a(a (x) = 0 pour x = a), alors 
4/a (rx) — © quand zx —+ a. 


Remarque. — Üne fonction non bornée peut ne pas être infi- 
niment grande. 
Par exemple, la fonction 
LL 5: 01 
f(x) =— sin — 
n’est bornée dans aucun voisinage du point x = 0, pourtant elle 
n’est pas infiniment grande quand x —+ (0. 


$ 8. Théorèmes fondamentaux sur les infiniment petits 


Théorème 1. — Une somme algébrique d'un nombre fini de fonctions 
infiniment petites quand zx + a !) est une fonction infiniment petite 
quand z—+ 4. 


1) Ici et plus loin dans ce paragraphe, nous supposerons que toutes les fonc- 
tions considérées sont a priori définies sur un ensemble commun X 
ayant a pour point limite. Les valeurs considérées de x sont telles que z € X. 
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Démonstration. — Pour simplifier, bornons-nous à examiner le 
cas de trois fonctions: 


a (zx) — 0, B(rz)—0 et y(rx)—0 quand r— a. 
Considérons leur somme algébrique 
a (x) + B (x) — Y (). 
Soit £ —0 un nombre positif quelconque. Alors 3 sera aussi 


un nombre positif. 
Par la définition même de l’infiniment petit il existe trois voisi- 


nages U,, Ur, US’ caractérisés par le nombre : et tels que 
| x (x) I <+ pour zxEU:, (1) 
IB&)I<+ pour xeEU, (2) 
IY@I<+ pour zEUx. (3) 


L'intersection VU, = UV; f\ US N US” est un voisinage du point a 
dans lequel sont simultanément vérifiées les trois inégalités (1), 
(2) et (3). Ainsi, 

[æ(z)+B(r)—VG)I< Ie I+IBDI+I-V I 
=|a(l+IBDI+IVOI<++z++z-e, 
si zEU, et xE X. Or, ceci signifie précisément que 
@ (x) + B (x) — y (x) —- 0 quand x —+ a. 
Le théorème est démontré. 


En particulier, la différence de deux fonctions infiniment petites 
quand x —+ a est une fonction infiniment petite quand x— a. 


Définition. — On dit qu'une fonction f (x)est bornéequand 
x — a, si elle est bornée dans un voisinage U, du point a. 


Théorème 2. — Le produit d’une fonction bornée quand x— a 
par une fonction infiniment petite quand x — a est une fonction infi- 
niment petile quand zx + a. 


Démonstration. — Soit 
IfGI<M (MS 0) pour z € V,, 
où V, est un voisinage du point a, et soit 
œ (x) — O quand x —+ a. 
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Alors, pour un & > 0 arbitraire il existe un voisinage VU, € V, 
tel que 


[æ(x) | <+ pour reEU,. (4) 
Nous en déduisons que 
[fHaml=1fHlIamI<M.-r=e, 


si xE U,. Ainsi, 
f (x) à (x) — O0 quand rx — a. 


Théorème 3. — Le produit d'un nombre fini de fonctions infiniment 
petites quand x —+ a est une fonction infiniment petite quand x —+ a. 


Démonstration. — 1) Considérons d’abord deux fonctions & (x)— 
— 0 et B (x) — 0 quand x —+ a. 

En posant 0 << e << 1 et en raisonnant comme dans le théorème 1, 
nous nous assurons qu'il existe un voisinage U, tel que 


|æ (x) |<e, |B(z)1<e pour x E U,. 
D'où 
[a ()B(z)I<Ia(r) IPB) I<Lee<Le, si ze U,. 


Par conséquent, & (x) B (x) — 0 quand z — a. 

2) Si nous avons trois fonctions, par exemple «& (x) — 0, B (x) —- 
—+ 0, y (zx) —- 0, quand z —+ a, alors en utilisant la première partie 
de la démonstration, nous obtenons 


a (x) B (x) v (x) = [a (x) B (x)l y (x) —+ 0 
quand zx — a. 


Corollaire. — Une puissance entière positive [a (x)]" d'une fonction 
infiniment petite a (x) + O quand x —- a est une fonction infiniment 
petite quand x + a. 


Remarque. — Quant au quotient de deux fonctions infiniment 
petites & (r) + 0 et B (x) — O quand z —+ a, il peut être une fonc- 
tion de comportement quelconque quand zx —+ a. 

Exemple. — Soient «& (x) = x, B (x) = 2x + x°, y (x) = 2*. Ici 
nous avons quand z —+ 0 


a (x) +0, B(x)— 0, y (x) —+ 0: 
BD Do, 0. V6 0 20 1. 


œ (x) (x) vV() = 


L'opération de division permet de comparer entre elles les fonc- 
tions infiniment petites. 


Définition 1. — Deux fonctions infiniment petites à (x) et B (x) 
lorsque x + a sont de même ordre quand x—a si leur 
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quotient a une limite finie non nulle: 
——— = k (0. 


Définition 2. — On dit que pour x tendant vers a l'ordre d'un 
infiniment petit B (x)est supérieur à celui d'un infiniment petit 
a (x) (ou, ce qui revient au même, l'ordre d'un infiniment petit & (x) 
est inférieur à celui d'un infiniment petit B (x)), si le quotient 
B (x)/a (x) est une fonction infiniment petite quand x — a, c'est-à-dire si 


On écrit dans ce cas 
B (x) = o [a (x)] quand rx —+ a. 


Définition 3. — On dit qu'une fonction infiniment petite B (x) 
est d'ordre n(nest un entier naturel) par rapport à une fonction 
infiniment petite a (x) quand zx — a, si 


Si B (x) = 0 [ar (x)] quand x —+ a (c’est-à-dire si À = 0), l’ordre 
de B (x) est supérieur à n par rapport à & (x). 


$S 9. Théorèmes fondamentaux sur les limites 


Ici, nous supposons toujours que les fonctions considérées dans 
chacun des théorèmes qui suivent sont définies sur un ensemble com- 
mun XÀ pour lequel a est un point limite (point d'accumulation). 


Théorème 1. — Si chaque terme d'une somme algébrique d'un 
nombre fini de fonctions a une limite quand x — a, la limite de cette 
somme algébrique existe quand x — a et est égale à la somme algébrique 
des limites des termes. 


Démonstration. — Soit donnée par exemple la somme algébrique 
de trois fonctions 


f(x) + 8 (x) — k (x), 


« 


où 
limf(r)=A, limg(r)—B, limk(x) — 


x-a x—a <—a 
Comme chacune des fonctions ne diffère de sa limite que d'un 
infiniment petit, nous obtenons 


fH&)=4+a(x), 8) =B+B(:), k(:) =C+7%0(), (4) 


où a (rz)— 0, B (x) — 0, y (x) — 0 quand z —+ a. En utilisant le 
théorème sur la somme algébrique des infiniment petits ($8, théorème 
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1), nous déduisons des égalités (1) 
f(z) + g(z)—h(z) = (4 +B —C) + [a (x) + B (x) — y (x)}, 
(2) 
où a(z)+B(rz)— yY(r)—0 quand z—+ a. De l'égalité (2) il 
résulte que la somme f(x) + g(zx) — hk(zx) diffère du nombre 


À + B — C d'un infiniment petit et par suite ce nombre est la 
limite de la somme donnée. Ainsi, nous avons 


lim{f(r)+8g(:)—-hk(G)=A4+B—C=- 
= ]imf(r)+limg(r)—lim (x), (3) 
ce qu'il fallait démontrer. 


Corollaire. — Une fonction ne peut avoir qu'une seule limite 
lorsque x —+ a. 


En effet, si 
f(x) — À et f(x) — À’ quand x —+ a, 
nous obtenons par le théorème 1 
f(z)— f(x) = 0— 4 — À’ quand zx —+ 4. 


La limite d'une fonction constante étant unique et égale à cette 
constante ($ 3, théorème 1), nous en déduisons que À — 4° = 0, 
c’est-à-dire que À’ = À. 

Remarque. — Le théorème 1 affirme que si chacune des fonctions a une 
limite, leur somme admet aussi une limite. La réciproque n’est pas en général 


vraie : l'existence de la limite d’une somme n’implique pas celle des limites des 
termes. Par exemple, on a 

lim (sin? r+cos? r)= 1, 

X— 00 


alors que lim sin? x et lim cos°® x n'existent pas et donc 
x— 00 <x—-o 


lim (sin? z+cos? r) lim sin® r+lim cos* r. 
x—-0oo X—-o X<—0 


Aussi, l'énoncé: « la limite d'une somme de plusieurs termes est égale à la 
somme des limites de chaque terme » n'est-il pas rigoureux. 

Une remarque analogue est aussi valable pour la limite d’un produit (théo- 
rème 2) et la limite d’un quotient (théorème 4). 


Théorème 2. — Si chacun des facteurs d'un produit d'un nombre 
fini de fonctions a une limite quand x —+ a, la limite de ce produit quand 
z— a est égale au produit des limites des facteurs. 


Démonstration. — 1) Considérons d’abord le produit de deux 
facteurs f (x) g (x) et soit 
limf(r)=A et limg(r)=B. 
x-a 


X—a 
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On a 
fa) =A+al(z, 82) =B+$ (x), (4) 
où œ (x) — 0 et B (rx) —> O0 quand x—+ a. Nous en tirons 
f (x) 8) = AB + y (x), (5) 
où 
v (2) = AB (x) + Ba (x) + a (x) B (x). (6) 


Des théorèmes fondamentaux sur les infiniment petits ($ 8, théorè- 
mes 4, 2 et 3) il résulte que y (x) — 0 quand x —+ a. Par suite, l'égali- 
té (5) permet d'écrire 


limff(z)g(x)] = AB = lim f(x) limg (x). (7} 
2) Considérons maintenant le produit de trois fonctions, par 


exemple f (x) g (x) h (x), ayant des limites finies lorsque zx — a. En 
utilisant la première partie de la démonstration, nous trouvons 


lim [f (x) 8 (x) k (2)] un { (2) [8 (2) k(x)1} = 
=<]limf(z)limfg(x)h(x)]=limf(r)limg(z)limk (x). 
X—a XxX—a X—-a x—-a x—a 
Corollaire 1. — On peut faire sortir un facteur constant du signe 
de limite. 
En effet, si c est une fonction constante, on a 
limf{cf(z)]=limclimf(z)=climf(x). 
x—-a X-Q X—-a x—-a 
Corollaire 2. — Si une fonction f(x) admet une limite quand 
z— a, la limite d’une puissance entière positive de cette fonction pour 


x tendant vers a est égale à la même puissance de la limite de cette 
fonction, c'est-à-dire que 


lim [F (21 = [im f()]" 
(7 étant un entier naturel). 


Exemple 1. 
lim +19 sais (z+30 _ 


X—00 LI 


te [(42) (42) (HR) 


X—0 
“AOF RRET ENST 


Lemme. — Soit f (x) — À = O0 quand zx— a. Alors, la fonction 
à valeurs inverses 1/f (x) est bornée dans un voisinage U, du point a. 
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En effet, posons & = | À | >0. De par la définition même de 
la limite d’une fonction nous avons 


If&)—A1<+= + 


pour toutes les valeurs admissibles de z € U,. Il en résulte 
[f(1=14—-[4—-fG@)I21A4AI-14—-fDI> 


>141-HLt-téLS0 pour xEU,. 
Ainsi, 
1 1 2 
a Ter T4 


pourvu que z € U,, ce qu'il fallait démontrer. 


Théorème 3. — Si une fonction f (x) a une limite non nulle quand 
z—- a, la limite de la fonction à valeurs inverses 1/f (x) quand x + a 
est égale à l'inverse de la limite de la fonction donnée, c'est-à-dire que 

: Î 1 
BE = no (8) 


x 
x—a 


Démonstration. — En effet, soit 
lim f(x) -- A0. 


Alors, en partant du lemme et compte tenu du fait que le produit 
d’une fonction bornée par un infiniment petit est un infiniment petit 
($S 8, théorème 2), nous aurons 


1 1 1 1 


A 7 4 —/f()] — 0 quand r—+ a. 
D'où 
EE 
ss (a) A lim f(x)" 
Xx—a 


Théorème 4. — Si le dividende f (x) et le diviseur g (x) ont des 
limites quand x —+ a et la limite du diviseur est non nulle, la limite de 
leur quotient (de la fraction) quand x —+ a est égale au quotient de la 
limite du dividende (du numérateur de la fraction) par celle du diviseur 
(du dénominateur de la fraction): 

lim f (zx) 
li Î (x) _— *+*-a (9) 


sa EE) LE A ° 
Démonstration. — Soit lim g(x) 0. En utilisant alors le 


XxX—a 
théorème sur la limite d’un produit (théorème 2) et le théorèine sur 
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la limite de la fonction à valeurs inverses (théorème 3), nous obtenons 


n(e]= tofs ]= 


: lim f (x) 
+x—-a 
= lim f (2) lim = lin f (x). En eG)— lime @ 
Exemple 2 
z®—1 G— 1 G+1) 
Lo r n G- Date 
li 1 
lim sn ET sé + 
Tilt re “HmG+z+1) 3° 
X— 


Enonçons, sans le démontrer, encore un théorème. 


Théorème 5. — Si une fonction f (x) a une limite quand x + a et 
que a f (x) (nest un entier naturel) existe au point a et dans un voisinage 
U, de ce point, alors 

lim y f(x) — ÿ Tim f(x) f (x). (10) 


x—u 


$ 10. Quelques critères d'existence de la limite 
d’une fonction 


Il existe des fonctions bornées qui n'ont pas de limite. Par 
exemple, sin z n’a pas de limite quand z —+ ©, bien que |[sinz | < 


1. 
=. : ës : + : 
Indiquons deux critères d'existence de la limite d’une fonction. 


Théorème (encadrement). — Soit une fonction f(x) encadrée, 
dans un voisinage U, d'un point a, par deux fonctions q (x) et % (x) 
ayant une même limite À quand z —+ a (fig. 89), c’est-à-dire 


p (x) < f () < Ÿ G) (1) 
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et 
Jim (x) = lim Ÿ (x) = À. (2) 
Alors, la fonction f (x) a la même limite 
lim f (x) = À. (3) 


Démonstration. — L'inégalité (1) donne 
p (x) — À < f(x) — À < Ÿ (x) — À. 
D'où 
[f (x) — À | max (1 (2) — À |, lp (x) — À D). (4) 
En vertu de la condition (2) il existe pour tout & > 0 un voisinage 
U, tel que 
|Ip(r) — A]<e et |b(rz)— A | Le pour EU, (5) 
Par suite, nous tirons de l'inégalité (4) 
If )—A1<e pour zE U,, (6) 
ce qui montre que l'égalité (3) est vraie. 


Définition. — 1) On dit qu'une fonction f (x) est croissante 
(non décroissante) sur un ensemble donné X si x, < Ze 
(x1» Ze € À) implique f (x;) < f (z2) (respectivement f (x) < f (z2)). 

2) On dit qu'une fonction f (x) est décroissante (non 
croissante) sur X, si tr, zx: (x, z2 € X) implique f (x) > 
> 1 (æ2) (respectivement f (r;) > f (x2)). 


Une fonction croissante (non décroissante) ou décroissante (non 
croissante) s'appelle fonction monotone sur l'ensemble donné X. 


Théorème. — Soit f(x) une fonction monotone et bornée pour 
x << a ou pour x > a. Îl existe alors sa limite à gauche 
lim f(z)= f (a —0) 
x—a—0 
ou respectivement sa limite à droite 


lim f(x)=f(a+0). 
x-a+0 


Bien que ce théorème soit presque évident, sa démonstration 
sort du cadre du présent chapitre. 

Remarque. — Une assertion analogue est vraie pour a = —o 
ou pour a —= +0. 

Corollaire. — Une suite bornée, monotone croissante ou décrois- 
sante, zn (n = 1Â, 2, ...) admet une limite. 
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Exemple. — Considérons la suite des périmètres P3:, Ps, P,:, ... 
des polygones réguliers de n côtés (n = 3, 6, 12, ...), inscrits 
dans une circonférence de rayon À et obtenus par duplication du 
nombre de leurs côtés. 

Il est aisé de s'assurer que 


PSP << PE e + 7 


c'est-à-dire que le périmètre P, croît de façon monotone quand 
n augmente. Par ailleurs, la suite P, est bornée, car le périmètre 
de tout polygone régulier de x côtés, inscrit dans une circonférence 
ne dépasse jamais le périmètre d'un polygone circonscrit et en 
particulier d'un carré circonscrit, c'est-à-dire que P, << 8R. 

Il existe donc une limite 


lim?P,=—cC, 


n — 0 


qu'on prend pour la longueur de la circonférence. 


$ 11. Limite du rapport du sinus d’un arc infiniment petit 
à l'arc lui-même 


Théorème. — La limite du rapport du sinus d’un arc infiniment 
petit à l'arc lui-même exprimé en radians est égale à l'unité: 


. Sin z 
lim ÊE = 1. (1) 


Démonstration. — 1) Soit d'abord 
z > 0; puisque l'arc x tend vers zéro, on 


peut poser de plus que 0 << x < 5 - 


LS 
Coustruisons un anglez — AOB dans 

le cercle trigonométrique de rayon R=1 

(fig. 90). Soient DB la longueur de la 

perpendiculaire abaissée du point B sur Fig. 90 

le rayon O4, et AC Île segment de la 

tangente à la circonférence au point A, dont C est point d inter- 

section avec le support du rayon OB. Il est évident que 


aire A OAB < aire sect. OUAB < aire À OAC. 


Comme DB = sin x et AC = tg x, nous pouvons écrire en par- 
tant des formules de la géométrie élémentaire 


1: 1 1 
TT SNnr<-I<- gx, 


sinz<zr<tgz. (2) 
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En divisant les termes de la dernière double inégalité par sin z 
positif, nous obtenons 


z Î 
1< sin É COS x (3) 
ou 
COST << 1. (4) 


Soit z—> + 0; alors des considérations évidentes il résulte que 
cos zx —+ 1 1). Ainsi, l’inégalité (4) implique que la fonction sin x/x 
est encadrée par deux fonctions ayant une même limite égale à 1. 
D'après le théorème d'encadrement ($ 12) nous avons 


lim ÊPE = 1. (5) 


2) Soit maintenant x <O0;ona 
sinz _sin(—7x) 


Z Tr, 
où —z >0. Par suite, 
lim 1. (5’) 


Il est évident que les formules (5) et (5”) entraînent l'égalité (1) 
(v. $ 4, remarque 5). 


Remarque. — Il résulte des formules (2) que, 50<|xz|< 5» 
alors 


[sinxz|=sin|z|<]|z|. 
Puisque |sin x | ne dépasse pas 1, il s'ensuit que pour tout zx 
[snz|<1z|{, (6) 


l'égalité dans (6) n’ayant lieu que pour x = 0. L’inégalité (6) est 
souvent utilisée pour évaluer les sinus de petits arcs. 
$ 12. Le nombre e 
Considérons l'expression 
4 \n 
(1+—-)", 
où nr est un entier naturel. 
1) En effet, puisqu'en vertu de (2) |sinz|<1|7zl (1 z | <;) , le sinus 


d’un arc infiniment petit est une quantité infiniment petite. D'où À — cos z = 


= 2 sin? 5 — 0 lorsque z —+ 0, c’est-à-dire que ur COS z = 1. 
Z— 
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Attribuons à nr des valeurs indéfiniment croissantes et calculons 
les valeurs correspondantes de la puissance (1 + =)". Nous obtien- 
drons alors le tableau suivant 


2 | 10 | 100 | 1000 | 10 000 | 


2, | 2,994 | 2,105 | 2,117 | 2,718 | 


, a 5 1\n : 
Nous voyons que, lorsque » croît, la puissance (1 + =) varie 


de plus en plus lentement et tend manifestement vers une limite 
approximativement égale à 2,718. Démontrons qu'il en est réelle- 
ment ainsi. 


Théorème. — La suite 


(a+) n=1, 2, ...) 


tend vers une limite finie comprise entre 2 et 3. 


Démonstration. — En utilisant la formule du binôme de New- 
ton (v. chap. XI, $ 5), nous aurons 


Core D or une sou 7 Done: mu © US 
ce c - eme CN 
ou 
(+) = (is) (ts) (1) + 
trs (5) (1-5). (15) © 


Pour nr =>, tous les termes intervenant dans la formule] (1) 
sont positifs, et de plus, lorsque l’exposant nr croît, le nombre de 
termes augmente et chaque terme correspondant devient de plus 
en plus grand. 

Par conséquent, la suite 


(+) 


croît à partir de sa valeur minimale égale à 2, lorsque l’exposant 
n augmente. - 

D'autre part, il est évident que chaque terme au second membre 
de (1) devient plus grand si l’on remplace chacun des facteurs au 
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dénominateur par 2 et chacune des expressions entre parenthèses 
par 1. On peut donc écrire 


(a+) << + + +. 


D'après la formule bien connue donnant la somme des termes d’une 
progression géométrique nous avons 


1 1 
1 1 1 2 2n 1 
state tres ler <f. 
Rs 


4 \n 
(1+—)"<3. 
Ainsi, lorsque n croît indéfiniment, les termes de la suite (1 + | 


augmentent constamment tout en restant supérieurs à 2 mais infé- 
rieurs à 3. : 

Par voie de conséquence, suivant le corollaire du théorème du 
$ 10, cette suite admet une limite finie qui appartient en toute 
évidence au segment [2, 3] (v. $ 3, théorème 2). C'est à cette limite 
que l'on donne le nom de nombre e). Ainsi, 

e=lim(1++) 


no 


La valeur approchée de ce nombre est 
= 2,7182818284... 
On peut démontrer que la fonction 
(142) (7€, —1[U10, +) 
tend vers le nombre e, lorsque z— , soit: 


e=]lim (1+—+) 


x—00 


x 
e 


Donnons une autre expression pour le nombre e. En posant 
+ = a (4x > —1), nous aurons 
1 
e=lim({+a)". 


aœ—0 


1) C’est à l’académicien russe Euler que nous devons la ru du nome 
bre e et sa large utilisation dans de nombreux problèmes mathématiques. On 
peut démontrer que e < 3. 
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De nombreuses limites s'expriment commodément à l’aide du 
nombre e. 


Exemple 1. — Trouver 


Posons 


on aura 


2 1 
2 \x — — | 
. ts _ |; —_ . (e À = 
lim (14++) sn (M+a)T — ue [A+ 0) | ei. 
La fonction de la forme 
= €”, (2) 


où e — 2,71828... est un cas particulier de la fonction exponentielle. 
On la note aussi 


€ = eXpP x. 


La courbe représentative de la 
fonction (2) est donnée sur la fig. 91. 
Cette fonction joue un rôle important 
en analyse mathématique et dans ses 
applications. 


Exemple 2. — Supposons qu'une réac- 
tion chimique se déroule de manière qu'à 
tout instant t la vitesse de formation d’une 
substance est proportionnelle à la quantité 
de cette dernière, disponible à cet instant. Fie. 91 

Désignons par @, la quantité initiale 16: 
de cette substance (c’est-à-dire la quantité 
de la substance à l'instant initial ? — 0). Divisons l'intervalle de temps 
[0, t] en nr petits intervalles: 


[o EL [+ +] = ne 
|, [2 +) 
Si la vitesse de la réaction est supposée constante dans chacun de ces inter- 


valles, les quantités de la substance à des instants 
t 2t nt 


nn" "TT 


seront respectivement égales à 
Q1= Oo“ = Qo(1+ À), 
Qr= QthQi = Qi (+ )=0 (14€), 


9—0131 
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où k est un coefficient de DIÉpRIONRANUE donné (loi des intérêts composés). Or, 
d’après les hypothèses du problème, la quantité de la substance croit de façon 
continue. Aussi, pour obtenir une formule exacte, faut-il supposer que le nombre 
de nos intervalles augmente indéfiniment et que chacun d'eux tende vers zéro. 


Par suite, en supposant que _ — 0, nous obtenons pour la quantité Q de la 
substance à l'instant t la formule suivante: 


. kt \n 
= lim [ — | 
Q + Te Qo (4 + n e 
Cette limite est facile à exprimer par le nombre e. En effet, notons 


kt : 
0 où œ—+ 0, 


il vient 
ET 
Q=Qolim | (4+a) * |. 
a—0 
soit 
Q= Que. (3) 
C'est suivant cette loi que croît la quantité de la substance dans la réac- 


tion considérée. 

La formule (3) se représente lors de l’étude de toute une série de phénomènes 
tels que: la désintégration du radium (ici, k << 0), la reproduction des bacté- 
ries, etc. Ces exemples montrent l'importance du rôle que le nombre e joue en 
analyse mathématique et dans ses applications. 


$ 13. Notions sur les logarithmes népériens 


Si la base des logarithmes est égale au nombre e, ils s’appellent 
logarithmes naturels ou népériens !) et se notent 
log, z = In x. 


En mathématiques supérieures, on utilise presque exclusivement 
des logarithmes népériens, car, on le verra plus loin, les nombreuses 
formules où ils interviennent s'avèrent plus simples que celles 
où figurent les logarithmes d’autres systèmes ©). 

Proposons-nous d'établir une relation entre le logarithme népé- 
rien d’un nombre et le logarithme de base a (a >0, a 1) du 
même nombre. Soit donné 

y = log, z; 
d'où 
1 AE 
En calculant les logarithmes de base e des deux membres de cette 


égalité, nous trouvons 
ylna=inz. 


1) Du nom de Neper, mathématicien écossais, inventeur des logarithmes. 

2) En outre, dans les applications on rencontre souvent des fonctions expo- 
nentielles de la forme (3) du paragraphe précédent si bien qu'il est plus commode 
d'utiliser les logarithmes de base e. 
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Il s'ensuit que 


1 
LE Inx 
ou 
log, x — Te In x. (1) 


Cette formule exprime le logarithme de base a du nombre z 
par le logarithme népérien de ce nombre. 

Remarquons qu’en posant x = e dans la formule (1), nous obte- 
nons 


1 
loge=-—lne=-—. 
Posant maintenant a — 10 dans la formule (1), nous avons 
lg x = log, x = Mlnz, (2) 
où 
1 
M — 510 = Îge=0,43429 


est le module de passage (des logarithmes népériens aux logarithmes 
décimaux). 
Inversement, de la formule (2) nous tirons 
1 ; 

Inx= FT lg x, (3) 

avec 
1 
M = In 10 — 2,30258. 


$ 14. Notions sur les formules asymptotiques 


Soient p (x) et 1 (x) deux fonctions définies dans un voisinage 
d’un point a. 
En généralisant la définition donnée au $ 8, nous dirons que 


P(G)=0(p(x) quand z—+a, (1) 


Ÿ (x) = « (x) p (à), (2) 


où œ(r) + O0 quand z —+ a. 
Si @ (zx) 0 dans un voisinage du point a, la relation (2) entraîne 


si 


Le +0 — ® 
(cf. S 8). 
Définition. — Si l'égalité 
f () =  @) + 0 (p (2) (4) 
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est vérifiée quand x —+ a, on dit que q (x) est le terme asympto- 
tique (ou développement asymptotique) de la fonction f (x) lorsque 
TZ —+ 4. 


On utilise la notation: f (x) — (x) quand z—+ a. Si o (x) Æ 0 
pour æxE U,, la formule (4) donne 


lim 2@_ 4. (5) 


X—n P (x) S 


Proposons-nous d'établir pour la fonction f (k) les conditions 
d'existence d’un développement asymptotique linéaire non 
nul: 

| o (x) = kz + b quand z—+ co. (6) 

Soit 

f(x) = kz+b+a (x), (7) 
où & (x) est un infiniment petit quand z—> oc, i.e. à (x) — o (1) 
quand z—> oo et de plus on a évidemment «@ (x) = o (kz + b) 


quand xz—> co. 
De (7) nous aurons 


@ (x) 


LEE + EEE. (8) 


En passant à la limite dans l'égalité (8) lorsque x — et en 
tenant compte de ce que & {(x)/z +0 


MEY)__ quand z —+ co, nous obtiendrons 
k=limi®, (9) 
<x—+00 z 


De la formule (7) nous tirons 
b=lim{f(r) —kzx]. (10) 


x 


Fig. 92 Inversement, s'il existe les li- 

mites (9) et (10) dont l’une au 

moins est non nulle, la décomposition asymptotique (7) est valable. 
En effet, la formule (10) avec X donné par l'égalité (9) entraîne 


lim{f(x)—kz—b] = 0. 


La formule (7) en découle immédiatement. 

La droite représentant le terme asymptotique linéaire y — 
= kz + b s'appelle asymptote de la courbe y = f(x) (fig. 92); 
signalons que le cas où 4 = 0, b = 0 n’est pas exclu. Ici, pour le 
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point M (x, y) de la courbe et le point M” (x, Y) de l’asymptote 
ona ŸY —y— MM'—0, quand z —+ © 1). 


Exemple. — Etablir une formule asymptotique: linéaire pour la fonction 
fH=Vr+zH1 


quand zx —+ — 00. 
En utilisant les formules (9) et (10), nous avons 


 Vr+rFi RE 
k=— lim = dim y 1+1 Ts À 


x +00 
et 
b= lin (Vas td—3)= Jfon Pt. 
x +00 x++oo Wzt+z +1 +z 
1 
ET 1 
= Lie ———__—_—_—_—_—— —— 
X— +00 1 1 2 
V'i+E+ + 

Ainsi, 


VAT Fi 245 quand z-»>— 00. 


EX ERCICES 


1. Construire sur l’axe numérique les ensembles des points définis par les 
inégalités suivantes : a)|z+21<1; bIrz—3|>3; c) 0<|z—1| < 


<5:D1<Izl<2. 


2. En déterminant la masse d’un corps on a obtenu un résultat approché 
p = 2,57 g avec une erreur absolue A, < 0,01 g. Calculer la marge d'incertitude 
relative Ô du nombre p. 

3. Combien de chiffres exacts a le nombre z — 35,719 s’il est connu avec 
une erreur relative 6, < 1 %? 

Trouver les limites suivantes: 


4. a) lim 10007 , }) lim _— c) lim ir +2 


X—oo 1+ 73 ï LX—00 z? x—! z?— 1 


: de. 
5. a) lim VE: b) lim 22 


x—9 I— 2x8 2Z— 


6. lim SZ 


X—00 L 
7. lim Sinsz | 
x—0 


1) Si les limites (9) et (10) existent lorsque z > — © ou lorsque x —> + oc, 
la formule asymptotique (7) s'applique dans des conditions correspondantes. 
Dans ce cas la courbe de la fonction y — f(x) a ueasymptote à 


« 


gauche ou respectivement une asymptote à droite. 
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8. lim 1—cos z 
z—0 z? É 

9. lim sinz—sina 
x—a TZ—0@a : 

10. lim te2z. 


x—0 z 


à 11. Etudier le comportement des racines z, et x, de l'équation du second 
egré 
as +brz+t+ece—=0, 
dans le cas où a + 0 et les coefficients b «£ 0 et c sont constants. 
12. Soient 
y1=z et ya= Y z3+1. 
Montrer que 
lim (y3—Yy1)= 0. 
X—+o 


Quel est le sens sometque de cette égalité? 
Trouver les limites suivantes: 


neo 
14. lim —1_ 
no 1 +27 ° 
a | 
NET 


no à 


47. lim (1—2) 


18, lim (EE). 


CHAPITRE VIII 


CONTINUITÉ D’UNE FONCTION 


$ 1. Accroissements de l’argument et de la fonction. 
Continuité d’une fonction 


Soit x une valeur d'une variable donnée. Considérons en plus 
de x une autre valeur x, de cette variable. Introduisons la définition 
suivante. 


Définition. — On appelle accroissement d'une variable 
la différence entre la nouvelle valeur de cette variable et sa valeur 
précédente. Dans notre cas l'accroissement de la variable est égal 
à z, — x. Pour désigner un accroissement on utilise une lettre 
grecque À; ainsi, par exemple, Àx = x, — x désigne l’accroisse- 
ment de la variable x. 

En ajoutant à la valeur d’une variable son accroissement, on 
obtient la nouvelle valeur accrue de cette variable. Par exemple, 
z + Az est la valeur accrue de la variable x. 

Supposons que y soit une fonction de l'argument zx, c’est-à-dire 


que 
y = f(x). (1) 


Donnons à l’argument x un accroissement Az; la fonction y s'accroît 
alors de Ay. Il est évident que ce fait peut être noté ainsi: 


y + Ay = f(x + Ar). (2) 
Des égalités (1) et (2) il résulte que 
Ay = f(x + Ar) — f (x). (3) 
Exemple 1. — Déterminer l'accroissement de la variable z et celui de la 
fonction 7 


sachant que l'argument a varié de —1 à 2. 
Il est évident qu'ici 
Az=2—(—1)=3 


Ay= 2% —(—1)ÿ = 9. 


et 


Donnons une interprétation géométrique de la notion d'’accrois- 
sement. 
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Soit 4B la courbe représentative de la fonction y = f (x) (fig. 93). 

Considérons sur cette courbe un point M de coordonnées couran- 
tes x et y. Donnons à l’abscisse x du point M (x, y) un accroisse- 
ment Az, alors l’ordonnée y de ce point s'accroît de Ay. Le point 
M (x, y) occupera dans ce cas une 
nouvelle position M°(x+ Az, y+Ay). 
Soit C le point d’intersection de la 
droite passant par M et parallèle à 
l'axe Oz et de la perpendiculaire M'N° 
abaissée de M” sur l’axe Or. Il est évi- 
dent que 


MC = Az, CM'= Ay. 


Il peut arriver que pour un zx, le 

Fig. 93 point M” se rapproche indéfiniment 

du point M et donc Ay tend vers zéro, 

lorsque Az tend vers zéro. Dans un tel cas on dit que la fonction 

y — f(x) est continue pour la valeur donnée de z. D'une façon 
plus précise : 


Définition 1. — On dit qu'une fonction y = f (x) définie sur 
un ensemble X est continue pour z=zx (ou continue 
au point æz;) si: 

1) la fonction est définie en z = x, (c'est-à-dire que x, € X); 

2) l'accroissement de la fonction au point x, tend vers zéro quand 
l'accroissement de l'argument Az, = x — zx, tend vers zéro, c’est-à-dire 


St 
sin [f (ri + Ars) — f (x1)] = 0. (4) 


Ici l'accroissement infiniment petit Azx, ne parcourt que des 
valeurs pour lesquelles f (x, + Azx,) a un sens. Ceci étant, nous 
supposons comme toujours (v. chap. VIT, $ 3) que z;estun point 
limite de l'ensemble X et que dans tout voisinage U.. il existe 
donc des points x, + Az, € X autres que x, (Az, = 0) pour lesquels 
la fonction f (x) est définie. 

Bref, une fonction est dite continue en un point 
donné si, en ce point, à un accroissement infiniment petit de l'argu- 
ment correspond un accroissement infiniment petit de la fonction. 

En utilisant la notion de limite d’une fonction (chap. VII, $ 3), 
nous pouvons développer la définition de la continuité 
d'une fonction en un point: une fonction f(x) est 
continue en un point x, si, et seulement si, Ve > 0, 36 = 6 (e, x,) > 
> 0 tel que 


IfG)—f(a) 1 = 1f (mm + An) — ft) 1<e, (5) 


avec x = zx, + Ax;,et O << | Az, | << 6 (Az, étant tout accroissement 
admissible). Remarquons que l'inégalité (5) est manifestement 
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réalisée aussi pour Az, = 0, c’est-à-dire que le voisinage Ô du point 
zx, peut être interprété ici comme un voisinage complet: 
| Az, | << 6 


Définition 2. — On dit qu'une fonction f (x) est continue 
sur un ensemble donné X si 1) elle est définie sur cet 
ensemble (c'est-à-dire Vx E X, 3f(x)); 2) elle est continue en tout 
point de cet ensemble, c'est-à-dire Vz € X on a pis 

lim Ay = ni [f(x+ Ar) —f(2)1=0 (6) 


Ax=n 
où z+AxE X. 


Notons que l’ensemble X est ici interprété comme domaine 
de définition de la fonction, c’est-à-dire que les 
points xé X et x + Az X ne sont pas considérés. 

Par exemple, une fonction f (x) est continue sur un segment 
[a, b] si 1) elle est définie en chaque point de ce segment, 2 
VzEla, b], on a l'égalité (6), où x + Az E€ [a, b]. 

Exemple 2. — La fonction 


4 pour rE€{[0, 1], 
= | 0 pour z£[0, 1] 
est continue sur le segment X = [0, 1], bien qu'elle ne soit pas 
continue sur l’axe —00 << zx <Z oo. 
Exemple 3. — Etablir si la fonction 
= 2° 
est continue. Donnons à l’argument z un accroissement Arx, il vient 
y + Ay = (zx + AzŸ = 2° + 2r-Az + (Az), 
où Ay est l'accroissement de la fonction. Il s'ensuit 
Ay = Azx:(2r + Ax). 


Il est évident que quelle que soit la valeur fixe de z, Ay sera infiniment 
petit si Az est un infiniment petit. Par conséquent, la fonction y = r° est con- 
tinue pour toute valeur de l'argument x. a d’ ’autres termes, la fonction x° est 
continue sur l'intervalle infini ]J—oco, + 00 

Il est aussi facile de démontrer la dut de la fonction puissance zx", 
où n est un entier naturel. 


Définition 3. — Le point où une fonction présente une disconti- 
nuité s'appelle point de discontinuité de cette fonction. 


Si x = x, est un point de discontinuité de la fonction y = f (x), 
deux cas peuvent se présenter : 
1) la fonction f (x) est définie en x = x, et de plus 


Ay = f (xo + Ato) — f (to) << 0 


quand Az, = zx — 2, —0; 
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2) la fonction f (x) n’est pas définie en z = x,et donc parler 
de l’accroissement de la fonction au point x, n’a pas de sens. Dans 
ce cas, nous conviendrons d'appeler x = zx, le point de discontinuité 
de la fonction f (x) si, et seulement si, la fonction f (x) est définie 
dans le voisinage immédiat de zx, ?). 

Si une fonction f (x) peut être modifiée ou définie de façon supplé- 
mentaire au point zx, (c’est-à-dire si on peut choisir un nombre 
f (to)) de manière que la nouvelle fonction soit continue en z = z,, 
ce point s'appelle point de discontinuité non essentielle de la fonction 
f(x). Dans le cas contraire, c’est-à-dire lorsque la fonction f (x) 
reste discontinue en z = x, quel que soit le choix du nombre f (x), 
le point x, s'appelle point de discontinuité essentielle de la fonction 
f (x). 

Exemple 4. — Considérons la fonction E (zx) qui associe à tout nombre z, 
sa partie entière c’est-à-dire, si 


T=n+g, 
où n est un entier et 0 < qg << 1, alors 
E (zx) =n 


(fig. 94). Par exemple, £ (4 2 —4,E (n) =3, E (—1,5) = —2, etc. 
La fonction E (x) est discontinue pour toute valeur entière de la variable z. 
En effet, par exemple pour z = 1 et un accroissement suffisamment petit Az 


on a 
E(<+Az)=1, si Az > 0, 
E {+ Az) =0, si Az <0. 
D'où, compte tenu du fait que 
E (1) = 1, 

on obtient 
_f 0, si Az > 0, 
É G+A2)—E (1)={ 1, si Az < 0. 


Par suite, l'accroissement de la fonction 
Ay = E (1 + Az) — E (1) 


pe tend pas vers zéro quand Az —+ 0 et donc la fonction considérée est discon- 
tinue pour x = 1. 

Un raisonnement analogue pourrait être développé pour chacune des valeurs 
z = k, où k est un entier. 

Exemple 5. — Soit 


" 1 

(= G—2ÿ : 
Cette fonction n'est pas définie en z — 2, mais a un sens pour toutes les valeurs 
z # 2 (fig. 95). Quelle que soit la valeur attribuée à f (2), on aura toujours 


f(2+Az)—f(2 = — f (2) —+ © 


1 
(Ar)* 

4) C'est-à-dire, quel que soit e > 0, il existe dans l'intervalle ]zo — €, 
zo + el des points où la fonction f (x) est définie. 
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lorsque Az —+ 0. Ainsi, dans le cas considéré, quel que soit le choix de la valeur 
de f (x) en z — 2, à un accroissement infiniment petit Az de l'argument corres- 


y={z-2)'* 


Fig. 94 Fig. 95 


pond un accroissement infiniment grand Ay de la fonction. Cette fonction pré- 
sente donc une discontinuité essentielle"pour z = 2. 


$ 2. Autre définition de la continuité d’une fonction 


Etant donné l'importance que revêt la notion de continuité 
d’une fonction, nous allons donner une autre définition de la conti- 
nuité en un point, équivalente à celle in- 
diquée plus haut. 


Définition. — On dit ‘qu'une fonction 
f(x) est continue pour x = zx,si: 1) 
cette fonction est définie pour x = x,; 2) elle 
vérifie l'égalité 

lim} f (a) = f (1) 1, (4) 
x: 


c'est-à-dire qu'une fonction est continue en 
un point donné zx; si, et seulement si, La 
limite de cette fonction quand zx — x, est 
égale à la valeur de la fonction au point limite (fig. 96). 

On y suppose, bien entendu, que la variable z ne prend que des 
valeurs pour lesquelles la fonction f (x) a un sens. En d'autres ter- 
mes, pour une fonction f (x) continue en zx,, la condition z— z, 


entraîne 
f (x) — f (æi). 


1) On y annee comme d'habitude que z, est un point limite du domaine 
de définition de la fonction f (z). 
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Il est facile de voir que: 1) si la fonction f (x) est continue pour 
= z, au sens spécifié plus haut ($ 1), c’est-à-dire si 


lim [f(x1+4x)—f(x)1=0, (2) 
Ax1—0 


alors, en posant 
Zi + AT, =%, 


où évidemment zx —+ x, quand Az, —+ 0, et en utilisant le théorème 
de la limite d’une somme algébrique, nous obtiendrons 
lim f(x) = f(x). (3) 
XX: 
Par conséquent, la fonction f (x) est aussi continue pour z = x; 
au sens de la nouvelle définition. 
2) Réciproquement, il est évident que l'égalité (3) implique 
l'égalité (2). 
Ainsi l’équivalence des deux définitions est démontrée. 
Pour une fonction continue sur un ensemble X, on a en vertu 
de la formule (1) 


lim f(x)=f(x), Vriex. 
Puisque z,— lim x, on en tire 


XX] 

lim fG)=f (lim z); (4) 
XX: XX: 

c'est-à-dire si une fonction est continue, les signes de limite et de fonc- 

tion sont permutables. 

Dans des cours d'analyse détaillés on démontre que la formule (4) 
reste valable pour toute fonction continue x =  (t) telle que œ (t) —+- 
— z, quand t — {,. Ainsi nous avonsune condition ren- 
forcée de permutabilité de la fonction f(x) 
et de la limite: 


lim f (p (#))= (lim (D). (5) 
tt; f—t: 


Il résulte de la définition 3 ($ 1) qu'une fonction est discontinue 
en un point donné si, et seulement si, 1) elle n'a pas de limite en ce 
point ou 2) la limite de la fonction au point donné existe mais ne coïn- 
cide pas avec la valeur de la fonction en ce point. 


$ 3. Continuité des fonctions élémentaires fondamentales 
1) La fonction puissance 


= 7" 


(r étant un entier naturel (v. fig. 60)) est continue pour toute valeur 
de x (v. $ 1, exemple 2). 
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2) La fonction exponentielle 
y = a (a > 0) 
(v. fig. 63) est continue pour toute valeur de zx 1). 
3) La fonction trigonométrique 
y = Sin z 
{v. fig. 65) est continue pour toute valeur de x. 
En effet, en donnant à l'argument x un accroissement Azx et en 


désignant par Ay l'accroissement correspondant de la fonction y, 
nous aurons 


y + Ay = sin (x + Az); 
d'où 


Ay = sin (x + Ar) — sin z — 2sin 2 -cos (x ++ : 


En vertu de la remarque au théorème du $ 11, chap. VII, nous 
avons pour ÀÂxz £ 0 


._ Az [Az | . 
sin << : 

en outre 
|cos (z+ +) <1. 

Par suite 


jAy1<2. HS. 12 ar), 
c'est-à-dire que 
lim Ay=0(. 
Ax0 
Par conséquent, la fonction sin z est continue sur l'intervalle 
] — ©, + OO [. 
On démontre exactement de la même manière que 


y = COS T 


est une fonction continue sur l'intervalle ] — co, +  [ (v. fig. 65). 


$ 4. Théorèmes fondamentaux sur les fonctions continues 


Théorème 1. — La somme d'un nombre fini de fonctions continues 
est une fonction continue ?). 


1) Pour la démonstration de ce fait v. par exemple S. Nikolski, Cours 
d'analyse mathématique, t. 1 (en russe). 

2) On sn de que toutes les fonctions considérées sont définies et continues 
sur un ensemble commun X qui ne contient pas de points isolés (par exemple sur 
un intervalle] a, b [ ou sur un segment [a, b], etc.). 
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Démonstration. — En effet, si f, (x) et f, (x) sont des fonctions 
continues sur un ensemble X, et x, est un point quelconque de cet 
ensemble, alors 


lim [fs (2) + fe Cm Î @) + lim fe (2) = fs (ts) + fo (ti), 


c'est-à-dire que la limite de la somme quand zx — x, est égale à la 
valeur de cette somme pour x = x. 

En conséquence, la fonction f, (x) di fa (x) est, elle aussi, continue 
sur l’ensemble X. 


Théorème 2. — Le produit d'un nombre fini de fonctions 
continues est une fonction continue. 


Démonstration. — Elle est analogue à celle du théorème 1. 


« 


Corollaire. — Un polynôme à coefficients entiers 
P(r)=a+atr+...+a,z 
est une fonction continue. 


Théorème 3. — Le quotient de deux fonctions continues 
est une fonction continue en tous les points où le diviseur est non nul. 


Démonstration. — Elle est analogue à celle du théorème 1. 
Corollaire. — Une fonction rationnelle 
___ 4o+atz+...+anzt 
R (2) = Do biz... Home 
est continue partout, sauf en x où le dénominateur s'annule. 


Théorème 4. — La fonction continue d'une fonction continue est 
aussi une fonction continue; autrement dit, la fonction composée de 
fonctions continues est continue. 


Démonstration. — Soit x, un point quelconque du domaine de 
définition d’une fonction composée f (q (x)), où u = @ (x) est con- 
tinue au point x, et la fonction f (u) est continue au point u, — 
= (x). En vertu de la condition renforcée de permutabilité d’une 
fonction continue et de sa limite ($ 1) nous avons 


lim f (9 ()= 7 (im p (2) = 7 (6 ()), 
ce qui prouve que la fonction composée f (® (z)) est continue au 


point zx.. 
En raison du théorème 4, les fonctions 


(sin z)° = sin° x et sin (x), 


par exemple, sont continues parce que les fonctions x* et sin zx le sont. 
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Les fonctions que nous aurons à traiter par la suite sont con- 
tinues partout, sauf peut-être pour certaines valeurs de l’argument. 
Par exemple, la fonction 
sin z 
cos z 


tg z — 


(v. fig. 66) est, d’après le théorème 3 du présent paragraphe, conti- 
nue pour toutes les valeurs de l'argument x excepté pour celles où 


cos z = 0, 
c'est-à-dire sauf pour les valeurs x = (24 — Â) L où X est un 


entier quelconque. 
D'une manière analogue, la fonction 


COS x 


cobs— sin z 


(v. fig. 66) est continue lorsque sin x æ 0, c'est-à-dire en z æ kn 
(x étant un entier). 

Nous admettrons sans démonstration le théorème sur la conti- 
nuité de la fonction réciproque. 


Théorème 5. — Si y = f (x) est une fonction continue et stricte- 
ment monotone !) sur un intervalle (a, b), alors il existe une fonction 
réciproque x —= @ (y) définie sur l'intervalle (f (a), f (b)), également 
continue et strictement monotone. 


En vertu de ce théorème : le radical 4 z (r étant un entier naturel) 
(v. fig. 62), la fonction logarithmique log,z (a >0,a-1Â) 
(v. fig. 64), les fonctions trigonométriques inverses arcsin x, arccos x, 
arctg x, arccotg x (v. fig. 67 à 70) sont continues, quelle que soit 
la valeur de l'argument x pour laquelle ces fonctions sont définies. 


$ 5. Lever d’indéterminations 


Il peut arriver qu'une fonction f (x) soit définie et continue 
partout sauf en zx = x, où la fonction f (x) cesse d'avoir un sens 
(devient indéterminée). Ainsi, la question se pose: ne 
peut-on pas choisir le nombre f (x;,) de manière que la fonction 
Îf (x) complétée soit continue pour z = z,? 

D'après ce qui précède, il faut et il suffit pour cela que soit 
réalisée l'égalité 


f (x1) T0 f(x). 


1) C'est-à-dire que f (x) est une fonction strictement croissante ou stricte- 
ment décroissante sur (a, 
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Le problème consistant à trouver la limite de la fonction f (x) quand 
z — 7, s'appelle dans ce cas le lever d'indétermination, alors que la 
limite elle-même 

lim f(x), 

LL: 
si elle existe, porte le nom, pas trop heureux, de vraie valeur de la 
fonction f (x) pour x = zx.. 

Exemple 1. — Soit 


5 
[= ° 
Cette fonction perd son sens pour z = 2. En posant de plus 


f (2) = lim = lim (x+ 2) =4, 


nous obtenons une fonction qui est partout continue, y compris 
pour z = 2. Si l’on pose f (2) = 4, la fonc- 
Yy=f(x) tion correspondante sera discontinue pour 
x = 2 (fig. 97). 
Exemple 2. — La fonction 


fa 


est indéterminée en z— 0. Posant en 
Z outre, 


Fig. 97 ji SIT 
ig f(0)=lim——=1, 


nous obtenons une fonction définie et continue pour toutes les 
valeurs de l'argument x. 


$ 6. Classification des points de discontinuité d’une fonction 
Un point de discontinuité x, d’une fonction f (x) s'appelle point 
de discontinuité de première espèce ou régulier si la fonction admet 
une limite à gauche et à droite finie en ce point ($ 4) (fig. 87): 
lim f(=f(r—0), lim f(2=/f (+0) 


X—Xo—0 X—x0+0 
(ceci étant, la fonction f (x) ne doit pas nécessairement être définie 
au point 2,, c'est-à-dire que f (x;) peut ne pas exister). 
Le nombre 
ô = f (zo + 0) — f (to — 0) 


s'appelle saut de la fonction f (x) au point xs. 
Tous les autres points de discontinuité x, de la fonction f (x) 
sont ses points de discontinuité de deuxième espèce ou irréguliers. 
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Les plus importants parmi ces derniers sont des points de dis- 
continuité infinie zx, pour lesquels existent des limites 
unilatères (finies ou infinies) 


lim f(x) et lim f(x) 
xx: +0 L 


-— — 


X—x, —-0 


dent l’une au moins est infinie (v. par exemple, fig. 98). 

Dans un tel cas, la droite x — x, porte le nom d'asymptote verti- 
cale de la courbe représentative de la fonc- | 
tion y = f (x). | 

Une fonction qui ne présente sur un 
intervalle donné qu'un nombre fini de 
points de discontinuité de première espèce 
s'appelle fonction continue par morceaux 
sur cet intervalle. Remarquons qu'aux 
points de discontinuité une fonction conti- 
nue par morceaux peut ne pas être définie. 

Signalons que pour la continuité d'une 
fonction f (x) en un point x, il faut et il suf- 
fit que soient égaux les trois nombres: 


f (&o — 0) = f (zo + 0) = f (x) 


(c'est-à-dire que le saut de la fonction au 
point zx, soit nul). 

Exemple. — Etablir la nature du point de discontinuité zx, — 0 
de la fonction 


ÿ 


Zy 


Fig. 98 


f (x) = arccotg Z. 
On a ici 
lim arccotg + =n et lim arccotg + — 
x—-0 x—+0 Z 
Par suite, z, = 0 est un point de discontinuité de première espèce. 


EX ERCICES 
1. Déterminer l'accroissement de l’argument x et de la fonction 
y = Îgz 


sachant que l'argument a varié de 10 à 100. 
2. Montrer que pour une fonction linéaire 


y=az+b 


l'accroissement Ay ne dépend pas de z. 
3. Démontrer que la fonction 


y=Vz 
est continue. 
10—0131 
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. 4. Même question pour la fonction y =|zx|. 
Trouver les points de discontinuité des fonctions: 
zx 
5. J (zx) = 


(z+1) (z+2) (z+3) 
6. f()=te (2:42) | 


4 
| 

RIRE Se 
Trouver la « vraie valeur » des fonctions 
8. (= — our z= 
. ( _ pour z=t. 

2— V7 
9. f(x) = ge u pour r—4. 
10. f(z)= EE pour z= 0. 


11. Déterminer les points de discontinuité des fonctions a) re (1) . 


b) arctg * C) sin + et établir leur nature. 


4—7z 


CHAPITRE IX 


DÉRIVÉES 


$ {. Problème de la tangente 


Soient M un point fixe d’une courbe continue donnée X (fig. 99) 
et MM" une sécante passant par M. Faisons tendre sur la courbe X 
le point M vers le point fixe M. Si la sécante MM” tend vers une 


rt 
position limite MT, c'est-à-dire si l'angle y = M'MT — 0 quand 
M' — M, on dit alors que la droite limite MT est la tangente en M 
à la courbe X. 


Définition. — On appelle tangente en un point donné NM (point 
de tangence) à une courbe continue donnée la position limite de la 
sécante MM’ passant par M quand le deuxième point d'intersection 
M" s'approche indéfiniment du premier point suivant la courbe. 


Si [a sécante MM” n'a pas de position limite quand M°— M 
on dit que la tangente en M à la courbe donnée n'existe pas. 


T 


Fig. 99 Fig. 100 


Montrons maintenant comment on trouve l'équation de la tan- 
gente à une courbe à partir de l'équation de cette courbe. 


Ld 


Problème. — Etant donné l'équation d'une courbe continue 


y = f (x) 
trouver l'équation de la tangente à la courbe en un point M (x, y) 
donné de cette courbe en supposant que la tangente existe. 
En plus du point M (x, y), prenons sur notre courbe un autre 
point M°(x + Az, y + Ay) (fig. 100). Menant la sécante MM” 


10% 


148 DERIVÉES (CH. IX 


et les droites MN || Oz et M°'N || Oy, nous obtenons un triangle 
rectangle MNM” de côtés d'angle droit MN = Az et NM” = Ay. 
Soit o l'angle que la sécante MM” fait avec la direction positive 


NS 
de l’axe Oz; alors il est évident que VMM” = . Le triangle rectan- 
gle MNM” donne pour le coefficient angulaire de 
la sécante 


k'=tgp=—. (1) 


Supposons maintenant que M’ —+ M; il est alors évident que 
Az — 0 et la sécante MM” tend vers sa position limite, c’est-à-dire 
vers la tangente MT au point M (nous supposons que la 
tangente existe). Désignons par & l'angle que la tangente MT forme 
avec la direction positive de l’axe Ox. Lorsque Az —+ 0, nous avons: 
o— «& et, si la tangente MT n'est pas perpendiculaire à l’axe Oz, 
nous obtenons du fait que la fonction tangente est continue: 


te o—+ tg &, 


d'où, en passant à la limite dans l'égalité (1) quand Ar —+ 0, nous 
obtenons le coefficient angulaire À =tga de la tan- 
gente MT: 


. Ay 
k=]lim —. 2) 
Ax-0 7 
La limite au second membre de l'égalité (2) porte le nom de dérivée 
de la fonction y = f (x) au point x et se note 


= 


lim 2 =y=f" (2) (3) 
Ax—0 
(y se lit: « y prime»). 
Ainsi, Le coefficient angulaire de la tangente à la courbe représen- 
tative d’une fonction est égal à la valeur de la dérivée de cette fonction 
au point de tangence, soit: 


k=j'(). (4) 


Connaissant le coefficient angulaire de la tangente il est facile 
d'écrire l'équation de cette dernière. Etant donné que la tangente 
MT passe par le point de tangence M (x, y), son équation est de 
la forme (v. chap. III, & 3) 


Y—y=k#k(X — 2), 


où X et Y sont des coordonnées courantes. En y portant la valeur 
du coefficient angulaire k et tenant compte du fait que le point M 
appartient à la courbe, nous obtenons l'équation de la tangente 
à cette courbe 


he et Y-f(=f D (X—02). (5) 
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Remarque 1. — Si on désigne, pour plus de clarté, les coordon- 
nées du point de tangence par (x,, y.) et les coordonnées courantes 
‘comme à l'ordinaire par (x, y), l'équation de la tan- 
gente à la courbe y = f (x) au point M, (x,, y.) prend la forme 


ÿ—Y=y (t— 1), (5°) 


où y, = f (m) et y, = f(x). 

Remarque 2. — Dans ce qui précède nous avons supposé que 
la tangente MT à la courbe y = f (x) au point M existait. Récipro- 
quement, il est facile de montrer que si la fonction y = f (x) admet 
au point x une dérivée finie, c’est-à-dire la limite (3) (on dit qu'une 
telle fonction est dérivable au point x), alors la courbe représentative 
de cette fonction possède au point correspondant une tangente (5) 
non parallèle à l’axe Oy. 


$ 2. Problème de la vitesse de mouvement d’un point 


Le problème de calcul de la vitesse d'un mouvement non unifor- 
me nous conduit, lui aussi, à la notion de dérivée. 

Supposons qu’un point M se déplace le long d'une droite que 
nous prendrons pour axe Oz (fig. 101). À chaque valeur du temps t 


Ti LT. 
ER 7 RER, ES 


g M 1° L 
Fig. 101 


correspond une distance déterminée OM = x. On peut donc dire 
que l’abscisse x du point en mouvement est fonction du temps {: 
x f\(L): 

Cette équation porte le nom d'équation du mouvement ; elle traduit 
la loi de mouvement du point. 

Problème. — Connaissant la loi du mouvement, trouver la vitesse 
du point mobile à un instant quelconque. 

Supposons qu'à l'instant t le point en mouvement occupe une 
position M telle que OM = zx. A l'instant { + At le point occupera 
la position M”, où OM” = x + Az. On peut écrire 


z+ Ax=/f(t + At). 
Le déplacement du point M pendant le temps At sera donc égal à 
Az = f(t + At) — j (t). (1) 


Si le point M s'est déplacé pendant la durée [{, & + At] toujours 
dans le même sens, alors Az représente numériquement le chemin 
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parcouru par le point pendant le temps At !). Le rapport 


Az _ f(t+At)—f (+) 
ENTREE (2) 


exprime la vitesse moyenne de variation de l’abscisse z 
pendant l'intervalle de temps At, que l’on appelle généralement 
vilesse moyenne du mobile. La limite de la vitesse moyenne quand 
l'intervalle de temps At tend vers zéro s'appelle vitesse de mouvement 
à l'instant { donné. En désignant cette vitesse par v, nous obtenons 


v = lim 2e 
At-0 At 
ou 
lin Po F0 (3) 
At0 ê 


On peut dire, par analogie avec le problème de la tangente 
($ 1), que la relation (3) ainsi obtenue exprime la dérivée 
de la fonction x par rapport à la variable f, i.e. 


uv = f' (t). 


Ainsi, la vitesse d'un mouvement rectiligne est égale à la dérivée 
du chemin par rapport au temps ?). 


Remarque. — Notons que si v — f” (t) conserve le signe dans un certain 
intervalle a << t < b, on peut démontrer (v. chap. XI, 8 2) que pour tout instany 
t€ Ja, b[ le point se déplace toujours dans le même sens pendant un intervalle 
de temps suffisamment petit {f, £ + At]. Ainsi, Az représente le chemin par- 
couru par le point, si bien que l'énoncé donné plus haut est localement (c’est-à- 
dire pour un intervalle de temps suffisamment petit) exact. 

Au contraire, si à un instant ?, on a f’ (t,) = 0, c'est-à-dire si, pour un 
intervalle de temps infiniment petit At, = t —1t, le déplacement correspon- 
dant Ar du point est un infiniment petit d'ordre supérieur, alors Az ne repré- 
sento pas en général le chemin parcouru. Par exemple, une telle situation se 
présente dans le cas où le point effectue des oscillations rapidement amorties 
autour de sa position d'équilibre. Dans ce cas la formule (3) n’est pas adéquate 
à notre définition. 


$ 3. Définition générale de la dérivée 


Historiquement, la résolution des problèmes de la tangente et 
de la vitesse de mouvement a conduit à la notion de dérivée 
qui est l’une des notions fondamentales des mathématiques supérieu- 


1) Dans le cas général, le déplacement d’uu point et le chemin parcouru par 
ce point sont différents. Par exemple, si pendant la première seconde a près 
le commencement du mouvement le point s’est déplacé de 10 m vers la droite 
et pendant la seconde suivante de 10 m vers la gauche, son déplacement pendant 
Rene de temps Af = 2 s est Ar = (), alors que le chemin parcouru s = 
= m. 

2) D'une manière plus précise, La vitesse est La dérivée de  lL'abscisse du mobile 
par rapport au temps. 
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res. Au fond, en résolvant ces problèmes, nous avons dû effectuer 
toujours la même opération: trouver la limite du rapport de l’accrois- 
sement de la fonction par l'accroissement de la variable. Nous 
allons maintenant étudier cette question sous sa forme générale. 

Nous supposerons pour simplifier l'exposé que la fonction consi- 
dérée y = f (x) est définie sur un certain intervalle fini ou infini 
X = ja, bl et est continue sur cet intervalle. Soit zx un point 
fixe de l’intervalle ] a, b [. Donnons à l’argument x un accroisse- 
ment Az # 0 tel que x + AxE]la, bÎ, alors l'accroissement cor- 
respondant de la fonction y est 


Ay = f (x + Az) — f (x). (1) 
Considérons le taux d'’accroissement 
Ay 
Az (2) 


Il montre combien de fois sur l'intervalle donné [x, x + Azxl] l'ac- 
croissement de la fonction y est plus grand que l'accroissement de 
l'argument x; en d'autres termes ce rapport exprime la vitesse 
moyenne de variation de la fonction y par 
rapport à l'argument zx sur l'intervalle [r, x + Axl. 

Soit Az — 0 ; alors Ay —- 0 (du fait de la continuité de la fonc- 
tion y). Désignons par X, € ] a, b [{ l’ensemble des points de l’inter- 
valle Ja, b[ pour lesquels le passage à la limite 


ni Az (3) 
a un sens. Alors la formule 
. Ay 
= lim —— X 4 
Re (CA, 0) (4) 


définit une fonction y’ = f’ (x) qui porte le nom de dérivée de la 
fonction f (x). 


Définition. — On appelle dérivée d'une fonction y = f(x) la 
limite, si elle existe, du rapport de l'accroissement de la fonction par 
l'accroissement de l'argument à condition que l'accroissement de 
l'argument tende vers zéro. 


Ainsi, la dérivée de la fonction f (x) est une fonction f’ (x) dé- 
rivée (c’est-à-dire obtenue suivant des règles déterminées) de la 
fonction donnée. 

On dit qu'une fonction est dérivable sur un ensemble X, si elle 
possède une dérivée sur cet ensemble (v. chap. XII). 

Si z € X, est fixe, alors la dérivée y” représente en vertu de la 
relation (4) la vitesse de variation de la fonction y par rapport à l'argu- 
ment zx au point zx. 
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Pour désigner la dérivée d’une fonction donnée y = f (x) on 
utilise en plus de 
y = jf (&) Lagrange) 
encore les symboles 
d d à : 
= f(x) (Leibniz) ?) 
(le sens de cette désignation sera expliqué au chap. XII) et 
y=f(x) Newton)®). 
Dans les cas où il s’agit de préciser l'argument (x, t, etc.) par 


rapport auquel on prend la dérivée de la fonction y, on utilise pour 
les dérivées correspondantes les désignations 


Yxs Ytr etc. 


Remarque. — On définit d’une manière analogue la dérivée d’une fonction 
y = f (x) définie sur un ensemble X ne contenant pas de points isolés. En par- 
ticulier, une fonction f (x) est dérivable sur un segment [a, b] si pour tout point 
zE€[a, b] il existe la limite 


, _ 1: Ay 
COR: 
et on suppose par ailleurs que zx + Axe [a, b]. Ici, 
f'(@)= lim {(@HAz)—f(a) à j (= lim {U+A2)— IC) 
A+ 0 Az Ax—-0 Az : 
Pour désigner la dérivée y’ = f’ (x) de la fonction y = f (x) 
en un point fixe z = zx,, on écrit 
(UDES = [f° (z)]x=x; + jf (x). 


Ici, f” (x;) est un certain nombre. 
En utilisant la formule (1), on peut mettre l'expression de la 
dérivée sous une forme plus détaillée 


, . Az) — =“ 
f' (x) = Jim ER TE, (5) 
En s'appuyant sur la théorie des limites, on peut calculer les déri- 
vées des fonctions à l’aide de la formule (5). 


Exemple 1. — Calculer la dérivée de la fonction y = z°. 
Soit z une valeur fixe quelconque de l’argument. En donnant à r un accrois- 
sement Az 0, nous aurons 


y + Ay = ( + Az}. 


1) On énonce :« y prime égale jf prime de zx». 
3) y s'énonce: € dy sur dr?. 


3) y se lit: y point ». 
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D'où 
Ay = (zx + Az} — x = 2r-Az + (Ar)? 
et par conséquent 
y'= lim AY _ lim (2r+Ar)=2r. 
Ax-0 AT  Ax-0 
Ainsi, 
(2) = 2x. (6) 

En résolvant le problème de la tangente ($ 1), nous avons mis 

en évidence la signification géométrique de la dérivée. 


Interprétation géométrique de la dérivée.— Etant donné une 
fonction y = f (x), sa dérivée y’ = f’ (x) est égale pour toute valeur 
de x au coefficient angulaire de la tangente 
à la courbe représentative de cette fonction au C4 
point correspondant. 

Exemple 2. — Ecrire l'équation de la Ts vus 
à la courbe y = x? au point M (1, 1) (fig. 102). 

Calculons la dérivée y’ pour z = 1. Suivant 


la formule (6)*nous”avons 
M1, 1) 


y" —= 2x. 


D'où 
k= (Wan = 2. d É 
L'équation de la tangente s'écrit donc 
y—1—=2(z—1) ou y = 2x — 1. 


Remarquons que la tangente à la cour- 
be de la fonction y— f(x) au point 
donné forme avec la direction positive de l’axe Ox un angle aigu ou 
obtus suivant que la dérivée en ce point est positive ou négative. Si 
la dérivée est nulle, la tangente à la courbe de la fonction au point 
correspondant est de toute évidence parallèle à l’axe Ox. Les ré- 
ciproques sont également vraies. 

I] résulte de la définition de la dérivée que y’ donne la vitesse 
de variation de la fonction y = f (x) par rapport à l'argument x. 
Par exemple, si en un point quelconque zx on a y’ = 2, cela signifie 
que sur un intervalle assez petit [x, x + Az] l'accroissement Ay 
de la fonction y est approximativement deux fois plus grand que 
celui de l’argument zx, ce rapport étant d'autant plus précis que 
| Az | est plus petit. 

La dérivée de la fonction y = f (x) prend un sens particulière- 
ment suggestif lorsque l'argument x désigne le temps. Dans un tel 
cas le rapport 


Fig. 102 


Ay 

Az 
représente la vitesse moyenne de variation de 
la fonction y dans l'intervalle de temps. 
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[z, x + Azxl. Quant à la limite de ce rapport 


: Ay 
y" = lim — 
Ax=0 ÀT ? 
elle exprime la vitesse(instantanée)de variation 
de la fonction y au temps zx. 
Ainsi donc nous avons: 


Interprétation physique de la dérivée. — Etant donné une fonction 
y = f (x), où y varie avec le temps x, la dérivée y. est la vitesse de 
variation de cette fonction à l'instant donné x. 


La dérivée permet d'étudier le caractère de variation de la 
fonction. Plus grande est la valeur absolue de la dérivée, plus forte 
est la variation de la fonction y avec la variation de x et donc plus 
grande est la pente de la courbe ascendante ou descendante de cette 
fonction. Si la dérivée d’une fonction y est positive, cela signifie 
évidemment que lorsque l'argument zx croît, il en est de même de la 
fonction y; si la dérivée d'une fonction est négative, cela signifie 
que la fonction y décroiît lorsque l'argument x croît. Cette question 
sera reprise avec plus de détails dans le chap. XI, $ 2. 

La notion de dérivée trouve de très nombreuses applications 
en géométrie, physique, mécanique, chimie, biologie et autres 
sciences. 


$ 4. Autres applications de la dérivée 


La rapidité avec laquelle se déroulent les phénomènes physiques, 
chimiques, biologiques et autres, par exemple la vitesse de refroidis- 
sement d’un corps, la vitesse d’une réaction chimique, etc., s’expri- 
me, elle aussi, à l’aide de la dérivée. Expliquons ceci sur des exem- 
ples. 

Exemple 1. — Supposons que la température U d’un corps soit 
une fonction décroissante du temps 


U = f (t). 
Soit t un instant fixe. Si t subit un accroissement At, la tempé- 
rature varie (diminue) de AU; alors le taux d’accroissement 
AU 
At 
représente la vitesse moyenne de refroidissement du corps. Quant 
à la limite de ce taux d’'accroissement lorsque At —+ 0, c'est-à-dire 


._ AU _» 
lim = f' (1), 
elle exprime la vitesse de refroidissement du corps à l'instant donné t. 
Ainsi, La vitesse de refroidissement d'un corps est égale à la dérivée 
de la température par rapport au temps. 
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Exemple 2. — Soit x la quantité de substance qui s'est formée 
lors d’une réaction chimique pendant un intervalle de temps ft. 
Il est évident que zx est fonction du temps f: 


z = f (t). 
Si At est l’accroissement de t, Azx est l'accroissement de x. Alors 
le taux d’accroissement 
Az 
At 
représente la vitesse moyenne de la réaction chimique, et la limite 


; Az 
] — = f" (t 
ra At fe) 


exprime la vitesse de la réaction chimique à l'instant donné t. 
Ainsi, la vitesse d’une réaction chimique est égale à la dérivée de 
la masse réagissante par rapport au temps. 


$ 5. Relation entre la continuité et la dérivabilité d’une fonction 


Comme nous l'avons vu plus haut (chap. VIII, $ 1), une fonction 


y = f(x) (1) 


est dite continue en un point x si en ce point 


lim Ay = 0. 

Ax0 
La fonction (1) est dite dérivable en un point x si elle possède une 
dérivée en ce point, c’est-à-dire si existe une limite finie 


._.. Ay y 
ni £ 


Entre ces notions fondamentales de l'analyse mathématique il 
existe une relation simple. 


Théorème. — Si une fonction est dérivable en un point, elle est 
continue en ce point. La réciproque est fausse: une fonction continue 
peut ne pas avoir de dérivée. 


Démonstration. — Supposons que la fonction y = f(x) soit 
dérivable au point x, c'est-à-dire que la relation (2) soit réalisée 
pour cette fonction. Ecrivons l'identité 


Ay=.Ar (Az#0). 
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D'où 


Jim Ay= lim ali us Axz=y"-0=0. 
Ax—0 äx—0 Z 


Par conséquent, la fonction y = f (x) est continue au point x. 
Corollaire. — Si une fonction est discontinue en un point, elle 
n'admet pas de dérivée en ce point. 
Comme exemple de fonction continue et n'admettant pas de 
dérivée en un seul point on peut indiquer la fonction 


y= Î|z| 


(fig. 103). Cette fonction est continue en x = 0 mais elle n’est pas 
dérivable pour cette valeur de la variable parce que la tangente 
à la courbe de la fonction n'existe 
pas au point x = (. 

Les mathématiciens (Weier- 
strass et autres) ont réussi à cons- 
truire des fonctions continues et n’ad- 
mettant de dérivée en aucun point. 

Une distinction nette entre les no- 

Fig. 103 tions de continuité et de dérivabilité 
d’une fonction a été établie pour la 
première fois par le génial mathématicien russe Lobatchevski. 

Remarquons que la dérivée y’ = f’ (x) d’une fonction continue 
y = f(x) ne doit pas être elle-même forcément 
continue. Si une fonction f (x) admet une dérivée continue 
f” (x) sur un intervalle (a, b), on dit qu’elle est lisse (ou continüû- 
ment dérivable) sur cet intervalle. Une fonction f (x) est dite lisse 
par morceaux (ou continüment dérivable par morceaux) sur un 
intervalle donné (a, b) lorsque sa dérivée j” (x) n’admet qu'un 
nombre fini de points de discontinuité, tous étant de première 
espèce. 


$ 6. Notion sur la dérivée infinie 


Si une fonction y = f (x) est continue en un point x, et si 


1° (xo) = lin tee = CO, (1) 


on dit que la fonction f (x) a une dérivée infinie au point x = xs. 
Suivant la signification géométrique de la dérivée ($ 1), la dérivée 
Yo = f (ro) est égale au coefficient angulaire À = tg à de la tan- 
gente au point z,. Par suite, tg & = œ et donc a — 5. Ainsi, 
la condition (1) signifie géométriquement que la fonction y = f (x} 
a au point z, une tangente verticale. 
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EX ERCICES 


1. Qu'entend-on par: a) pente moyenne d'un chemin ; b) pente d'un chemin 
<n un point donné? 

2. Qu'est-ce que c'est que: a) la densité linéique moyenne d’une barre 
matérielle ; b) la densité linéique d’une barre en un point donné? 

3. Que faut-il entendre par a) vitesse moyenne de variation de l’aire d’une 
mer; b) vitesse de variation de l'aire d’une mer à un instant donné? 

4. Donner la définition: a) de la chaleur spécifique moyenne d’un corps: 
b) de la chaleur spécifique d’un corps. 


CHAPITRE X 


THÉORÈMES FONDAMENTAUX 
SUR LES DÉRIVÉES 


$ 1. Remarques préliminaires 


‘Comme nous l’avons vu, la résolution de nombreux problèmes 
se ramène au calcul des dérivées des fonctions connues. Ïl est donc 
bien important de savoir calculer rapidement les dérivées des fonc- 
tions plus ou moins compliquées. 

L'opération de calcul d’une dérivée s'’eppelle dérivation et la 
fonction ayant une dérivée finie sur un ensemble donné porte le 
nom de fonction dérivable sur cet ensemble. L'étude de la dérivée 
et de ses applications fait l’objet du calcul différentiel. 

Nous allons étudier dans ce chapitre les principales règles de 
dérivation des fonctions. 

Nous supposerons ici, sauf mention expresse du contraire, que 
les fonctions considérées sont définies sur un certain intervalle fini 
ou infini. 

Avant de passer à l'étude des principales règles de calcul des 
dérivées, calculons les dérivées de quelques fonctions simples. 


$ 2. Dérivées de quelques fonctions simples 


Pour calculer la dérivée d’une fonction y = f (x) on peut opérer 
d'après le procédé général suivant: 

1) on donne à l'argument x un accroissement Azx — 0 et on 
calcule la nouvelle valeur de la fonction y + Ay = f (x + Ax); 

2) en retranchant de la valeur finale de la fonction y + Ay 
sa valeur initiale y = f (x), on obtient la variation Ay de Ia fonc- 
tion : 

3) on fait le quotient des deux accroissements _ : 

4) on calcule la limite de ce rapport quand Az — 0. Le résultat 
du passage à la limite lim _ — y" donne précisément la déri- 

Ax—0 

vée y’ de la fonction y par rapport à la variable x si, bien entendu, 
cette limite existe. 

Appliquant ce procédé général, calculons les dérivées de quelques 
fonctions élémentaires. 
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. I. Dérivée d'une puissance x", où mr est un entier positif. — 
it 
ÿ—= 2". 
On a 
y + Ay = (x + Ar)” 


ou suivant la formule du binôme de Newton 


y + Ay = x" + miam! Az +709 7-2 (Az)? + + (Ax)”; 
d’où 
Ay = mam-t Az MOD qm-2 (A2) +... + (Ar) 

et 

DAY _pymi js MM) m2 m—i 

Me k 1.2 _? Az+...+ (Az) ; 

En passant à la limite quand Az —+ 0, on trouve 
CES . Ay sn m— 
y — us Az = MX 1, 
Par suite 
(= metre, (+) 


On peut donc énoncer le théorème suivant : la dérivée d'une puissance 
entière positive d'une variable indépendante est égale au produit de 
son exposant par la puissance de même base dont l'exposant est diminué. 
d'une unité. 

En particulier, pour m—=41ona 


(x) = 1, 


c'est-à-dire que la dérivée d'une variable indépendante est égale à 
l'unité. 

On a aussi 

(2°) = 2x,, (7) —3;, 

etc. 

Remarque. — Nous verrons plus loin ($ 10) que la formule (1). 
est valable pour tout exposant m réel et constant (en particulier. 
pour un exposant fractionnaire). De ce fait, on a par exemple 


à —_ 


4 - 


L 
(Vz) =G?) = 32 == (x>0); 


c'est-à-dire que la dérivée de la racine carrée d'une variable indépen- 
dante est égale à l'inverse de la double racine. 
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Pour x = 0 la fonction y — V x possède la dérivée y’ — oo qui est une 
dérivée à droite parce que Az —+ +0. Géométriquement cela signifie 


que la tangente à la parabole y — V zx au point z = 0 est perpendiculaire à l'axe 
Oz. 
II. Dérivée de sin x. — Soit 
y = Sin 2, 
où la variable x est exprimée en radians. On a 
y + Ay = sin (r + Ar). 


D'où 
Ay = sin (x + Ax) — sin zx, 
soit | 
Ay = 2 sin «cos (z + =) : 
Divisons les deux membres de la dernière égalité par Ax, il vient 
Az 
DS DE (z + +) 
Az Az 2 
ou 
sin _— 
Ay Azx 
A EE. -C0S (z+— }: 


2 


Passons à la limite quand Az —+ 0 et utilisons le théorème su 
la limite d'un produit, il vient 


. Az 

Ay Sin — 

‘= Jim —= lim 
ÿ Ax—0 Az 


° lim cos(r ++). 


Ax—01 — àx—0 


Le théorème sur la limite du rapport du sinus d’un arc infiniment 
petit à cet arc (chap. VII, $ 11) dit que 


En outre, compte tenu de ce que la fonction cos x est continue, nous 
avons 


0 cos (x + + LE) = 00 Eu (z + } [= cos z. 


Par suite 
y" = 1-cos x = cos x, : 
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c'est-à-dire que 
(sin x)” = cos z. 
On a donc le théorème: la dérivée de sin x est égale à cos x. 
III. Dérivée de cos x. — Soit 
y = COS +. 
Alors, 
y + Ay = cos (x + Az) 


Ay = cos (x + Az) — cos z 


et par suite 


ou 


AT: : Az 
Ay = —2sin —7 * Sin (z+ +). 
Il s'ensuit que 


sin 
Ay 2 
A ae (z+—). 
2 
Passons à la limite quand Az —+ 0, il vient 
Sin Lis 
5 : Ay 2 : : Az 
y'= lim == — |jim . lim sin (z+—+). 
Ax=-0 À Ax—0 Se Ax—0 2 
Puisque 
sin EE 

: 2 

lim = À 

Ax-0 _Àz 
et 

lim sin (z L +) = sin Z, 
Ax—0 
on obtient finalement 
y" = —sin z, 
donc 
(cos x)’ = —sin z. 
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(2) 


(3) 


On peut donc énoncer le théorème suivant: la dérivée de cos x 


est égale à sin x changé de signe. 


$ 3. Principales règles de dérivation des fonctions 


Proposons-nous maintenant d'établir les principales règles de 


dérivation des fonctions. 


Nous supposerons que toutes les fonctions considérées sont défi- 
nies et dérivables sur un intervalle commun et que toutes les valeurs 
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utilisées de l’argument zx, ainsi que les valeurs zx + Azx appartien- 
nent à cet intervalle. 
I. Dérivée d’une constante. — La dérivée d'une constante est 


nulle. 
Une grandeur constante c peut être considérée comme une fonc- 


tion 
f@)=c 


qui prend une seule et même valeur. 
Donnons à l'argument x un accroissement Az 0, alors du 
moment que la fonction f (x) est constante, nous aurons 


f{z+ Az) = c. 


En soustrayant membre à membre la première égalité de la deuxiè- 
me, nous obtenons 


f(x + Az) — f(x) = 0; 


d'où 
f(a+42—f( _p 
A e 


Passons maintenant à la limite quand Az —+> 0, nous trouvons 


; nn f(x +Az)—f(2) 
f'G= lim RÉ E = 0, 
c’est-à-dire que 
c = 0. (1) 


En traduisant ce résultat en un langage de mécanique, nous 
obtenons une interprétation concrète suivante de notre théorème: 
la vitesse d'un point au repos est nulle. 

IT. Dérivée d’une somme. — La dérivée d'une somme 
algébrique d'un nombre fini de fonctions dérivables est égale 
à la somme algébrique des dérivées de ces fonctions. 

Soit par exemple 


yY=u+v—w, 
où u, v et w sont des fonctions dérivables de x. 

Donnons à l'argument x un accroissement Az; alors chacune 
des fonctions u, v et w subira un accroissement respectif Au, Av 
et Aw, tandis que l'accroissement de la fonction somme y sera Ay. 
Nous aurons 


y + Ay = (u + Au) + (v + Av) — (w + Aw). 


Soustrayons membre à membre la première égalité de la seconde, 
il vient 
Ay = Au + Av — Aw. 
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Divisons les deux membres de la dernière égalité par Az, nous aurons 
A 
Az Ar ‘ Az Az © 

En passant maintenant à la limite quand Az —+ 0 et compte 


tenu du fait que chaque terme au second membre a une limite, 
nous trouvons 


; Ay - Au : Av ; Aw 
ho === lin ——+ lim —-- Jim —— 
Ax-0 AT 4x0 AZ Ax-0 ÀT 4x0 ÀT 


? 


ou encore, en utilisant la définition de la dérivée, nous obtenons 
finalement 


y” — u’ + v’ — WW”. 
Ainsi, si chacune des fonctions u, v et w est dérivable, la somme 


algébrique de ces fonctions (par exemple u + v — w) l’est aussi; on 
a dans ce cas 


(u +v—w) = u" + v — w. (2) 
Exemple 1. — Calculer la dérivée de la fonction 
y=2—-2z+ zx. 
En appliquant la formule (1) du $ 2, on obtient 
y = (2) — (2) + (22) = —1 + 2. 
Corollaire. — Si deux fonctions dérivables ne diffèrent l'une de 
l'autre que d'un terme constant, leurs dérivées sont égales. 


En effet, si f (x) est une fonction dérivable et c un terme constant, 
on a 


F@+d=f(@)+() = /f() +0=7ÿf (2). 


III. Dérivée d’un produit. — La dérivée d'un produit 
de deux fonctions dérivables est égale à la somme du produit de la pre- 
mière fonction par la dérivée de la deuxième et du produit de la deuxiè- 
me fonction par la dérivée de la première. 

Soit 

y = WU, 
où u et v sont des fonctions dérivables de x. Donnons à x un accrois- 
sement Az; alors la variation de u sera Au, la variation de v sera Av 
et celle de y sera Ay. On aura 


y + Ay = (u + Au) (v + Av) 
ou 
y + Ay = uv + u- Av + v- Au + Au: Av. 
Par suite, 
Ay = u: Av + v- Au + Au: Av. 


118 


164 THÉOREMES FONDAMENTAUX SUR LES DÉRIVÉES [CH X 


D'où 
Au. 4. Au, Au, 4e 
D nn on 
En passant à la limite dans la dernière égalité quand Az — 0 
et en tenant compte du fait que uw et v sont indépendantes de Az, 
nous aurons 


: Ay : Av : Au à Au 
lim ———=u. lim ——<+v. lim —— lim —— X 
Ax—0 Az Ax—0 Az L Ax—0 Az : Ax—0 Az 
x lim. Jim Az 
Ax—0 Az Ax—0 
ou 


’ 


y" = ur” + vu’. 
Ainsi, si chacune des fonctions u et v a une dérivée, le produit de 
ces fonctions a aussi une dérivée et on a de plus 
(uv) = uv’ + vu’. (3) 


Exemple 2. — Soit 
y = D sin z. 


En’appliquant la formule (3) et en utilisant les formules (1) et (2) du & 2, nous 
aurons 
y’ = à (sin x)’ + (=)’ sin r = 2 cos z + 37° sin z. 
Corollaire 1. — On peut faire sortir un facteur constant du signe 
de dérivation. 


En effet, si c est un facteur constant, on a 
(cu) = cu’ + c'u, 
d'où, puisque c”’ = 0, on obtient 
(cu) = cu’. 
Corollaire 2. — Si 
y = UUW, 
où u, vet w sont des fonctions dérivables de x, on a 
y = (uvw) = [(uv) w] = (uv) w' + (uv) w = 
— (uv) w° + (uv + u'v) w = u’vw + uv'w + uvw’. 
En général, La dérivée d’un produit de plusieurs fonctions dérivables 


est égale à la somme des produits de la dérivée de chacune de ces fonctions 
par toutes les autres. 

IV. Dérivée d’un quotient. — Si le numérateur et le dénominateur 
d’une fraction sont des fonctions dérivables et si le dénominateur ne 
s'annule pas, la dérivée de la fraction est aussi une 
fraction dont le numérateur est la différence entre le produit du déno- 
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minateur de la fraction par la dérivée du numérateur, et le produit du 
numérateur de la fraction par la dérivée du dénominateur et dont le 
dénominateur est le carré de celui de la fraction initiale. 

Soit 


= 
y= —, 


où uw et v sont des fonctions dérivables de z et v = 0. Donnons à l’ar- 
gument x un accroissement Az; alors les variations des fonctions 
u, v, y seront respectivement Au, Av, Ay et nous aurons 


u + Au 


y+Ay= v—+ Av ” 


En soustrayant membre à membre la première égalité de la 
deuxième, nous obtiendrons 


Ay = 


u + Au _u 
v+ Av U 
ou bien 
___v'Au—u Ar 
AY Eu) v 
Il en résulte 
pete nee 
Az  (v+Avju 
Soit Ar —+ 0. Comme Ja fonction v est dérivable au point x, 
elle est continue en ce point (chap. IX, $ 5) et par suite 
lim Av=0. 
Ax—0 
Aussi, en passant à la limite dans l'égalité (4) et en tenant compte 
du fait que les fonctions u et v sont dérivables, obtenons-nous 


,! , 


MORT Ge 1 
et, finalement, 
u \”  vu'—uc 
() =. (9) 
Exemple 3. — Soit 
z°— 1 
V= Er 


alors, en PPRene la formule 6), nous aurons 


27$+2r—22+2r 4x 
A Gp 
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Corollaire 1. — Si le dénominateur d’une fraction est une constan- 


le, alors 


( u | = cu’—uc’ u 
c c? TT € 


et donc 


u \’ u’ 
(=) ==. 


Remarque. — Le dernier résultat est évident parce que 


u 1 
——— | 

C C 

et par suite 

(+) = Lu 2 
C C C 


Corollaire 2. — Si le numérateur d'une fraction est une constante, 


alors 


Exemple 4. — Si 


on a par la formule (ÿ) 


(6) 


V. Dérivée d’une puissance à exposant entier négatif. — Soit m 


un entier positif et 


y=2z" 
ou 
1 
Fm 
En appliquant la formule (7) nous obtiendrons 
’ (xm)" mrmi =mMm— 
Donc, 
(x) = —mr tt, 


(8) 


Nous avons obtenu la même règle que pour la dérivation d’une 


puissance entière positive. 
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VI. Dérivée de y = tg x. — Soit 
= __ sinz 
ITBT— cosz * 
En appliquant la formule (5) nous trouvons 


; cos r-(sinz) —sinz-(cosz) 


Y — cos? z 
Cog z-cos z—sin r:(—sin x) cos? r+sin?z 1 2. 
a —— = —————— = SeC Te. 
COs* x cos? z COS“ z 
Ainsi, 
(tg x)” = sec° z. (9) 
VII. Dérivée de y—cotgzr. —Soit 
y = COtg x — a 
PRET ins 
On a 
r sin z-(cos x)’ —cos z-(sin x)’ 
sin? z 
— Sin z: (— sin z)—cosz-cosz Sin? z+Ccos®z __ 1 
sin? z ES sin? z 7 sin?z 
— — CoOsec? x. 
Ainsi, 
(cotg x)’ = —cosec* x. (10) 


$ 4. Dérivée d’une fonction de fonction 


Considérons une fonction composée 
y = fl (1. (1) 


Si dans la suite de relations fonctionnelles y = f (z) et z = œ (x) 
l'argument zx est le dernier, nous l’appellerons variable indépendante 
(pour souligner le fait que la variation de cet argument ne dépend 
pas du comportement des autres variables). 

Ainsi, il faut distinguer entre les notions d'argument et de variable indé- 
pendante. Par exemple, soit 

y = sinz et z = 2°. 


Ici, z est l'argument de la fonction y, mais z ne sera évidemment pas une variable 
indépendante. 


Nous supposerons pour simplifier l'exposé que la fonction y — 
= f (z) soit définie et dérivable dans un intervalle ] À, B [ et que 
la fonction z = (x) soit définie et dérivable dans un intervalle 
Ja, bÎ et prenne ses valeurs dans ] 4, B [. Alors, la fonction (1) 
est nécessairement définie et continue dans l'intervalle Ja, bf. 
La question est d'établir si cette fonction est dérivable. 
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Théorème. — Si y = f (z) et z — œ (x) sont des fonctions dériva- 
bles de leurs arguments, la dérivée de la fonction com- 


posée 
y = fly G) 


existe et est égale à la dérivée de la fonction donnée y par rapport à 
l'argument intermédiaire z multipliée par la dérivée de l’argument 
intermédiaire z par rapport à la variable indépendante x, c'est-à-dire 
que 

Yx = Yr°Zx. 

Démonstration. — Soit x une valeur admissible de la variable 
indépendante. Donnons à x un accroissement suffisamment petit 
non nul Az; alors les fonctions z — œ (x) et y = f (z) varient res- 
pectivement de Az et Ay. Comme la dérivée y:— f’ (z) existe d'après 
les hypothèses du théorème, on peut écrire en supposant que Az 0: 


. Ay ’ 
M — = }ÿy;. 
M As 4e 
D'où 
Ay , 
A =YtTa 


(v. chap. VII, $ 6), où &æ —+ 0 lorsque Az —+ 0 et donc 
Ay = (y: + à) Az. 


Définissons l’infiniment petit &« pour Az = 0 en posant: &« = 0 
pour Az = 0. Alors, la dernière égalité sera aussi vérifiée pour 
Az = 0 parce que dans ce cas ses deux membres sont manifeste- 
ment nuls. En divisant les deux membres de cette égalité par Az, 
nous aurons 


y _ , Az 
ar —(Wr ta). 


Passons maintenant à la limite lorsque Az — 0. Compte tenu 
du fait que dans ce cas Az —+ 0 et donc & — 0, nous obtenons 


en = in bn Æ 
ou 
Yx = Y:-2ps (2) 
ce qui démontre le théorème. 
Le théorème démontré peut s’énoncer sous une forme abrégée: 


Une fonction dérivable d'une fonction dérivable est une jonction 
dérivable. 
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Remarque. — Avec les désignations de Leibniz la formule (2} 


prend la forme d’une identité 


dy __ dy dz 
dz dz dx 


Exemple 1. — Calculer la dérivée de la fonction 
y = Sin (2°). 


Posons 
3 = 2, 
alors 
y = Sin z. 
D'où 
z£ = 2r et y; — COS z — cos (x). 


Par suite, d'après la formule (1) on a 
y, = COS (r°)-2r — 2r cos (x*). 


Exemple 2. — Calculer la dérivée de la fonction 
y = sin z= (sin z)°. 


Posons 3 = sinz; alors y —g. D'où 
z = cosz et y: = 3: = 3 sin? z. 
Par suite 
Ye —= 3 Sin° z COS £. 
Lorsqu'on a acquis une certaine habitude, on n'écrit pas la variable inter- 


médiaire z, en l'introduisant seulement par la pensée. 
Exemple 3. — Calculer la dérivée de la fonction 


y= Vr+47+3. 


En utilisant la formule pour la dérivée de la racine carrée ($ 2) et en appli 
quant la règle de dérivation d'une fonction composée, nous obtenons 


— 
Sd 2V 2° +F47+3 SE dE 

EE __— 
2V 2 +473 Vz=4r+3 d 


Exemple 4. — Calculer la dérivée de la fonction 


$ 5. Dérivée d’une fonction réciproque 


Soit 
y = f (x) 


une fonction dérivable de l’argument x définie sur un intervalle 
Ja, bf. Si, dans l'équation (1), y est considéré comme argument 


(1) 


170 THÉOREMES FONDAMENTAUX SUR LES DÉRIVÉES [CH X 


et x comme fonction, la nouvelle fonction 


z = (y), 


où filp(y}l = y, s'appelle, comme nous le savons, la fonction 
réciproque ou inverse de la fonction initiale. Connais- 


sant la dérivée y; = lim _ de la fonction y = f (x), proposons- 
ax 0 
nous de calculer la dérivée x, — lim 82 de la fonction réciproque 


Ay 
Ay—0 

z = (y) en supposant que cette dernière existe et soit continue 
sur l'intervalle correspondant (et ceci sans résoudre l'équation (1{)). 


Théorème. — La dérivée de la fonctionrécipro- 
que d'une fonction dérivable ayant une dérivée non nulle est égale 
à l'inverse de la dérivée de la fonction initiale. 


Démonstration. — Soit y = f (x) une fonction dérivable et soit 
Yx = jf G&) Æ0. 

Soient Ay — O un accroissement de la variable indépendante y 
et Az la variation correspondante de la fonction réciproque x = 
= (y). Ecrivons l'identité suivante: 


En passant à la limite dans l'égalité (2) quand Ay — 0 et en tenant 
compte de ce que Az tend, lui aussi, dans ce cas vers zéro (du fait 
que la fonction réciproque est continue), on obtient 


Jim oe - lim Ay 
Ay—0 Ay Ax—0 Az 
Il en résulte que 
, 1 
Ty—=—+ , 3 
= @ 


où zx, est la dérivée de la fonction réciproque. 
Remarque. — Si l’on utilise les désignations de Leibniz, la 
formule (3) prend la forme 


= 
dy dy 
dx 


En se rappelant la signification géométrique de la dérivée, on peut donner 
une interprétation simple de la formule (3). En un point M (x, y) de la courbe 
représentative de la fonction y = f (x), menons la tangente MT à cette courbe 


1) On peut démontrer que, si dans nos conditions Ay = 0, alors Az 0. 


Par suite, l'égalité (2) ne peut pas perdre son sens. 
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et les droites Mz et My parallèles respectivement aux axes de coordonnées Oz 
et Oy (fig. 104). En désignant par a et f les angles respectifs que la tangente MT 


fait avec les directions positives des axes Oz et Oy, nous aurons 


MN 
tea=tg(TMz)=y; 


et 
MS 
teB=tg(TMD=z,. 
Puisque 


a+B=+ ? 


il en résulte que 
tg aœctg B = yx-z, = 1 


ce qui est équivalent à la formule (2). 
Exemple. — Soit 


y=z+rx, 
On a 

y, = 1 + 
et par suite 

, 1 

FT {+3 - 


$ 6. Dérivée d’une fonction implicite 
Traitons quelques exemples de dérivation de fonctions 
implicites. 
Exemple 1. — Calculer la dérivée de la fonction y (y >0) 
définie par l'équation 
7? y® ” 
ta et 


En résolvant cette équation par rapport à y et en prenant le 
signe plus suivant les hypothèses du problème, nous aurons notre 
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fonction sous forme explicite 
y — à 12 a — ZT 5 


Sa dérivation ne présente maintenant aucune difficulté. 

Pourtant dans certains cas il est tellement difficile de résoudre 
une équation donnée par rapport à y qu'on est obligé de considérer y 
comme fonction implicite de x. Aussi, allons-nous indiquer un autre 
procédé permettant de calculer la 
dérivée d’une fonction implicite. 
En supposant que y est remplacé 
dans l'équation donnée par son 
expression explicite, nous obte- 
nons l'identité 


z° y® _ 
tm 


où yest fonction de x. Il est évi- 

dent que si deux fonctions sont 

identiquement égales l'une à 

Fig. 405 l’autre, leurs dérivées le sont 

aussi. Par suite, en prenant les 

dérivées des premier et second membres de l'identité précédente 

et en appliquant la règle de dérivation d’une fonction composée 
($ 4), nous aurons 


2x 2u 

a? + = 0; 
d’où 

y 


ay 


Exemple 2. — Soit y une fonction implicite de x, positive ou 
négative, définie par l'équation 


y* = 2pz. 


En supposant que y est remplacé par une expression explicite 
correspondante et en dérivant par rapport à x les deux membres 
de l'identité obtenue, nous aurons 2yy' = 2p. 

D'où 

GE A 
D mL 


Remarque. — Si deux fonctions œ (x) et 1 (x) ne sont pas identiquement 
égales l'une à l’autre et ne le sont que pour une valeur x, de l’argument 


P (xo) = Ÿ (to), 
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il n'en résulte pas en général que 
D" (zo) = Ÿ” (xo). 
On le voit clairement sur la fig. 1405, où 
P” (zo) = t&g ao et Ÿ" (ro) = tg Boc 


Ainsi, dans Le cas général, on ne peut pas dériver une égalité membre à membre. 


$ 7. Dérivée de la fonction logarithmique 
Soit 
y = log, z, 
où z >0(a >0,a%1). Calculons la dérivée de cette fonction en 
appliquant le procédé général décrit au début du & 2. 
Donnons à x (x est fixé) un accroissement Az = 0 tel que x + 
+ Az >>0. Alors la fonction y variera de Ay et on aura 


y + Ay = log, (x + Az); 
donc 
Ay = loge (x a sd Az) on log, x 


ou, puisque la différence des logarithmes est égale au logarithme 
du quotient, 


Ay= log, (1 ++). 


En divisant les deux membres de la dernière égalité par Azx, on 
obtient 


Ay _ 1 Az 
Be = 7 8e (1+). 
En y posant 
Az 
— = 
z 
(œ >> —1), on trouve 
A 1 1 
Br 7 a le (1+a), 


ou encore, en utilisant une propriété connue du logarithme, 


Î 
= log, (1+0)®. 


Soit Az—+0, il est évident que &« — 0, lui aussi (comme un 
produit d’un infiniment petit Az par une constante 2). Par suite 


{ 
RE Ay __ 1. }. 2. 
y'= Jim ne lim [loge (1+@) «]. 
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La fonction # (œ) = (1 + œ)% est manifestement continue pour 
a =£ 0. Comme la fonction logarithmique est, elle aussi, continue et 


Him ({+a)t —e 
(chap. VII, $ 12), les signes lim et log, peuvent être intervertis 
a—0 
(chap. VIII, $ 2) !): 
1 1 
lim | log, (4+a)® |] — log, [lim (A+a)& ]= log, e. 
a—0 a—0 
Par suite, 
; 1 
y = — loge e. 


Ainsi, nous avons la formule 


: 1 
(log, x) = loge. (1) 
En utilisant la relation connue (chap. VII, $]13) 
1 
loge=—, 


on peut mettre (1) sous la forme 
, 1 ? 
(loge 2) =——. (1°) 


En particulier, si l’on pose ici a = e, et qu'on se rappelle que 
In e = 1, on obtient 


(nx)'=<, (2) 


c'est-à-dire que la dérivée d'un logarithme népé- 
rien d'une variable indépendante est égale à l'inverse de cette dernière. 
Un autre cas particulier important est celui qu'on obtient pour 
a = 10: 
, M 
(gx) =—, 
où M = Ig e = 0,43429 est le module de passage. 


La fonction logarithmique y = In x n'est définie que pour 
z >0. Pour les applications il est commode de considérer la fonc- 


1 


1) On po ici F (0) = e pour que la fonction F (œ) = (1 + a)® soit conti- 
nue en &œ = 
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tion 
y —= In | z |, 
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qui a un sens tant pour zx positif que pour zx négatif, c’est-à-dire est 


Fig. 106 


définie pour zx #0 (fig. 106). Pour calculer la dérivée de cette 


fonction, écrivons-la à l’aide de deux égalités 


y = In x pour x >0 
et 
y = In (—zx) pour zx < 0. 


D'où on obtient 
y'=+ pour z>0 
et 


, : 1 1 
y = — -(—7) = ——.(—1)=— pour z<<(. 


Par suite 
c'est-à-dire que 
» _ 1 
(nizl)=—. 
$ 8. Notions sur la dérivée logarithmique 
y = Inz, 


où 
z = (x). 


En appliquant alors la formule de dérivation d'une fonction 


composée, on obtient 
Yx=(Inz):= (In 2); 2x 


476 THÉOREMES FONDAMENTAUX SUR LES DÉRIVÉES (CH X 


ou 
, 4 , 
Yx — — 2x. 
Aïnsi, on a 
(In cz =—. 


La dérivée du logarithme d’une fonction s'appelle la dérivée 
logarithmique de cette fonction. 
Exemple. — Calculer la dérivée de la fonction 
y=n(2+4r+5). 
En. appliquant la dernière formule on obtient 
ner. rt. 
7 xiH4r+S  z+4r+5° 


$ 9. Dérivée de la fonction exponentielle 
Soit 
y = d, où a >0. 
Alors, 
Iny=zina. 


En dérivant les deux membres par rapport à x on obtient !) 
4; . 
a In a ; 
d'où 
y" = ylna, 
et, finalement, 
(a“)’ = æ& Ina. (1) 


Ainsi, La dérivée de la fonction exponen- 
tielle est égale au produit de cette fonction par le logarithme népé- 
rien de la base. 


Exemple. — Calculer la” dérivée de la fonction 
y = 2x. 
En appliquant la formule (1) on obtient 
(2x)’ = 2x In 2. 
En particulier, si l’on pose a = e dans la formule (1), on obtient 
(e7) = e*, 

c'est-à-dire que la dérivée de e* est e* elle-même. En ce sens e* est 
la fonction la plus simple de l’analyse mathématique. 


1) L'existence de y’ résulte de la dérivabilité de la fonction logarithmique 
(v. 88 7 et 5). 
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Dans les applications, on rencontre souvent des fonctions dites hyperboliques, 
définies de façon formelle par les égalités 


x er x 
chr= ie bre (2) 
(fig. 107) et 
ch shz __ex—e< 
FT chr ete? & 
coth r — ch z Te 


Fig. 107 Fig. 108 


(fig. 108). Les formules (2) entraînent la relation fondamentale 
gui vante : 
ch? z — sh? z = 1. 


En partant des formules (2) et (3), nous trouvons directement les dérivées 
des fonctions hyperboliques 


(chz) = shz, (shz) = chz, 
Pons 1  — 1 
(th x) — chz , (coth x) = —"shiz" 
$ 10. Dérivée d’une fonction puissance 
Considérons une fonction puissance 
y = 2% (x > 0), (1) 

où « est un nombre réel quelconque. 
12—0131 
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En prenant le logarithme de l'égalité (1), on obtient 
Iny=alnz. (2) 
D'où 
y = eainx. 
Il en résulte d’après le théorème sur la dérivée d’une fonction com- 


posée ($ 4) que la fonction puissance y est dérivable. 
En dérivant l'égalité (2) par rapport à la variable x, nous aurons 


née 
y z° 
D'où 
y'=af=aur-t, 


Ainsi, nous obtenons la règle générale de dérivation 
de la fonction puissance 


(2) = art, (2) 


c'est-à-dire que la dérivée de la puissance d'une variable indépendante 
est égale à l’exposant multiplié par la base à la puissance diminuée 
de une unité. 

Si la fonction puissance (1) a un sens pour zx < 0, la formule (2) 
sera valable aussi pour zx < 0. 


$ 11. Dérivées des fonctions trigonométriques inverses 


Les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques portent 
le nom de fonctions trigonométriques inverses ou de fonctions circu- 
laires inverses (arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x, etc.). Etant 
obtenues par inversion des fonctions trigonométriques dérivables 
(ayant une dérivée non nulle dans le domaine correspondant), elles 
sont, elles aussi, dérivables en vertu du théorème sur la 
dérivée de la fonction réciproque ($ 5). Proposons-nous de calculer 
leurs dérivées. 

I. Dérivée de arcsin x. — Soit 


y = arcsin Z, (1) 


où —1<Lr<iet —: LI 5 (v. chap. VI, $ 9). La fonction 
réciproque est de la forme 
z = Sin y, (2) 
et de plus 
Zy = COS y 0, 
L' 


ñl 
pourvu que y€]—-, —-|. 
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En appliquant la règle de dérivation d'une fonction réciproque 
($ 5), on obtient 


tale 


La 1 oO 
JT 7 — cosy | (5) 
Comme cosy >0 pour — + <y< +, on en déduit, compte 


tenu de (2), 


cosy= +V1—sin2y=Vi—-1>0, —1<r<1. 
Par suite, en raison de (3) on trouve 
À 
FT Ven ; 
soit : 
er É ® 


De la formule (4) il résulte que la courbe (1) a pour x = +1 
des tangentes verticales. 
IT. Dérivée de arccos x. Soit 


y = arccos zx, 


(arcsin z)’=— 


alors 
Z = COS y, 


avec —1<r<1i et OLy< ar. 


L’ Application de la règle | de dérivation de la fonction réciproque 
($ 5) donne 


Puisque sin y >0 pour 0<y<xn, on a 
siny= +W1—cosy =V1—-12>0 (—1<r<1). 


Par suite 
a 
UE Vi—r 
Ainsi 
(arc cos x)’ — CE (5) 


Remarque. — La formule (5) pourrait s'obtenir aussi à partir 
de la relation 


- ELA 
arcsin T —- arc COS T — 5. 
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IIT. Dérivée de arctg x. Soit 


y =arctgr (—o <r<+0, — + <y< +) 
et donc 


Zz = (Lg y. 
On a (v. chap. VI, $ 3) 
, 1 1 1 1 
Ps, se Fu The 
Ainsi 
(arc ga) = : 


IV. Dérivée de arccotg x. Soit 
y = arccotg zx (—oo <Lxz << Ho, 0 Ly<ar), 


alors 
ZI = Cotg y. 
On a (v. chap. VII, $ 3) 
” z, cosec® y 1 cotg* y 1x ? 
c'est-à-dire que 
(arc cotg r)° — = , 

Exemple. 

1 \° 1 1 1 

(arccotg =} = — -(—-—=) pe (x = 0). 


1 
nr] 


$ 12. Dérivées des fonctions paramétriques 


[1 est parfois plus commode d'exprimer la dépendance entre les 
variables x et y par deux équations 


z = (1), y = Ÿ (t), (1) 


où { est une variable auxiliaire (paramètre). Ce procédé est très 
utilisé par exemple en mécanique où le paramètre t désigne générale- 
ment le temps et les équations (1) sont des équations paramétriques 
de la trajectoire d’un point MW (x, y) en mouvement. 
Généralement parlant, les équations (1) définissent y comme 
fonction composée de x. En effet, en résolvant (si c’est possible) la 
première équation du système (1) par rapport au paramètre {, on aura 


= 0 (z), 
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où 6 est la fonction réciproque de la fonction y. D'où, en éliminant 
le paramètre { des équations (1), on obtiendra 


y = Ÿ (6 (x). (2) 
En appliquant la formule (2), il est facile de calculer la dérivée 
en tant que dérivée de la fonction composée. 

Pourtant, en pratique, l'élimination du paramètre f{ s avère 
souvent difficile et parfois même impossible à réaliser. C’est pour- 
quoi nous allons donner une règle permettant de calculer la dérivée 
y- sans procéder à l'élimination du paramètre. 


Théorème. — Si une fonction y de l'argument x est donnée sous 
forme paramétrique x = œ{t), y = %(t), où œ(t) et pt) sont des 
fonctions dérivables et ® (t) 0, la dérivée de cette fonction est 


Te me (3) 


Démonstration. — Dans la suite d'égalités 
y = Ÿ (6), t = 0 (x), 
où t = 6 (x) est la fonction réciproque de x = œ (t), considérons le 


paramètre { comme un argument intermédiaire. Suivant la règle 
de dérivation de la fonction composée ($ 4) nous aurons donc 
Yx = Yt ls. (4) 
En appliquant maintenant la règle de dérivation de la fonction 
réciproque ($ 5), nous obtenons 
1 
Z4 


(9) 


(4 
Lo — 


Par suite, des formules (4) et (5) nous déduisons 


Yx = Yt: T4 
ce qu'il fallait démontrer. 
Remarque. — En utilisant les désignations de Leibniz, on peut 
mettre la formule (3) sous la forme d’une égalité évidente 


ce qui prouve une fois de plus la commodité des notations de Leibniz. 


Exemple. — Soit 
z=tût, y—=$f. (6) 
On a 
zs = 2t, y = 30. 

Par suite, 

yx = Vi: zy = 31°: 2 St. 
La validité de la dernière formule peut être vérifiée directement en éliminant 
le paramètre t des égalités (6). 
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$S 13. Tableau résumé des dérivées fondamentales 


Toutes les règles et formules de dérivation des fonctions d’une 
variable indépendante x, que nous avons établies plus haut, sont 
rassemblées dans le tableau ci-dessous: 


I. c’=0. 

II. (u+vu—w) =u'+v'—w. 
INT. (cu) = cu’. 

IV. (uv) = uv'+vu. 


y ( u ) = vu'— ur 


ui 


VIII. (2) = nant, = 1. 
IX. (sin x)’ = cos x. 

X. (cos x)’ — —sinr. 

XI. (tgzr)’ = sec? r. 

NII. (cotg x)’ = —cosec* r. 


XIIL. (log, x)’ — 


1 
ma’ (ne. 


NIV. (a*)'—=a*Ina, (e*)'=e*. 


XV. (arcsin x) — Tr | 
: 1 
XVI. Re e—e— ; 
(arc cos x) 7 
XVII. (arctg 2)’ =. 
AVIIT. (arc cotg x)’ — + ; 


$ 14. Notion sur les dérivées successives 


La dérivée f’ (x) d’une fonction f (x) s'appelle dérivée première 
et représente une certaine nouvelle fonction. Il se peut que cette 
fonction ait elle-même une dérivée. Alors la dérivée de la dérivée 
première s’appelle dérivée seconde et se note f” (x) (se lit « f seconde 
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de x»). Ainsi 

f" (@) = (f Gr. 
La dérivée de la dérivée seconde, si elle existe, s'appelle dérivée 
d'ordre trois ou dérivée troisième et se note f”” (x) (s'énonce « f troisiè- 
me de zx»), c'est-à-dire que 


f" (ce) = [f G)r, 
etc. 


Pour la désignation d’autres dérivées successives on utilise des 
chiffres romains. 


Exemple. — Soit y = sin x. On a alors les dérivées successives 


La L 24 


y = cos x, y” = —sin x, y” — — cos z, yIV — sin x, ... 


$ 15. Signification physique de la dérivée seconde 


Comme nous l’avons vu, la dérivée première permet de détermi- 
ner la vitesse de mouvement. Montrons maintenant que pour calculer 
l'accélération, il faut utiliser la dérivée seconde. 

Soit x = f (t) une équation horaire traduisant la loi de mouve- 
ment d'un point M le long de l’axe Oz. Supposons que la vitesse 
du mobile M soit v à l'instant t et v + Av à l'instant t + At. 

Ainsi, Av est la variation de la vitesse du mobile pendant l’inter- 
valle de temps Af. Le rapport 


Av 
At 


s'appelle accélération moyenne du mouvement rectiligne pendant 
l'intervalle de temps At. La limite de ce rapport quand At —+ 0, 
c'est-à-dire 


At-0 À! 


s'appelle accélération du point M à l'instant t donné. En désignant 
l'accélération par la lettre j, on peut écrire 


j = v’ (t). 
Or, 
| v = f" (t). 
Par suite, 
0" (e) = [f" ()]" = jf” (). 
Ainsi, on a 
] = f” (£), 


c'est-à-dire que l'accélération d’un mouvement rectiligne d'un point 
est égale à la dérivée seconde du chemin ) parcouru par rapport au 
temps. 


1) D’une manière plus précise, de l’abscisse du point en mouvement. 
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EXERCICES 
Calculer les dérivées des fonctions suivantes: 
1. a) y—=3z—2+s5; 
b) f(x) = _— Quelles sont les valeurs de f’ (1), f’ (—10}? 
2. y=2 Vz+3ÿ 2 — _ : 15. y=VILz. 
y T 
ce 16. y—Inl 
3. y = DTA" . y—= InInz. 
_ 4z+b — ]pn? 
4. y—= 240 17. y—=Iln?z. 
5. y—=zx? (2z—1). 18. y—Inz:. 
6. y=(r+1) Vz. 19. y=Intg+. 
7. y—= zx? sin zx. 20. y=zntnx. 
1 _— eu L 
8. y 153 21. y=e"*. 
dy + 
4; 22. y=e? (r®°—4r+8). 
sin z2—Cos z -- 
10. y— sSinz+cosz" 23. y = arcsin LÉ 
11. y—= sin z. 24. y—=arccos <. 
12. y= sin r?. 25. y=arctg +. 
13. y= cos — . 26. y—=(tgz—cotg r)°. 
z3 
14. y—=cos —, 27. f(z)=z—+arccotg z. 


par 


2 
28. y=Iin(z+ y 1+z°). 
29. y= V'i—z° + + aresin g: 


1 1+z , 1 
30. y= ln PE HAE arctg Z. 


Calculer les dérivées des fonctions implicites dérivables y — y (x) définies 
es équations 


31. 22 + y — zy = 1, 
32. à + y9 — 3zy = 0. 
33. a) y=z<+ilny: 
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b) calculer y’ au point M (1, 1) si 
2 
— + 2zy =3. 
FE y 


34. Calculer les dérivées y; des fonctions données sous forme paramétrique 

a) z = a cost, = bsint; 

b)z= ot, y = te; 

c)z=e"tcost, y—e-tsint pour t = 0. 

Calculer les dérivées secondes des fonctions suivantes: 

35. a)y—e-*?; b) y = zx + sin 2z. 

36. y = In zx. 

37. y = ex. 

38. Calculer f (0), f’ (0) et f” (0), si f (x) = cos 3z. 

39. a) Ecrire l'équation de la tangente à la courbe y = z° au point # (2,8); 
b) écrire l'équation de la tangente à la sinusoide y = sin z au point 

z2=H; 

c) écrire l'équation de la tangente à la parabole y® = 2x au point (8, 4). 


40. Ecrire l'équation de la tangente à l’ellipse 
z? y? 
he 
a ‘ b? : 


au point M (zx;,, yi). 
41. Ecrire L'Aadon de la tangente à l'ellipse 


z —= 10cost, y—=6sint 


au point correspondant à { — _ 


42. On appelle normale à une courbe donnée en son point M (x, y1) la 
perpendiculaire à la tangente à cette courbe au pointide tangence M. 

Ecrire les équations des normales aux courbes suivantes aux points indiqués : 

à) y = gz au point © (0, O). 

b) y° = au point ./ (8, 4). 

c) x2 + y2 = 25 au point (3, —4). 

43. Etant donné que le rayon d’un disque augmente avec une vitesse de 
2 m/s trouver la vitesse d'accroissement de l'aire de celui-ci à l’instant où son 
rayon est R = 10 m. 

44. Un homme de h = 175 cm de taille s'éloigne avec une vitesse de v = 
= 1,5 m/s d'une lanterne suspendue à une hauteur H = 5 m. Quelle est la 
vitesse avec laquelle croît son ombre? 

45. La loi de mouvement d’un point est 


state. 
Calculer la vitesse et l'accélération de ce mouvement. 
46. Connaissant l'équation du mouvement d’un point 
z—t—sint, 


calculer la vitesse et l'accélération de ce point. 


CHAPITRE XI 


APPLICATIONS DES DÉRIVÉES 


$ 1. Théorème des accroissements finis et ses corollaires 


. Théorème des accroissements finis (Lagrange).— Un accroisse- 
ment fini d'une fonction dérivable est égal à l'accroissement correspon- 
dant de l'argument multiplié par la valeur de sa dérivée en un point 
intermédiaire, c'est-à-dire si f (x) est une fonction dérivable sur un 
intervalle (a, b) et zx,, x; (7, x.) sont des valeurs quelconques 
appartenant à cet intervalle, alors 


Ÿ (te) — f (m1) = (te — 21) f' (6), (1) 
Le ET. 


Démonstration. — Menons la sécante AB par les points 
A (x, f (&)) et B (x:, f (x;)) de la courbe représentative de la 


où 


Ë 
Fig. 109 


fonction y = f (x) (fig. 109). Déplaçons cette sécante parallèlement 
à la position initiale jusqu’à ce qu'elle se confonde avec la tangente 
A'CB” à la courbe en un certain point C (£, f (E))!)où x, << E << x2. 
D’après notre construction le coefficient angulaire de la sécante 


1) L'existence d'une telle position limite est admise ici sans démonstration. 
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AB est égal à celui de la tangente A'CB”, si bien que 
if (ze) — f (x ’ 
IG LED $" (E). 
D'où 
Î (te) — f (x) = (te — 2) j' (E), 
ce qu'il fallait démontrer !). 


Corollaire 1. — La fonction dont la dérivée est nulle sur un inter- 
valle, est constante sur cet intervalle. 


En effet, si par exemple 
f (æ) =0 pou a<zr<b, 


et que l’on pose dans la formule (1) x, = x,, avec x, une valeur fixe 


de Ja, bf, et x, = x, avec x une valeur quelconque de cet inter- 
valle, il vient 


Î (æ) — f (co) = & — 29)  E) = 0. 


f (x) = f (xo) = constante 


D'où 
si 
aLz<b. 
Corollaire 2. — Deux fonctions ayant leurs dérivées égales sur 
un intervalle diffèrent sur l'intervalle considéré tout au plus d'une 


constante. 
En effet, si 


fi (x) = f, (2) 

pour æ E (a, b), nous aurons sur cet intervalle 
1 () — fe GT = fi (@) — fi (@) = 0. 

Par suite, en vertu du corollaire À la fonction 

f1 (x) — f2 (x) 
est constante pour a << x << b, c'est-à-dire que 

fi (x) — fe (x) = C 
pour toutes les valeurs de x appartenant à l'intervalle (a, b). 
Exemple. — On sait que pour toute valeur comprise dans l'intervalle 

—0<r<—+oona 


nd | 
(arctg z) A+ et (—arccotg z) {Er 

1) On peut démontrer que le théorème de Lagrange reste valable si la fonc- 
tion est continue sur un segment [a, b] et est dérivable à l'intérieur de ce seg- 
ment (v. par exemple, N. Sakharnikov, Mathématiques supérieures, 
chap. II. $ 5 (en russe)). 
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Par suite 
arctg z — (—arccotg r)= C, 


de C est une constante. En posant dans la dernière identité x = 1 nous obtien- 
rons 


pt ni‘ ? = ds 1 
at CE c'est-à-dire C— 5: 
Ainsi donc, 
arctg z+arccotg zx = _. . 


Théorème sur les racines d’une dérivée (théorème de Rolle). 
L'intervalle entre deux racines consécutives d’une fonction dérivable 
contient toujours au moins une racine de sa dérivée. 


Démonstration. — En effet, si f (x) est une fonction dérivable et 
f(m) = f(x) =0 (tn < 2), 
il résulte de la formule (1) que 
(Ze re Ti) jf’ (£) ns 0, 
ou bien, puisque x, # x, 
jf’ (&) = 0, 


T1 LE < To. 


avec 


$ 2. Croissance et décroissance d’une fonction d’une variable 


Définition. — On dit qu'yne fonction f (x) croît sur un intervalle 
(a, b}) si elle vérifie la condition suivante: plus grande est la valeur de 


Fig. 110 


l'argument x dans cet intervalle, plus grande est la valeur associée de 
la fonction; en d’autres termes, la fonction f (x) est dite croissante 
sur l'intervalle (a, b) si, quelles que soient les valeurs z, et x, appar- 
tenant à cet intervalle (fig. 110, a), l'inégalité 


To DT: 
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implique l'inégalité 
Î (2) > f (mi). 


D'une manière analogue, on dit qu'une fonction f (x) décroit sur 
un intervalle (a, b) si à une plus grande valeur de l'argument x de 
cet intervalle correspond une plus petite valeur de la fonction: en 
d’autres termes, la fonction f (x) est dite décroissante (fig. 1410, b) si 


Ts > 
entraîne 


Î (ta) < f (mi). 


Théorème 1.—Condition nécessaire de croissance (de décroissan- 
ce) d’une fonction. 

4) Si une fonction dérivable est croissante sur un intervalle, la dé- 
rivée de cette fonction est non négative sur cet intervalle. 

2) Si une fonction dérivable décroit sur un intervalle, sa dérivée 
est non positive sur cet intervalle. 


Démonstration.— 1) Soit f (x) une fonction dérivable qui croît 
sur un intervalle (a, b). De par la définition même de la dérivée 
on a 


IN im LG+A2—I() 

f'@= lim LEHOIE 

Si les valeurs zx et x + Azx appartiennent à l'intervalle (a, b), alors, 
du‘fait que la fonction f (x) est croissante, il découle que le signe 
de ‘son accroissement 


j (x + Az) — f(x), 


où Az = 0, est le même que celui de l’accroissement Az de l'argu- 
ment z. Par conséquent, si l'accroissement Azx est suffisamment pe- 
tit en valeur absolue, on a 


f(z+Az)—f (2) 
EE “HS à: 


Passant à la limite dans la dernière inégalité lorsque Az —+ 0 et 
_compte tenu du fait que la limite d'une fonction positive ne peut pas 
évidemment être négative, on obtient (chap. VII, $ 3) 


f (@) 2 0. 


2) La démonstration de la deuxième partie du théorème est 
analogue à celle de la première. 

Remarque.— Géométriquement, l'assertion du théorème con- 
siste en ce que les tangentes à la courbe d'une fonction dérivable et 
croissante forment avec la direction positive de l’axe Oz des angles 
aigus « (tg « = j (x)) ou encore sont, en des points À, parallè- 
les à l’axe Oz (fig. 111). 
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Pour la courbe d’une fonction dérivable et décroissante, toute 
les tangentes forment des angles o b t u s avec la direction positive 
de l’axe Ox ou lui sont parallèles. 


Théorème 2.— (Condition suffisante de croissance (de décreis- 
sance) d’une fonction. 

4) Si la dérivée d'une fonction est positive à l'intérieur d’un inter- 
valle, cette fonction croît sur cet intervalle. 

2) Si la dérivée d'une fonction est négative à l'intérieur d'un in- 
tervalle, cette fonction décroît sur cet intervalle. 


Fig. 111 


Démonstration.— 1) Soit par exemple f (x) une fonction déri- 
vable et telle que 


f (x) >0 pour a <zr<b. 


Quelles que soient les valeurs a < x, << x, < b appartenant à 
l'intervalle (a, b), d'après le théorème des accroissements finis 
nous avons 


Î (te) — f (mi) = (te — 21) f (E), 


où E est une valeur intermédiaire par rapport à zx, et x, et donc se 
trouvant à l’intérieur de l'intervalle (a, b). Comme 


ze — 2 >0 et j’(E) >0, 
nous en déduisons que 
| f(x) — 1 (5) >0. 
i.e. 

Î (2) > jf (ti). 


La fonction f (x) croît donc sur l'intervalle (a, b). 

2) La démonstration de la deuxième partie du théorème est tout 
à fait analogue à celle de la première. 

Une fonction croissante (ou décroissante) est dite monotone. Les 
intervalles dans lesquels une fonction donnée croît ou décroît s'ap- 
pellent intervalles de monotonie de cette fonction. 
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Exemple. — Etudier le sens de variation de la fonction 
f(x) = 2 — 3x + 2. 
Calculons sa dérivée 
f (x) = 3x — 3 = 3 (2 — 1). 
Elle s'annule pour les valeurs de x, = —1 et r, — 1 qui divisent l'axe Oz en 


trois intervalles: 
]— 00, —1], [—1, 1}, [1, + oof, 


tels qu'à l’intérieur de chacun d'eux la dérivée f’ (x) ne change pas de signe. 
11 est évident que la dérivée f’ (x) est positive à l'intérieur des premier et troi- 
sième intervalles et négative à l’intérieur du 
deuxième. On peut s’en assurer le plus facile- 
ment en prenant des points appartenant aux in- 
tervalles correspondants. On peut donc conclure 
que la fonction f (x) croît dans le premier inter- 
valle, décroît dans le deuxième et croît de nou- 
veau dans le troisième (fig. 112). 


$ 3. Notions sur la règle de L’Hospital 


Considérons un rapport 


_ 9) 
ARR TE 
où les fonctions œ (x) et 15 (x) sont défi- 
nies et dérivables dans un voisinage U, Fig. 112 


d’un point a, sauf peut-être au point a. 

Il peut arriver que lorsque x — a les deux fonctions œ (x) et (x) 
tendent vers Ô ou vers , c’est-à-dire que ces fonctions devien- 
nent simultanément sit infiniment petites, soit infi- 
niment grandes lorsque x— «a. On dit alors qu’au point 
a la fonction f(x) présente respectivement une indétermination 
de la forme 


0 co 
TD ou  * (1) 


En utilisant dans ce cas les dérivées œ’ (x) et w#’ (x), on peut énon- 
cer une règle simple pour trouver la limite de la fonction f (x) quand 
z— a, c'est-à-dire indiquer un procédé pourlever l’indéter- 
mination de la forme (1). Cette règle est généralement liée au 
nom du mathématicien français L’'Hospital qui l’a énoncée pour la 
première fois. 


Théorème.— La limite du rapport de deux fonctions infiniment 
petites ou infiniment grandes est égale à la limite du rapport de leurs 
dérivées (finie ou infinie) si cette dernière existe (au sens indiqué). 


Démonstration.— Nous la donnerons seulement pour l’indéter- 


mination de la forme et supposerons pour simplifier que les fonc- 
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tions (zx) et W(x) soient, de même que leurs dérivées @’ (x) et 1” (x), 
continues au point a et (a) = 0. La démonstration pour le cas de 


<= est sensiblement plus compliquée (v. par exemple S. Nikolski, 
Cours d'analyse mathématique, t. I (en russe)). 
Ainsi, soit 
lim p(x)=® (a)=0 (2) 
et 


lim (2)= (a) —0. (2’) 


La différence œ (x) — œ (a) peut être considérée comme l'accroisse- 
ment de la fonction œ (x) au point a, correspondant à l’accroisse- 
ment de l’argument Ar = x — a. Par suite 


lim 
X—a 


P Gi 2m — (a) _ , p’ (a); (3) 
et de façon analogue 
im LEO 2 ÿe (a) #0. (3°) 


x—a 


En tenant compte des formules (2) et (2°) pour x = a, nous obtenons 


q(z)— (a) 
p() _ P(—() _ z—a 
Y(z)  V(z)—Ÿ (0) P(z)—V(a) ° 
Z—@ 


D'où, en passant à la limite quand x —+ a et en utilisant les formu- 
les (3) et (3°) nous aurons 


…_ qt) _g’(a) 
in = y (a) - (4) 


Or, nous avons supposé que les dérivées @” (x) et W” (x) sont conti- 
nues quand z —+ a et que 1” (a) 0. On peut donc écrire 
lim ç’ 
lim ?_@ ed . _p'(a) (5) 
x-a Ÿ (2) Sue Ÿ (x) p'(a) ” 


Le rapprochement entre les formules (4) et (5) donne la règle de 
L'Hospital 


@(z) __ 3: (zx) 
in te me. (6) 


Remarque. — On notera qu’au second membre de la formule (6) on fait le 
quotient des dérivées et non pas la dérivée du quotient. 
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Exemple 1. — Trouver 


Ici, quand x = 0 le numérateur et le dénominateur de la fraction s’annu- 
lent, c'est-à-dire qu'on est en présence d’une indétermination de la forme 5 
lorsque z —+ 0. En appliquant la règle de L'Hospital (6) on obtient 


= pe — —=]|n 2. 
x-0 SInTz x-0 COST | 


Exemple 2. — Trouver 


Lorsque z-—>—+o,on a une indétermination de la forme <. 
En appliquant deux fois la règle de L'Hospital, on obtient 
lim LE lim 2 _ lim RE 
Xe+oo 7  x+oo ET  x—+o €% 
Ainsi, lorsque z —> +0, la croissance de la fonction exponentielle ex est plus 
rapide que celle de la fonction puissance 2°? 
Les indéterminations de la forme + et _ ne sont pasles seules 


qui puissent se présenter. Par exemple, si 


Î (x) = @ (x) ÿ(), 


et si p(z)—+ 0 et b(r) — œ quand x —+ a, la fonction f (x) pré- 
sente, quand z—+ a, une indétermination de la forme 0-. Ün 
autre exemple est fourni par la fonction 


{() = @ (x) — v(), 


où p(z) — + oo et p(r) + + oo quand z—+ a. Ici, quand zx + a, 
on a une indétermination de la forme © — oo. D'autres formes 
d’indéterminations sont aussi possibles. Pour lever de telles indé- 
terminations on cherche à les réduire, à l’aide de transformations 


identiques, à l’une de deux formes principales + ou _ . Ces dernières 
sont généralement calculées en appliquant la règle de L'Hospital. 
Exemple 3. — Trouver 


lim zilnz. 
x—-+0 


Ici, nous sommes en présence d’une indétermination de la forme 0-0. En récri- 
vant cette expression sous la forme 


._ Inz 
lim zinz— lim à 
x—+0 x—+0 1 
Z 


13—0131 
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nous obtenons une indétermination de la forme =. L'application de la règle 
de L'Hospital donne 


1 
lim zinz= lim ——= ]jim (—z)=0. 
«+0 xe+0 ___1 x-+0 

zi 


Exemple 4.— Trouver 
lim (cote 21 ] } 
z—0 z 


Cette expression représente une indétermination de la forme o — ©. En 


utilisant la formule cotg x = _— =, nous aurons 


._ ICOST—SIDZ 
=hme er? 


lim (cotgz—+)=1im ( = 
<—0 ZT SInZz 


cos z 1 ) 
x—n1n T æz—0 


sin z z 


L'indétermination ainsi obtenue étant de la forme —. la règle de L'Hospital 


permet d'obtenir 


lim (cote z —2)=1 COSz—zsinz—Cosz 
TZ 


x-0 x—0 sinz+zcosz 
=. zsinz "ji QUES 0 0 
0 Sinz+zcosz  zx-psinz RE 
x—0 + x D cour 
| ; à HS .  Sinz 
Le dernier résultat a été obtenu à l’aide de la limite connue lim a { 
x—0 


(v. chap. VII, $ 11). Pour lever l’indétermination il s'est avéré raisonnable, ici 
comme d’ailleurs dans de nombreux autres cas, de combiner la règle de L'Hos- 
pital avec des De élémentaires. 

eo) 


Pour une fonction 
1 G) = [qe G)Ÿ® 
lorsque 
pr) —æ0 et pr) +0 quand r —a, 
pr) —+ oo et pr) —+0 quand zx —+a, 
pz)—1 et WD(z)— oo quand z—+a 


on obtient des indéterminations respectives de la forme 0°, 0°, 1%. Ici, il est 
avantageux de prendre le logarithme de la fonction f (x). 
Exemple 5. — Trouver 


A= lim (sinz)'8*, (7) 


Fo 


L'expression (7) représente une indétermination de la forme 1%. En prenant le 
logarithme de l'expression (7) et en utilisant la continuité de la fonction loga- 
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rithmique, on trouve 


In A=In{ lim (sinz)(6*]= lim [in (sin z)®*]|— 
PL 4 
<— ru Te —— 


2 2 


— lim (tgr-Insinr)= lim: In sin z 
L— — x— EL cotg e A 
: 2 

En appliquant la règle de L'Hospital à l’indétermination obtenue de la forme 
2, on aura 


cos z 
sin z 
In A= lim 41 |= lim (—sin z cos x) =0; 
— ————— I 
27 sini.z +72 
d'où 
Azx 1. 


$ 4. Formule de Taylor pour un polynôme 
Soit donné un polynôme 

P (2) = & + ax + a + ... + ar” (1) 
qu'on demande de développer suivant les puissances du binôme 
Z — %9, Où x, est un certain nombre. On peut résoudre ce problème 
de façon élémentaire en utilisant l'identité x = x) + (x — x). 

Il existe toutefois un procédé encore plus simple. Soit 
P (x) = Ao + A; (x — xo) + A2 (x — to) + CC + 4, (zx — to)" 
(2) 


le développement dont les coefficients A4, A1, A2, . .., À, sont à 
rechercher. Posant z = x, dans l'identité (2), nous obtenons P (x;) = 
— A, + 0 ; d'où 


A9 = P (x). (3) 
Dérivons l'identité (2). Il vient 
P'(z)= A; +24,;(z2— 1) +... +nA, (x — x)", 

d'où, en posant z = %,, 
A, = P” (x). 

En prenant la dérivée seconde, nous trouvons 

P'(z) = 214, +... +n(n—1)4,(r — x)" * 
et, pour x = x,, nous avons P” (x,) = 2!4,, soit: 


P° 
À; — F7 Go). e (4) 


13% 
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Pour déterminer les autres coefficients du développement (2) on 
utilisera le même procédé. Il est évident qu'on peut écrire la formule 
générale 


A= Ed (k=0, 1, 2,...,n), (5) 


où l’on pose par définition P(9 (x) = P (x) et O! = 1. La formu- 
le (5) peut être démontrée de façon rigoureuse en utilisant le prin- 
cipe de récurrence. 

Introduisons les coefficients (5) dans le développement (2). On 
obtient la formule de Taylor pour un polynôme 


P'(z)=P(x) + P"(x) (7 — 20) + EE (z— x) +... 
+ (52) 
ou, sous forme abrégée, 
à PU) | 
P (x) — S 2e) (r— 7)". (6) 


Rk=0 


Remarquons qu'il est facile de se convaincre que les coefficients dominants 
des MU (1) et (2) coïncident, c’est-à-dire que 4, = a,. On a donc 
Ÿ ité 


À PO) (x0) = an- 


n! 


Si l’on pose ro = 0, le second membre de l'égalité (6) sera identiquement 
égal au second membre du polynôme (1). On a donc les égalités 


PU) (0) 
kD 

Exemple. — Développer le polynôme 
P(r)=1—2r + 3x — 47 


ap (k=0,1,...,n) 


suivant les puissances du binôme zx + 1. 


Ici, To — —1. On a 
P' (z)= —2 + 67 — 122, 
P° (z) = 6 — 24z, 
P" (z) = —24 


et 
P (—1) = 10, P' (—1) = —20, 
P"(—1) = 30, P"(—1) = —24; 
Ainsi, 
P (zx) = 10 — 20 (z + 1) + 15 (z + 1}? — 4 (z + 1}. 
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$ 5. Binôme de Newton 


Considérons une fonction 


f@={(a+z), (1) 


où x est un entier naturel. En posant r, = 0 et en utilisant la for- 
mule de Taylor (6) du $ 4, nous obtenons 


(a + 2) = A9 + Az + ... + Anx”, (2) 
où 
A = TO  (k=0,1,...,n). 
Puisque (1) entraîne 
f9 (2) =n(Rr—1)...(n—(k—1)] (a +rx)"*, 


on a 
f (0) = a 

et 

F9 (0) =n(n—1)...[nR—(k—1)la* 
Et; ses un) 

Ainsi 

. A, = a 

e 

A = ED COL nn (k—1,2,...,n). (3) 


Les nombres 4, portent le nom de coefficients binomiaux et se 
notent par convention de la façon suivante 


A} — C>: (4) 


où C* est le nombre de combinaisons de nr éléments k à k (le sens 
combinatoire des nombres C* sera expliqué plus loin, v. chap. XXV, 
$ 10). 

Ainsi donc, en partant de la formule (2), nous obtenons la for- 
mule du binôme de Newton 


(a+ = a + noix + AU one Lan (5) 


En particulier, pour a=1,0ona 


Le 


A+) =1+nr+ ——— D pet . a. (9°) 
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$ 6. Formule de Taylor pour une fonction 


Soit f(x) une fonction admettant une dérivée continue f(N) (x) 1) 
d'ordre {V dans un intervalle] a, b[ et soit x, € la, b[. En usant des 


résultats obtenus au paragraphe précédent, construisons le poly- 
nôme de Taylor 


n 
ch) 
Pa = D EE (2— 70)" (1) 
k=0 
de degré n,où n << N. 
Le polynôme P, (x) peut être considéré comme une approxima- 
tion de la fonction donnée. En désignant par R, (zx) l'erreur corres- 
pondante (que l’on appelle ferme résiduel), nous aurons 


f (2) = Pa (2) + Ra (a). (2) 


Montrons que lorsque zx —+ x,, le terme résiduel R, (x) sera un in- 
finiment petit d'unordre supérieur à nr (théorème de Pe- 
ano). En effet, considérons la limite 


Rh (x) oi OR E (Zo) + f” (zo) 30) + … Ho 2)" | 


ZX, (z— 20)" XX (z— 20)" - 

(3) 

Il est évident que nous avons ici une indétermination de la forme 

+ {En appliquant nr fois de suite la règle de L’'Hospital ($ 3) et ayant 
en vue la continuité de la dérivée f(") (x), nous trouvons 


. Ra (x) 
DT — 
, , ol (zo) | Qu (Zo) es | 
ni Pr RE or Li DS 
XX n(z—2z0)""1 
” ” fn) (zo) F4 
, @[r et. HE ea] 
sers nn=DG—2)" m0 
TR aû—t..i | 
Par suite 


Rh (x) = o [(x — x)". (4) 


, Il en résulte, suivant le sens de l'opération de dérivation, que dans l’in- 
torvalle ] a, b[ il existe des dérivées continues f (x) = f{(°) (x), f(x). . .., f(N-L(z). 


8 7] EXTREMUM D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE 199 


Ainsi, nous obtenons une relation connue sous le nom de formule 
locale de Taylor 


f (x) — S es PE. (z— Zo)* + o[(x—x0)"] 1). (9) 


Rk=0 


Dans un cas particulier, où a < 0 < b et x, = 0, on aura une for- 
mule dite formule locale de Maclaurin : 


fax LOL 28 Lo (7). (5) 


Exemple. — Approximer la fonction f (x) = sin x dans le voisinage du 
ROiRe zo — 0 par le polynôme de Taylor P, (x) du troisième degré. 
D a 


f(x) = sinz, f(x) = cosz, f"(z) = —sinz, f(x) = —cos r. 
D'où 
f(0)=0, f(0)=1, f(0)=0, 7j” (0) = —1. 
L'application de la formule (6) donne 


: z° = 
TEE (7) 


La formule (7) est souvent utilisée pour le calcul des sinus de faibles valeurs 
Se ne z; en le faisant, on ne perdra pas de vue que zx est exprimé ici en 
radians 


En posant x —zx, —h, zx — x, + hk et en tenant compte du 


fait que 
Î () — f (0) = f (&o + k) — f (x0) = Af (to), 


on peut mettre la dns (5) dans la forme 


Af (0) = Rf" (to) +5 f' (moe) + 2 + O9 (x) +0 (KT). (8) 


$ 7. Extrémum d’une fonction d’une variable 


Définition. — On dit qu'une fonction f(x) admet un maxi- 
m um f (x;) pour une valeur x, de l'argument x, si dans un voisinage 
du point x; (peut-être très petit) est réalisée l'inégalité (fig. 113) 


fn) >fG) GA). 


De même, on dit qu une fonction f (x) admet un minimum 
pour une valeur x, de l'argument x, si dans un voisinage du point x, 
est réalisée l'inégalité (fig. 113) 


f (t2) <f(2) (GG Æ 22). 


?) Dans le cas général, la formule (5) a un intérêt pratique si z appartient 
à un voisinage suffisamment petit U,, du point =. | 


CRE, 
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Un maximum ou un minimum d’une fonction est appelé extré- 
mum de cette fonction, tandis que les valeurs de l'argument pour 
lesquelles la fonction passe par ses extrémums sont appelées points 
d'extrémum de la fonction (respectivement points de maximum ou 
points de minimum de la fonction). 

En vertu de la définition même, l’extrémum d’une fonction pré- 
sente en général uncaractère local, c’est-à-dire qu'il expri- 
me la plus grande ou la plus petite 
valeur de la fonction par rapport 
à ses valeurs voisines. 
Aussi, la présence d'extrémum 
d’une fonction pour une certaine 
valeur de l'argument ne dépend- 
elle nullement du comportement de 
la fonction loin de cette valeur. En 
adoptant ce point de vue, on com- 
prend qu’un minimum d’une fonction 
peut être plus grand qu’un maxi- 
mum, tout comme une cavité dans 
les montagnes peut se trouver à une 
plus grande altitude au-dessus du niveau de la mer qu'une petite cime. 

Soit f (x) une fonction définie sur un segment {a, b] et ayant un 
extrémum au point x, E la, b]. Si x, est un point intérieur au seg- 
ment, la différence 


f(2) —f(&) #2) 


garde son signe dans un certain voisinage bilatère zx, — 
—h<z<zo+h (zx) du point z;. Un tel extrémum est dit 
bilatère. Par exemple, la fonction f (x) — V 1 — z° présente un 
maximum bilatère en x, = 0 parce que f(x) < f (x,) = 1 pour 
A1 <z<1,z-£0.Si zx, est un point frontière du segment [a, b], 
par exemple x, = a, alors f (x) — f (x,) ne conserve son signe que 
dans un certain voisinage unilatère a=z<1z<2x+h 
du point xz,. Un tel extrémum est dit unilatère (frontière). Par exem- 
ple, la fonction f (rx) = V1 — z° a un minimum unilatère pour 
Zo — —1À et pour z, = À. 

Dans la suite de cet ouvrage nous entendrons par le terme extré- 
mum unextrémum bilatère, nous supposerons donc que 
pour un point d’extrémum zx, d'une fonction donnée f (x) il existe 
un certain voisinage 0 < |x — x, | << h dans lequel la différence 
f (x) — f (xo) ne change pas de signe. 


1. Condition nécessaire pour qu’une fonction ait un extrémum 


Théorème.— Quand une fonction dérivable passe par un extré- 
mum (bilatère) sa dérivée s'annule. 
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Démonstration.— Supposons pour fixer les idées, que z, soit. 
un point de minimum de la fonction f (x). Alors 


Î (zo + Ato) > f (to); 
si Az, 0 est suffisamment petit en valeur absolue. Nous en dé- 
duisons que 


f GoHAz)— TG) 0, si Ar >0 


AZo 
et 
f (zo+ Azo) — f (xo) 


Ato 


<0, si Ar <0. 


En passant dans ces inégalités à la limite quand Az, —+ 0, nous 
obtiendrons pour la dérivée au point x,, égale à 


' d (x ) — lim Î (zo+ Azo) —f (Zo) 
; Ax,—0 


Az 
les relations respectives 
f (to) > 0, si Az, > 0, et f(x) L 0, si Azo € 0. 


4 


Fig. 114 


Comme la valeur de la dérivée f” (x,) ne doit pas dépendre de la 
façon dont Az, tend vers zéro, il en résulte que 


f" (&o) = 0. (1} 


Le théorème est donc démontré. 

Interprétation géométrique.— La condition (1) signifie géométri- 
quement qu’au point d’extrémum d'une fonction dérivable y — 
= f(x) la tangente à sa courbe représentative est parallèle à l’axe 
Ox (fig. 114, a). 


Corollaire.— Une fonction continue ne peut avoir un extrémum 
qu'en des points où sa dérivée est nulle ou n'existe pas. 
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En effet, si la fonction f (x) admet au point d’extrémum zx, une 
Pate A celle-ci est nulle d’après le théorème démontré: 
f (to) = 0. 

Le fait qu'une fonction continue n’admet pas de dérivée en un 
point d'extrémum est visualisé sur le graphe d’une fonction, qui a 
la forme d’une « ligne brisée » (fig. 114, b). 

On appelle valeurs critiques de l'argument x les va- 
leurs en lesquelles la dérivée f’ (x) d’une fonction donnée f (x) s’an- 
nule ou n'existe pas (devient infinie, par exemple). 

2. Conditions suffisantes pour qu’une fonction aïît un extrémum 

Le fait que f” (xs) = 0 ne signifie pas encore que la fonction f (x) 
présente un extrémum au point z = %. 

. En effet, soit f (x) = x°. Alors, f’ (x) — 3x° et donc f’ (0) = 0. 
Pourtant j (0) n’est pas un extrémum de la fonction donnée parce 
que la différence f (zx) — f (0) change de signe avec l'argument x 
(v. fig. 57). 

Ainsi donc, la fonction f (x) ne passe pas par un extrémum pour 
toute valeur critique de l'argument x. Aussi, en plus de la condition 
nécessaire allons-nous donner les conditions suffisantes pour qu'une 
fonction ait un extrémum. 


Théorème 1 (première règle).— Si une fonction dérivable f (x) 
est telle que pour une valeur x, de son argument la dérivée f’ (x) s'an- 
nule et change de signe en passant par x, *), le nombre f (x,) est un 
extrémum de la fonction f (x) et 

1) la jonction f (x) a un maximum pour x = %x,, si sa dérivée f” (x) 
est d'abord positive et ensuite, au-delà de cette valeur de x, elle devient 
négative ; 

2) la fonction f (x) a un minimum pour x = x, si sa dérivée f’ (x) 
est d'abord négative et ensuite, au-delà de cette valeur de x, elle devient 
positive. 

Démonstration.— Soit 

jf’ (zo) = 0, 
f (2) > 0 pour LL —Ee<r<x 
et 
f (&) <0 pour rm <r<r+eE, 


où £ est un nombre positif, suffisamment petit. 


1) Nous disons qu’une fonction change de signe en passant par une valeur 
zo S'il existe un & positif, suffisamment petit tel que 


F (z) <Opour ro — er < 70, 


F (2) > Opourz <rz<zo+e 
ou bien 
F(z) > Opourr —e <zrz<zo, 


F (x) <Opourrs Lr <zrzo+e. 
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Cela signifie en vertu du théorème 2 du $ 2 que la fonction f (x) 
croît sur le segment [x, — e, xl et décroît sur le segment [x,, xo + 
+ €]. Par suite, au voisinage immédiat de x, nous avons 


Î (Go) > f (x), si z < %o, 
Î (&o) > f (x), si zx > x. 


Autrement dit, pour x = zx, la fonction f(x) aunmaximum. 
2) On démontre de même la deuxième partie du théorème. 


Remarque. — On peut démontrer que le théorème reste valide si au point 
critique x, la dérivée f’ (r9) n'existe pas, la fonction f (x) étant continue pour 
TZ — To. 

Théorème 1°.— Si la dérivée f” (x) d'une fonction dérivable f (x) 
s'annule pour x = zo, Mais ne change pas de signe en passant par cette 
valeur, alors f (x) n’a pas d'extrémum pour x = xs. 


Démonstration.— En effet, si par exemple 


f" (to) = 0 


f (x) > 0 pour rw — EE LKrI<r+E TZ ZX, 


la fonction f (x) croît tant sur le segment [:, — e, x,] que sur le 
segment [x,, zo + el. Par conséquent, il n’y a ni maximum, ni 
minimum de la fonction pour z = x. 

En utilisant ces théorèmes pour établir si une fonction déri- 
vable f (x) passe par un extrémum, on cherche d'abord les valeurs 
critiques de l'argument de cette fonction, c’est-à-dire les valeurs 
zx, pour lesquelles 


et 


f (to) = 0. 


Puis, on choisit pour chacune de ces valeurs zx, un intervalle 
Jr, — €, x, + el si petit qu’il ne contienne aucune autre valeur criti- 
que (si c’est possible, bien entendu) et on vérifie la nature de zx, 
d'après le schéma suivant 


f° (xo—h) | f (xo +R) | Conclusion 


Pas d'extréemum 
Maximum 
Minimum 
Pas d'extrémum 


L1++ 
LUE 


où la variable À parcourt l'intervalle 
O<h<e. 
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Exemple. — Etudier si la fonction 
f(a)=S—-62+9z+5 


passe par un extrémum. 
Solution. — Calculons la dérivée, il vient 


f' (a) = 322 — 127 + 9 = 3 (22 — 47 + 3). 


En l’annulant et en résolvant l'é “Aaten du second degré correspondante, 
nous trouvons les racines de la dériv 


z1 = À et Ze = 3. 
f@=3(—1)(z—3). 


Voyons comment change le signe de la dérivée f’ (z} 
au voisinage de z = 1. 

Pour tout nombre h positif et suffisamment petit 
nous avons 


D'où 


z |f"(:) 


14) 
1Lh|l — 
Par suite, la fonction f(x) a pour z = 1 un maximum 


égal à f (1) — 9. D'une manière analogue, pour z = 3 
nous obtiendrons 


[1 FF gz z |f'(2) 

3—h| — 

3+h| + 

La fonction f (x) a donc pour z = 3 un minimum égal à f (3) = 5. 
La courbe de la fonction 


y=—62+9z+5 
est représentée sur la fig. 115. 


Fig. 115 


Théorème 2 (deuxième règle).— Soit f (x) une fonction dérivable. 
Si, en un point zo, sa dérivée première f' (x) s'annule et sa dérivée se- 
conde f” (x) existe et est différente de zéro, c'est-à-dire si 


f (to) = 0, f(x) F0, 


la fonction f (x) passe en ce point par un extrémum, à savoir: 1Â) si 
f” (xzo) > 0, f(zo) est unminimum de la fonction f(x) 
et 2) si f” (xs) < 0, f (xo) est un marimum de la fonc- 
tion f(x). 


Démonstration.— 1) Supposons d’abord que f’ (x,) = 0,f” (x) > 
> 0. Soit z = x, + Ax, un point voisin de x,. La dérivée seconde 
f” (x) étant la dérivée de la dérivée première f’ (x), nous pouvons 
écrire 
f" (zo+ 4zo) — f (zo) _ 

AZ 


f"(æ)= lim 1e 
Ax,—0 
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{nous avons utilisé ici le fait que f’ (x) = 0). Aïnsi, la grandeur 

variable 1 @ tend vers la limite f” (x) 0 et donc à partir d'un 
“0 

certain instant elle prend le signe de sa limite (chap. VII, $ 6, 

lemme), c’est-à-dire, dans notre cas, le signe +. Par suite 


1 >o pour O<]r—1|<E, 


T— To 
où & est un nombre positif suffisamment petit. I] en résulte que le 


à F 5 . "(x : 
numérateur et le dénominateur de la fraction L e sont de même 
40 
signe et donc 


f (x) <0 pour m—E<r<Xt 
et 


f (x) >0 pour LL <r<T+e. 


Nous voyons que la dérivée f’ (x), négative avant le point x,, de- 
vient positive après ce point. Suivant le théorème 1 le nombre f (x) 
est un minimum de la fonc- 
tion f(x). 

2) On démontre de même que si 
f" (zo) = 0 et f” (xo) < 0, le nombre 
f (xo) est un maximum de la 
fonction f(x). 

Le théorème sur l’extrémum de 
fonctions a de nombreuses applications 


pratiques. He y —»i | 
Problème.— Soit donné un trian- re 6 ——# 
gle ABC dont la base AC = b et la Fig. 116 


hauteur BL = h (fig. 116). Trouver le 

rectangle de surface maximale qu'on peut inscrire dans ce triangle. 
Désignons la hauteur XL du rectangle cherché par x et sa base 

DE par y (fig. 116). Alors son aire a pour expression 


U = zxy. 


Les variables x et y ne sont pas indépendantes, elles sont liées par 
une certaine relation. En effet, de la similitude des triangles DBE 
-et ABC et compte tenu de ce que leurs hauteurs BX et BL sont pro- 
portionnelles aux bases DE et AC, nous tirons 


ou encore, puisque 


BK=h—1x, DE = y, BL=h, AC = b, 
on a 
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D'où 
b 
y=—{h—2). 
En faisant disparaître y dans l'expression de Ü, nous obtenons 
b b 
= (h—z)z=(hz— 2). (2) 
Cherchons un maximum de cette fonction. Dérivons-là, il vient 
U" = 2 (h— 227). 
En annulant la dérivée U’, nous trouvons 
h—2r=0 ou r=%. 


On se rend compte sans peine que cette valeur de x correspond 
réellement au maximum de la fonction U. En effet, en prenant la 
dérivée seconde nous aurons 


- 2b 
UT—= —+<0. 


Par suite, pour x — ; l’aire U est maximale et la formule (2) donne 


bh 
Umax = + 
Ainsi, l'aire du plus grand rectangle inscrit dans un triangle est 
égale à la moitié de l'aire de ce triangle. 


$ 8. Concavité et convexité de la courbe d’une fonction. 
Points d’inflexion 


Définition. — On dit que la courbe d'une fonction dérivable y = 
— f (x) présente saconcavité vers le haut')(ousacon- 
vezité vers le bas?)) dans l'intervalle (a, b), si la partie 
correspondante de la courbe 


y=f(z) (GE (a, b)) (1) 

est située au-dessus de la tangente tracée en tout point M (x, jf (x)) 
(fig. 117, a). | 

D'une manière analogue, on dit que la courbe d'une fonction déri- 

vable y = f (x) présente sa convezrité vers le haut (ou sa 

concavité vers le bas) dans l'intervalle (a, b), si la partie 


1) C'est-à-dire dans la direction positive de l'axe Oy. 
2) C'est-à-dire dans la direction négative de l'axe Oy. 
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correspondante de la courbe (1) est située au-dessous de la tangente tracée 
en tout point M (x, f (x)) de cette partie de la courbe (fig. 117, b). 


Condition suffisante pour que la courbe d’une fonction soit 
concave (resp. convexe) 


Théorème.— Soit y = f (x) une fonction deux fois dérivable. 


Fig. 117 


1) Si sa dérivée seconde f” (x) est positive à l'intérieur de (a, b), 
la courbe de cette fonction présente dans cet intervalle sa concavité vers 
le haut. 

2) Si la dérivée seconde f” (x) est négative à l’intérieur de (a, b), 
la courbe de cette fonction présente dans cet intervalle sa concavité vers 
le bas. 


Démonstration.— 1) Soit f” (rx) > 0 pour a < rz < b et soit x, 
un point quelconque appartenant à l'intervalle (a, b). Comparons 


LA og 


Fig. 118 


au point x l’ordonnée y de la courbe y = f (x) et l’ordonnée y de la 
tangente M,N à cette courbe au point M, (xs, f (xo)) (fig. 118). Le 
coefficient angulaire de la tangente M,N étant égal à f’ (x,), on peut 
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écrire (v. chap. III, $ 3) 


y = f (zo) + f° (to) (T — To). 
D'où 
Ô=y—y= f(x) — f (xo) — f’ (to) (x — 0). (2) 
En utilisant le théorème de Lagrange ($ 1), nous aurons 


Î (x) — f (xo) = (x — %o) f (Ë), 
où EE xs, xl. 
Par suite, la relation (2) nous donne 


Ô = (zx — 2x0) [f (8) — f’ (xo)l. (3) 


. Comme f” (x) = {f' (x)]’ > 0, la dérivée f’ (x) est une fonction 
croissante. 

Soit x << %,; alors, il est évident que & << x, et donc du fait que 
f" (x) est croissante, nous avons f’ (£) << f’ (x.). Dans ce cas la for- 
mule (3) donne 6 >> 0. 

Si maintenant zx > zx,, alors ë > 
> zet donc f’(Ë) —>f(zxz). De la 
formule (3) nous tirons de nouveau 
que Ô > 0. | 

Ainsi, pour z  Zo nous avons 


ô = y — y >0, et donc y >y. 


(4) 
Il en résulte que pour a << rz<< 
< b la courbe y = f(x) se situe 
Fig. 119 au-dessus de ses tangentes 
et donc sur l'intervalle (a, b) 
présente sa concavité vers le haut. 
2) On démontre par un procédé analogue que si f” (x) < O0 pour 
a << x<b, alors la courbe de la fonction y = f (x) présente sa 
concavité vers le bas sur l'intervalle (a, b). 


Définition. —On appelle point d'inflezxion de la courbe 
d’une fonction dérivable y — f (x) un point où la concavité de la courbe 
change de sens (fig. 119). 


Théorème.— Si La dérivée seconde f” (x) d'une fonction y = f (x) 
s’annule en un point x, et change de signe, alors le point M (xo, f (to)) 
est un point d'inflexion de la courbe représentative de cette fonction. 


Démonstration.— Supposons que la dérivée seconde f” (x) 
s’annule au point M et change de signe, par exemple devient néga- 
tive. Alors, à gauche du point M, la dérivée seconde de la fonction 
f (x) est positive et donc pour x, — e < r << ro la concavité de la 
courbe de la fonction est tournée vers le haut ; à droite du point M, 


$ 9] RÉSOLUTION APPROCHÉE DES ÉQUATIONS 209 


la dérivée seconde f” (x) est négative et donc pour LL <r<rÿ+e 
la courbe de la fonction y = f (x) présente sa concavité vers le bas. 
Ainsi, au point M la concavité de la courbe change de sens et le 
point 4 est donc un point d’inflexion de cette courbe. 


Remarque. — La dérivée seconde f” (x0) de la fonction y = f (x) peut aussi 
ne pas exister au point d'’inflexion r, en devenant par exemple infinie. 


Exemple. — Soit donnée la courbe de Gauss 
| y = ext, 


y = —2ze"x" 
et 


p=u-ae tes (a) 


La dérivée seconde y” s’annule si 


d’où 


1 Li 
3 V2: 
Le changement de signe de la dérivée seconde se caractérise par le tableau 
suivant 


| 1 1 1 1 
Par suite, les points À ( RE =) et B GE 7) sont des 
points d’inflexion de la courbe donnée (fig. 120). 


$ 9. Résolution approchée des équations 


Considérons une équation 
f (x) = 0, (1) 


où f (x) est une fonction définie et continue sur un intervalle (a, b). 
La valeur E € (a, b) satisfaisant à l'équation (1), c’est-à-dire telle 


14—0131 
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que f (£) = 0, s'appelle racine de cette équation (ou zéro de la fonc- 
tion j (x)). 

Géométriquement, les racines de l'équation (1) sont des abscis- 
ses des points d’intersection de la courbe de la fonction y = f (x) 
avec l’axe Ox (fig. 121). 


Fig. 121 Fig. 122 


Pour la résolution géométrique de l'équation (1) il est parfois 
commode de la remplacer par une équation équivalente 


p (x) = Ÿ (x). (2) 


Les racines de l'équation (1) se déterminent alors comme abs- 
cisses des points dintersection des courbes y — 
= px) et y = Ÿ (x). 

Exemple 1. — Résoudre graphiquement l'équation 

z+ilgz= 2. (3) 

On a évidemment 

Igr=2— 7. 
La racine de l'équation (3) représente donc l’abscisse du point de rencontre de 
la courbe logarithmique y = Îg x et de la droite y = 2 — x (fig. 122). 

Après avoir tracé ces courbes sur un papier millimétré, on trouve la racine 

inprochés de l'équation (3): E = 1,77. 


Enonçons un théorème qui est géométriquement bien instructif : 
si une fonction continue f (x) prend aux extrémités d’un segment 
[œ, Bl & (a, b) 1) des valeurs de signes opposés, c'est-à-dire si f (x) X 
X f (B) < 0, il existe alors à l’intérieur du segment [a, Bl au moins un 
zéro de la fonction f (x) (c'est-à-dire qu'il existe forcément une racine 
de l’équation f (x) = O0). 

Cette racine est unique si la dérivée f’ (x) ne change pas de 
signe sur Ja, BI (du fait que la fonction f (x) est monotone). 


1) La notation [a, Be (a, b) signifie que le segment [«, B] est contenu 
dans l'intervalle (a, b). 
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En supposant que la racine ë de l'équation f (rx) = 0, où f (x) 
est continue sur (a, b), soit unique à l’intérieur du segment [«, fl & 
« (a, b) et que la condition f (x) f (B) < 0 soit réalisée, nous indi- 
querons quelques procédés simples pour trouver la valeur approchée 
de cette racine. 

A. Méthode de la division par moitiés.— Soit donnée une fonc- 
tion f(x) continue sur [æ, B] et soit f (&) f (B) < 0. Divisons le 
segment [«, B]l en deux parties égales et soit y le milieu de ce seg- 
ment. Si f(y) = 0, y est la racine cherchée. Si f (y)=£ 0, désignons par 


88, AI) 


Al(@, f(æ)) 
Fig. 123 


[æ;, B1] celle des moitiés [æ, y] ou [y, B] aux extrémités de laquelle 
la fonction f (x) prend des valeurs de signes opposés et appliquons 
de nouveau la méthode de la division par moitiés. Reprenons le 
processus autant de fois qu'il est nécessaire. Finalement nous trou- 
verons la racine de l'équation jf (x) = 0 ou obtiendrons une suite de 
segments emboîtés 


[œ, B] = [c, B.] a PR 


à l’intérieur desquels se trouve la racine cherchée E. 
.* La » — 
Comme la longueur du n#-ième segment [x,, B,), égale à = : 
tend vers Ô quand n7 — œ, on peut en appliquant ce procédé un 


nombre de fois suffisant et en posant £ = _ (Gn + BPn) déterminer la 


racine cherchée È avec toute précision voulue. 

B. Méthode des parties proportionnelles (méthode des cordes). — 
La méthode de la division par moitiés peut être améliorée si l’on 
remplace l'arc AB de la courbe y — f (x) (x < x & ) par sa corde 
AB passant par les points frontières À (x, f (&)) et B (B, f (B)) et 
que l’on prenne pour valeur approchée de la racine £ de l'équation 
f (x) = 0 l’abscisse £, du point d'intersection de la corde AB avec 
l'axe Ox (fig. 123). 


14% 
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Si f (x) f (B) < 0, ceci équivaut à prendre comme valeur appro- 
chée de la racine ë le point E, qui divise le segment [æ, B] dans le 
rapport de | f(@) |: | f (B)l. 

L'équation de la corde AB est de la forme (v. chap. III, $ 4) 

y— f (a) = PT (2 0). (&) 
En posant y = 0 dans l'équation (4), nous trouvons le point d'in- 
tersection zx = Ë, de la corde AB avec l'axe Ox (fig. 123): 


PE 1 C2) _ 
Ha pp PP %). 6) 
On prend le nombre E, pour première approximation de la raci- 
ne &. Si f (ë,) = 0, on peut appliquer la formule (5) à celui des seg- 
ments [a«, £.] ou [E,, Bl aux extrémités duquel la fonction f (x) prend 
des valeurs de signes contraires, etc. 
Exemple 2.— Trouver par la méthode des cordes la racine de 
l'équation 
fa) = +rz—-12 = 0. (6) 


Pour déterminer la racine approchée de l'équation (6) on peut 
esquisser les courbes des fonctions y = z° et y = 12 — x. Par une 
estimation grossière nous constatons que la racine cherchée, c'est-à- 
dire l’abscisse du point d'intersection des courbes, se trouve dans 
l'intervalle ]2, 3[. En effet, 


f(2)=8+2—12— —2 
et 
1 (3) = 27 + 3 — 12 = +18. 
On peut donc poser &« = 2 et f = 3. 


En appliquant la formule (5), nous obtenons la valeur approchée 
de la racine 


Remarquons que 
f (61) = 9,261 + 2,1 — 12 = —0,639. 


Aussi, pour préciser la valeur de £,, convient-il d'appliquer la for- 
mule (5) au segment (2,1; 3]. 
C. Méthode de Newton (méthode des tangentes).— Remplaçons 


maintenant l'arc AB de la courbe y = f (x) par la tangente AC tra- 
cée au point À (œ, f (œ)) (fig. 124). Le coefficient angulaire de la 
tangente AC étant égal à f” (œ), son équation s'écrit 


y —f(a) = f' (a) (x — a). (7) 
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D'où, en posant y = 0, nous trouvons la valeur approchée de la 
racine E: 


E f (@) 
Ha) (6) 


(formule de Newton). 
Remarquons que si nous traçons une tangente au point B [B, f(B)] 


(fig. 124), le point d’intersection Ë de cette tangente avec l'axe Oz 
donnera une mauvaise approximation de la racine £. Il convient de 


_ 0 Ê(B; (8) 
A | 


AC, fa) 
Fig. 121 


s'inspirer ici de la règle suivante: si la dérivée seconde f” (x) de la 
fonction ne change pas de signe dans l'intervalle ]a, Pl, la tangente doit 


être tracée en celui des points frontières de l'arc AB où le signe de la 
fonction coïncide avec le signe de la dérivée seconde. 
Exemple 3.— Déterminer, en appliquant la méthode des tan- 
gentes, la racine de l’équation (6), située dans l'intervalle ]2, 31. 
Ici, f(x) = 6z > 0 pour 2<z<3 et f (3) — +18. Posons 
donc & = 3 dans la formule (3). Puisque f” (x) = 3z° + 1 et f” (3) = 
— 28, il vient 


nr? 
CA 


= 3—-7 — 2,36. 


D] 


à titre de contrôle que 
f (E,) = 13,14 + 2,36 — 12 = +3,35. 


Etant donné que dans notre cas £,  £<< £, où E, — 2,10 et ë, — 
= 2,36, on peut poser 


E& 7 (E1+ En) = 7 (2.104 2,36) = 2,23. 


Signalons 


Ici, 
1 (2,23) = 11,09 + 2,23 — 12 = 1,32. 


Pour préciser la valeur de la racine on peut appliquer la méthode 
des cordes et celle des tangentes au segment [2,10 ; 2,23], etc. 
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$ 10. Tracé des courbes des fonctions 


Nous avons montré au cours des paragraphes qui précèdent, 
comment l'application des dérivées première et seconde permet d'étu- 
dier les propriétés générales des fonctions. En se servant des résul- 
tats de cette étude, on peut se faire une idée claire de la nature de la 
fonction et, en particulier, construire une courbe mathématiquement 
correcte de cette dernière. 

Pour étudier une fonction y = f (x) (que nous supposerons élé- 
mentaire) il est raisonnable, dans les cas les plus simples, de pro- 
céder suivant le schéma ci-dessous: 

1) En analysant les propriétés d’une fonction f (x), on détermine 
le domaine de son existence; on suppose pour simpli- 
fier que c’est un intervalle (a, b). Il est aussi utile d'établir si la 
courbe de f (x) est symétrique (si la fonction est paire ou impaire, 
périodique ou non, etc.). 

2) On trouve les points de discontinuité de la 
fonction. On étudie aussi le comportement de la fonction quand 
z—aet zx — b, où a et b sont des points frontières du domaine de 
définition de la fonction. 

3) En résolvant l'équation 


f (x) = 0 (1) 


on recherche les racines (zéros) de la fonction. On établit le signe de 
la fonction dans les différents domaines, en tenant compte du fait 
qu'une fonction élémentaire ne peut changer de signe qu'en passant 
par zéro ou par un point de discontinuité. 
4) En résolvant l'équation 
f ()=0 (2) 


on trouve les valeurs critiques de l'argument 
de la fonction f(x). Puis, en étudiant le signe de la dérivée 
f’ (x) dans chacun des intervalles compris entre deux valeurs criti- 
ques consécutives, on détermine les intervalles de croissance et de 
décroissance de la fonction et on établit la nature de ces valeurs criti- 
ques. 

5) En résolvant l'équation 


f" (x) = 0 (3) 


on trouve les valeurs critiques de l'argument 
pour la dérivée f’ (x). En déterminant ensuite le signe de la 
dérivée f” (x) dans chacun des intervalles compris entre deux valeurs 
critiques consécutives de l’argument pour la dérivée f” (x), on établit 
les intervalles dans lesquels la courbe de la fonction f (x) présente 
sa concavité vers le haut ou vers le bas et on trouve les points d'in- 
flexion. 
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Dans des cas plus compliqués il convient d'étudier aussi les points 
où les dérivées f’ (x) et f” (x) n'existent pas. 

I] se peut que pour résoudre les équations (1), (2) et (3) on doive 
avoir recours à des méthodes approchées (v. $ 

En rassemblant dans un tableau les valeurs que la fonction prend 
en ses points caractéristiques (points frontières du 
domaine de définition, points de discontinuité, points d'intersection 
de la courbe de la fonction avec les axes de coordonnées, points d’ex- 
trémum, points d’inflexion,etc.)et en tenant compte des résultats de 
l'étude effectuée plus haut, on représente graphiquement cette fonc- 
tion. 

Signalons que dans certains cas une étude sommaire se trouve 
suffisante. 


Exemple. — Tracer la courbe de la fonction 


y=r+W1—z. 


Etudions cette fonction suivant le schéma donné ci-dessus. 
4) La fonction est définie si 


0<1—z<+o. 
D'où son domaine d'existence 


—0<z<i. 
2) La fonction n’a pas de points de discontinuite et 
lim y—= —o 
X— — 00 
et 
lim y = y (1) = 
x—! 
3) En résolvant l'équation 
z + V1—7—0, 
nous obtenons la racine de la fonction 
= __” m —1,62. 


Ceci étant, on a y <0 si —o<r<zm ety >0siro <z< 1. 
4) Calculons Aa dérivée 


a 
2 Vi—z | 
En l’annulant, nous trouvons un point critique x, = - En outre, il est évident 


4 
que y’ devient infinie lorsque x = 1. Le point x, = 1est donc aussi un point 
critique. 


Les intervalles de monotonie de la fonction sont ]—o, x et É, A[ et, 


comme il est facile de s’en convaincre en étudiant le signe FR la dérivée, la 
fonction croît dans le premier intervalle et décroît dans le deuxième. La fonc- 
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| y” | Conclusion 


La fonction croit 


La fonction passe 
par un maximum 
La fonction dé- 
croit 


tion passe donc par un maximum au point r;. Quant au point z,, la fonction y 
passe manifestement par un minimum frontière. 
- 5) Calculons la dérivée seconde 


1 


ER 
4 ({— x)? 


Puisque la dérivée seconde est partout négative, la courbe de la fonction pré- 
sente sa concavité vers le bas et n'admet pas 
de points d'inflexion. 

Consignons les résultats de nos études 
dans le tableau. 

La courbe de la fonction est représentée 
sur la fig. 125. 


EXERCICES 
1. Calculer l'accroissement de la fonc- 
tion 
f()=2 
Fig. 125 È le segment —1 < x < 2 et vérifier le 


théorème des accroissements finis. 
2. Vérifier le théorème sur les racines de la dérivée pour la fonction 


fa = (G—1)@—2) (& — 3) 


sur les segments [1, 2] et [2, 3]. 
Déterminer les intervalles de monotonie des fonctions suivantes: 


3. f(x) = zx — 47 — 1. 
&. f(x) = 3z — x. 
95. f(x) = ze”*x. 


Calculer les limites des fonctions suivantes: 


6. li z—sinz 
. in —<— 
x—0 7 
3x — 9x 
7. lim 


--0 In(+z) © 
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; z—sinz . he 
8. sn ez—sins * En déduire une formule pour la rectification 


approchée de petits arcs: 


z = + Ce sinr—tgzr). 


. 1— 7° 
9. . sin ñz 
z3 
10. lim : 
re 1,01*x 
In? 2 


11. lim -5— 
HE 
12. lim ({— 7x) tg ——. 
x—! E 


13. lim (z arcsin +) - 


X—00 


| z | 
14. lim (= re ]. 


16. lim z!'-*. 


17. lim (cotgz}Si" =, 
x—0 
Calculer les extrémums des fonctions suivantes: 


18. y—r(a—r) (a > 0). 
19. = 24 31. 


DE 
A qe 
21. y=V 2+Fz— re. 
22. y=rer°x. 


23. Inscrire un rectangle de surface maximale dans an demi-cercle de- 
rayon a. 
24. Dans l’ellipse 


2? y® 
CSN S 


paru un rectangle de surface maximale ayant ses côtés parallèles aux axes 
de l'’ellipse. 
25. Dans une sphère de rayon a inscrire un cône du volume maximal. 
26. Quelles doivent être les dimensions de la boîte sans couvercle confec- 
tionnée à partir d’une feuille de papier carrée de côté a, pour que son volume- 
soit maximal ? 


218 


APPLICATIONS DES DERIVÉES 


27. Trouver les points d'’inflexion du graphe de la fonction 
y= 2 — mn. 
Tracer les courbes des fonctions suivantes: 
28. y—3r— 7. 
29. y— rx? (2— 7). = 
zr° D 


1+r° © 
1 
31. te 


30. y— 


D: 
RÉ ES 


y=Zx VT—7. 
= 1—7 
— = + 


35. y 

36. y — 

37. y=zinz!). 
38. y — 

39. y — 


1) Pour indication, v. « Réponses ». 


[CH. XI 


CHAPITRE XII 


DIFFÉRENTIELLES 


$S 1. Notion de différentielle d’une fonction 


Soit donnée une fonction dérivable 


= f (x). 

L'accroissement Ay de la fonction y constitue une caractéristi- 
que importante de la variation de cette fonction sur un segment fini 
donné [a, b]l. Pourtant la détermination directe de l’accroissement 
d’une fonction est parfois difficile à réaliser. Dans de tels cas, on pro- 
cède généralement de la façon suivante: on divise le segment [a, b] 
en un nombre fini de segments suffisamment petits {x, x + Axlet 
on considère que sur chacun de ces segments l’accroissement de la 
fonction suit de façon approchée la loi de proportionnalité directe 
(par exemple, un petit élément de courbe est considéré comme recti- 
ligne ; un mouvement non uniforme d'un point est considéré pendant 
un petit intervalle de temps comme un mouvement uniforme, etc., 
où la « petitesse » est prise au sens connu). En d’autres termes, on 
suppose que sur un segment suffisamment petit [r, x + Azx] est 
réalisée l'égalité approchée 

Ay = k Az, 


où À est un coefficient de proportionnalité qui ne dépend pas de 
Az, mais dépend, dans le cas général, de x. S'il se trouve dans ce cas 
qu'avec un choix convenable du coefficient de proportionnalité la 
différence 


Ay — k Az 
est une quantité infiniment petite d'un ordre supérieur par rapport 
â Az, c'est-à-dire si le rapport 
Ay—kA 
EE — = (1) 
est infiniment petit lorsque Az —+ 0, alors la quantité 
dy = k Az 
s'appelle la différentielle de la fonction y au point zx (ici, la lettre d 
est le symbole de différentielle). Comme il résulte de la relation (1), 
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on a dans ce cas l'égalité 
Ay = k Ar + aAx, (2) 


où 4 —> 0 quand Az — 0. 
Autrement dit, (v. chap. VII, $ 8) 


Ay = dy + o (Az). 


Définition. — On appelle différentielle d'une fonc- 
tion une quantité proportionnelle à l'accroissement de la variable 
indépendante et qui diffère de l'accroissement de cette fonction par un 
infiniment petit d'un ordre supérieur par rapport à l'accroissement de 
la variable indépendante. 


Le terme À Az de la formule (2) est souvent appelé partie linéaire 
principale de l'accroissement de la fonction (ou terme linéaire prin- 
cipal de l'accroissement). On peut donc dire 
que la différentielle d'une fonction représente 
la partie linéaire principale de l'accroisse- 
ment infiniment petit de cette fonction. 

Exemple 1. — Soit y = x° la fonction expri- 
mant l'aire d'un carré de côté x (fig. 126). Si l’on 
donne au côté x un accroissement Az, sa nouvelle 


valeur sera z + Ar et donc la surface du carré 
variera d’une quantité 


Ay = (x + Az} — ri, 


ou 


Fig. 126 


Ay = 2x Ar + (Az). 


Le premier terme de la somme au second membre de la dernière égalité exprime 


partie linéaire principale de l'accroissement de la fonction lorsque Az —+ 0. 
ar suite, 


dy = 2x Az. 


Sur la figure 126, l’accroissement Ay de la fonction y est représenté par la 
surface hachurée,; alors que la différentielle dy de la fonction est représentée 
par la surface de la partie hachurée diminuée de celle du petit carré se trouvant 
dans le coin supérieur droit du grand carré. 


Théorème d'’unicité de la différentielle. — Une fonction donnée 
ne peut avoir qu'une seule différentielle. 


Démonstration.— En effet, supposons qu'une fonction 
y = f (à) 
possède deux différentielles : 
dy = k Az et d,y = k, Ax. 
De par la définition même de la différentielle nous avons 
Ay = k Az + a Az 


$ 1] NOTION DE DIFFERENTIELLE D'UNE FONCTION 221 


et 
Ay = k, Az + a, Ax, 
où « et «, sont des infiniment petits lorsque Az —- 0. Nous en tirons 
k Az + ax = k, Az + «a, Az 
et donc pour Az = O0 nous obtenons 
k—k, = — «a. 


En passant à la limite quand Az —+ 0 dans la dernière égalité, 

nous obtenons 

k er k = 0, 
ce qui signifie que À = k,. Ainsi, les différentielles dy et d,y coïnci- 
dent. Le théorème est donc démontré. 

De la définition de la différentielle il résulte immédiatement que 
la différentielle d'une fonction diffère de l'accroissement de cette fonc- 
tion par un infiniment petit d'un ordre supérieur à celui de l'accroisse- 
ment de la variable indépendante. Cette circonstance est souvent mise 
à profit pour des calculs approchés. 

Exemple 2. — Soit donnée la fonction 

y=S— x + 2r + 3. 
Calculer Ay et dy pour x = 1 et les comparer dans les trois cas suivants: 


a) Az=1; b) Az = 0,1 et c) Ar = 0,01. 
On a 


Ay = [(z + Az) — (x + ArŸ +2 (x + Az) + 3] — (2 — 2° + 2r + 3). 
En effectuant les opérations algébriques nécessaires, on obtient 
Ay = (3x? — 2x + 2)-Az + (3x — 1)-(Az)? + (Az). 


Le premier terme au second membre de la dernière que exprime évidem- 
ment la partie linéaire principale de l’accroissement de la fonction. Par suite, 


dy = (31? — 2r + 2).Ar. 


En posant z = 1, composons le tableau suivant 


Ce tableau montre clairement que la part de la différentielle dy dans l’accrois- 
sement Ay tend vers 100 2, lorsque Az —+ 0. 
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$ 2. Relation entre la différentielle et la dérivée d’une fonction. 
Différentielle de la variable indépendante 


Théorème 1.— Si une fonction possède une différentielle, elle admet 
aussi une dérivée. 
Démonstration.— En effet, soit donnée une fonction 


y = f(x), 
dy = k Ax 


la différentielle de cette fonction. Comme nous le savons, l’accroisse- 
ment Ay de la fonction peut s’écrire sous la forme suivante: 


Ay = k Az + « Az, 


où « est un infiniment petit quand Az —> 0. Nous en déduisons que 


et soit 


et par suite 


ce qui signifie que la dérivée y” existe et est égale à k. 
Corollaire. — La différentielle d'une fonction est égale au produit de 
la dérivée de cette fonction par l'accroissement de la variable indépen- 
dante, c'est-à-dire que 
dy = y’ Az. (1) 
Théorème 2.— Si une fonction possède une dérivée, elle possède 
aussi une différentielle. 


Démonstration.— Soit une fonction 


_— y = f(x) 
admettant pour dérivée 
' Ay 
lim —— = y’. 
Ax=0 AZ sé 
Nous en déduisons que 
Ay _ » 
A di 


où « est un infiniment petit lorsque Az — 0 et donc 
Ay = y” Ar + aA x. (2) 
Le premier terme y’ Ax de la somme (2) représente certainement la 


partie linéaire principale de l’accroissement Ay, c'est-à-dire, est la 
différentielle de la fonction y. Ainsi, la fonction possède la diffé- 
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rentielle 
dy = y Az. 


Le théorème est donc démontré. 

Remarque.— Il devient maintenant clair pourquoi une fonction 
d'une variable indépendante, admettant une dérivée, s'appelle 
fonction dérivableoudifférentiable. 

Jusqu'ici, nous n'avons utilisé que la notion de différentielle 
d'une fonction. Introduisons maintenant la notion de différentielle 
de la variable indépendante. 


Définition.— On entend par différentielle de la 
variable indépendante la différentielle d'une fonction 
identique à la variable indépendante, c'est-à-dire la différentielle de la 
fonction y = x. 


Puisque 
y = 1 pour y = 2, (3) 
la formule (1) donne 
dr = Ax, 


c'est-à-dire que La différentielle de la variable indépendante est égale 
à l'accroissement de cette dernière. 

En utilisant cette propriété, on peut récrire la formule (1) sous 
la’ forme symétrique suivante: 


dy = y' dx. (4) 


Ainsi, la différentielle d'une fonction est égale au produit de la dérivée 
de cette fonction par la différentielle de la variable indépendante. 
Divisons les deux membres de la dernière égalité par dx, il vient 


dy ; 


—— 
>» 


dz 
En d’autres termes, la dérivée d'une fonction est égale au quotient de 
la différentielle de cette fonction par la différentielle de la variable indé- 
pendante. 
Jusqu'à présent la notation # avait un caractère symbolique; 
maintenant nous pouvons considérer cette expression comme une 
fraction ordinaire dont dy est le numérateur et dx le dénominateur. 


$ 3. Interprétation géométrique de la différentielle 


Proposons-nous de mettre en évidence la signification géométri- 
que de la différentielle. Considérons la courbe représentative d’une 
fonction y = f (x). 

Soient M (x, y) et M” (x + Az, y + Ay) deux points de cette 
courbe (fig. 127). Menons en 1 une tangente AT à la courbe de la 
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fonction (ici, Test le point d'’intersection de la tangente avec 
M'N || Oy) et considérons le triangle rectangle MTN de côtés MN — 
= Az et NT (MN ||Oz, NT || Oy). Si l'on désigne par œ l'angle 
que fait la tangente HT avec la direc- 
tion positive de l'axe Ox, on aura 


NT = Aztg q. 


Or, de la signification géométrique de 
la dérivée il résulte que 


te p = f(x) = y’. 


Par suite 
NT = y Az = dy. 
Fig. 127 On peut donc énoncer le théorème 
suivant : 


La différentielle d’une fonction y = f (x) en un point x donné est 
égale à l'accroissement de l'ordonnée de la 
tangente à la courbe de cette fonction en ce point, lorsque l'accrois- 
sement de x est Az. 

Remarque.— Signalons qu'en général l'accroissement Ay — 
= NM (fig. 127) de la fonction y n'est pas égal à la différentielle 
dy = NT de cette fonction. En particulier : 1) si la courbe de la fonc- 
tion présente sa concavité vers le haut, on a | 


Ay > dy; 
2) au contraire, si la courbe de la fonction présente sa concavité 


vers le bas, alors 
Ay << dy. 


$ 4. Interprétation physique de la différentielle 
Soit donnée la loi du mouvement d’un point M le long de l’axe Oz: 
z = f (£), 


où z est la distance du point 47 à l’origine O, et t le temps. On sup- 
pose que le point M se déplace toujours dans le même sens. Au bout 
d'un intervalle de temps infiniment petit dt le point M prendra la 
position A7” après avoir parcouru une distance égale à 


Az = f(t + dt) — f (+). 


C'est unaccroissement réel de la distance par- 
courue. 
Suivant la formule (4) du $ 3, la différentielle de la distance dx 
a pour valeur 
dr = x dt. 
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Or, x: qui représente la dérivée de la distance par rapport au 
temps, est la vitesse de mouvement v à l'instant { ; par suite 


dr = vdt. 


Ainsi, La différentielle de la distance est égale à l'accroissement fictif 
de celle-ci, qui serait obtenu si l’on supposait qu'à partir de l'instant 
donné le point était animé d'un mouvement uniforme, en conservant la 
vitesse acquise. 

Par exemple, si le compteur de vitesse d'une voiture accuse 
60 km/h, le conducteur qui estime que pendant 4 minute le parcours 
du véhicule sera égal à 1 kilomètre, calcule réellement non pas 
l'accroissement du chemin parcouru en 4 minute (qui peut différer 
de 1 kilomètre par suite de la non-uniformité du mouvement!) mais 
la différentielle du chemin. 


$ 5. Calcul approché de petits accroissements d’une fonction 
Si Az est petit en valeur absolue, l'accroissement d'une fonction 
différentiable f (x): 
Af (x) = f(x + Az) — j (x) 
diffère de sa différentielle 
df (x) = f' (x) Az 

par une grandeur infiniment petite par rapport à Az. On peut en 
déduire une égalité approchée 

f(x + Az) — f(x) & f(x) Az (1) 
ou encore 

f (& + Az) & f(x) + f(x) Ar. (1) 


Ces égalités sont bien utiles pour des calculs approchés. Remarquons 
que la formule (1”) représente le terme linéaire de la formule de 
Taylor (chap. XI, $ 6). 
Exemple 1. — Calculer 
— 
11. 
En posant dans la formule (1°) 


f@=Ÿÿ7, OR z=1, Ar= 0, 
5 


zx° 
nous aurons 


Vii=y OT — = 1404. + 1.033. 


3712 
Quant à la valeur donnée dans les tables, elle est 


71,1 = 1.032. 


15—0131 
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Considérons encore un problème qui présente de l'importance 
pour les calculs approchés. 
Problème.— Pour une fonction donnée 


y = f(x) 
la marge d'incertitude absolue de son argument zx est égale à A,, 
c'est-à-dire 
| Az | & A. 


Quelles sont les marges d'incertitude absolue A, et relative 6, de 
la fonction y? 
La formule (1) donne 


| LAylæly 1lAz |: 
et donc pour y’ =<0 on peut poser 
= |y" |A; (2) 
et 
Ly 
&y= ÊE— |(in y)' IA. 


Exemple 2. — Soit r — 60° un angle déterminé à 1° près. Quelle est l'erreur 
provenant a calcul du sinus de cet angle 
Ici, 
LE ES 17 
180 57 ° 
Par suite, d’après la formule (2) où y’ = cos z, l'erreur sur sin zx peut atteindre 
une valeur 


A,k= arc 1° = 


Ay= cos 60° -A- = — = 0,01. 


$ 6. Equivalence de l’accroissement et de la différentielle 
d’une fonction 


Introduisons la notion de fonctions infiniment petites équivalen- 
tes ou asymptotiquement égales. 

Définition.— On dit que deux fonctions infiniment petites &« = 
= a {(r) et BP —=$ (x) sont équivalentes quand x— a, si la 
limite de leur rapport est égale à l'unité, c’est-à-dire si 


lim += 1. 
za P 
Pour désigner l’équivalence des infiniment petits & et B on utilise 
le symbole d'équivalence — et on note & — $. 


Par exemple, 
sin a = a 
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quand & —> 0, car 


Remarquons que si deux infiniment petits « et B sont équivalents, 
leur différence est un infiniment petit d'un ordre supérieur par rapport 
à chacun d'eux. 

En effet, si 


Fi 


on «a 
a—8 
F 


c'est-à-dire que &« — B est d’un ordre supérieur à celui de B (chap. VII, 
$ 8). On pourrait développer un raisonnement analogue pour «. 
Inversement, si la différence de deux infiniment petits a et B est 
un infiniment petit d'un ordre supérieur par rapport à chacun d'eux, 
ces infiniment petits sont équivalents. 
En effet, en supposant par exemple que 


=5 1-0, 


a—$ (02 


pop 
on obtient 
F1 
et par suite 
a = $. 


En particulier, si l’on ajoute à un infiniment petit (ou on retranche 
un infiniment petit d'ordre supérieur, on obtient un infiniment petit 
qui est équivalent au premier. 

Par exemple, quand x—æ0ona 


(z + 10007*) — x. 


Signalons une propriété importante des infiniment petits équiva- 
lents. 


Théorème 1.— En calculant la limite du rapport de deux infini- 
ment petits on peut les remplacer par des infiniment petits qui leur sont 
équivalents (en supposant que la limite du rapport, finie ou infinie, de 
ces derniers existe). 


Démonstration.— En effet, soient «(r) — a, (x) et B (x) — 
BP, (x) quand z — a. Nous avons 


œ(2) __ (x) az) B (2) (1) 
Br)  %iz) Bi) BG) 
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+ 


Passons à la limite dans l'identité (1), il vient 
D Gr) pi. Gr) 7, (x) NT B; (x) 
PE en a ee On DE 


& (x) 


1 (x) 


— 1.]|im .1—]im 


X—a Pr (x) X—a Bi (x) | 
Exemple. — Puisque sin z = x lorsque x — O0 (chap. VII, $ 14), on a 
Li 2z + 5r° _ ]; 2x __2 
nr sin 3z n 37 3° 


Théorème 2.— Un accroissement infiniment petit d'une fonction 
est équivalent à la différentielle de cette fonction pour toutes les valeurs 
de la variable indépendante en lesquelles la dérivée de la fonction est 
finie et non nulle. 


Démonstration.— En effet, si une fonction 


y = f (x) 
est différentiable, l'application de la formule (2) du $ 2 nous donne 
Ay = dy + a Ax, (2) 


où @& est un infiniment petit lorsque Ar — 0. 
Puisque d’après les hypothèses du théorème nous avons pour 
Az 0 


dy = y Az O0, 


alors 
Ay (e à 
FT Dal Er 
Par suite 
. A 
lim = 9 
Ax=0 @ÿ 


ce qui signifie que les infiniment petits Ay et dy sont équivalents 
quand Az — (0. 


Exemple.— Soit donnée la fonction f(x) = (1 + x)*. On a 
Af(0)=f(2)—f(0) =(41+z)" —1 
df (0) = f’ (0) (x — 0) = ar. 


et 


Par suite 
(A + x) — 1 — ax quand z—+ 0. 


Remarque.— En général, si une fonction f (x) est différentiable 
au point x — 0, alors quand z—0, on a 


Aj (0) = f(x) — f (0) — j” (0) z. (3) 
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19 
= 
De) 


De la formule (3) nous déduisons en particulier quand z — 0, 
a) Sinxz = z; 
b)a —1-zina (a >0); 
c) In +z)-z. 


$ 7. Propriétés de la différentielle 


Passons maintenant en revue quelques propriétés de la différen- 
tielle qui sont analogues à celles de la dérivée. 

Dans les énoncés qui suivent nous supposerons, sans le spécifier 
chaque fois, que toutes les fonctions considérées admettent des déri- 
vées, c'est-à-dire sont dérivables. 

I. Différentielle d’une constante.— La différentielle d'une cons- 
tante est nulle. 

En posant dans la formule (4) du $ 2 


y =cet y = 0, 
nous obtenons 
dc = (0. 


II. Différentielle d’une somme.— La différentielle d'une somme 
algébrique de plusieurs fonctions dérivables est égale à la somme algébri- 
que des différentielles de chaque terme. 

En effet, si u, v et w sont des fonctions dérivables d’une variable 
indépendante zx, nous avons par exemple 


(u+vu—w) =u + — w’. 
Multiplions les deux membres par dx, il vient 
(u + v — w) dr = u'dx + v’ dr — w° dx. 
Nous en déduisons en vertu de la formule (4) du $ 2 que 
d(u+vu—w) = du + dv — dw. 


III. Si deux fonctions dérivables ne diffèrent que par la présence 
d'un terme constant, leurs différentielles sont égales. 
Nous avons 


d(u + c) = du + de. 
En posant ici c constante et donc de = 0, nous obtenons 
d(u + c) = du. 


IV. On peut faire sortir un facteur constant du signe de différen- 
tielle. 
En effet, si c est une constante, alors 


(cu) = cu’. 
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Multiplions les deux membres de cette égalité par dx, ce qui donne 
(cu) dr = c(u’ dx) 
ou encore 
d'(cu) = c du. 


V. Différentielle d’un produit.— La différentielle d'un produit 
de deux facteurs est égale à la somme du produit du premier facteur par 
la différentielle du deuxième et du produit du deuxième facteur par la 
différentielle du premier. 

En effet, si u et v sont des fonctions dérivables de zx, on peut écrire 


(uv) = uv” + vu’. 
Multiplions les deux membres par dx, il vient 
(uv)’ dr = u (v’ dr) + v (u’ dx) 
ou encore 
d (uv) = u dv + à du. 

VI. Différentielle d’un quotient.— La différentielle d'une frac- 
tion (d'un quotient) est égale à la différence entre le produit de la 
différentielle du numérateur par le dénominateur et le produit de la 
différentielle du dénominateur par le numérateur, le tout divisé par le 


carré du dénominateur. 
Nous avons 


Multiplions les deux membres par dx, il vient 
u \° __v(u’ dx)—u (v' dz) 
(+) dr = v2 ; 


D'où 
u v du —u dv 
d (+) En v® É 
VII. Différentielle d'une fonction de fonction.— La différentielle 
d'une fonction de fonction (d’une fonction composée) est égale à la déri- 
vée de cette fonction par rapport à l'argument intermédiaire, multipliée 
par la différentielle de ce dernier (les deux fonctions étant supposées 
dérivables). 
Soit 
y = fl (xl. 


Posons œ (x) =u et par suite y =f (u). Si les fonctions f (u) et 
(x) sont dérivables, alors d’après le théorème sur la dérivée d’une 
fonction de fonction on peut écrire 


Yx = Yulz. 
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Multiplions les deux membres de cette égalité par la différentielle 
dx de la variable indépendante x, il vient 


Yx Ar = Yu (x dt). (1) 
Or, 
yx dr = dy et u, dx = du; 
l'égalité (1) peut donc se mettre sous la forme 
dy — Yu du. (2) 


Remarque.— D'après sa forme, la formule (2) coïncide avec la 
formule (4) du $ 2, mais il y a entre elles une différence de principe: 
dans la formule (4), z est une variable indépendante et donc dr — 
— Azx, alors que dans la formule (2), u est fonction de la variable in- 
dépendante x et donc en général du =£ Au. 

De la formule (2) il résulte le théorème suivant: 

VIII. Indépendance de la forme de la différentielle à l’égard du 
choix de la variable indépendante. — La différentielle d'une fonction 
est égale au produit de la dérivée de cette fonction par la différentielle 
de l'argument, que ce dernier soit une variable indépendante ou une 
fonction dérivable d'une autre variable indépendante. 

En partant des formules de dérivation (chap. X, $ 12), nous 
obtenons un tableau correspondant des différentielles, w étant une 
fonction dérivable quelconque. 


Tableau résumé des différentielles fondamentales 


I. du“ = nu"! du. VII. d'(cotg u) — 2. 

II. da“=a"“inadu(a=>0), VII. d (arcsinu) =. 
de“ = e“ du. 

III. d(log, u) = IX. d (arccos u) — ee 
(a>0,a1), 
d(nu)= 

IV. d(sin u) = cos u du. X. d(arctg u) — TR 

V. d(cosu) = —sin u du. XI. d(arccotg u) =- - 

VL d(tgu)=#. XII. df (u) = f'(u) du. 
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$ 8. Différentielles d’ordre supérieur 


Soient x une variable indépendante et 


y = f(2) 
une fonction dérivable. Alors, d’après la formule (4) du $ 2 nous 
avons 
df (x) = f(x) dx; (1) 


ce qui signifie que la différentielle de la fonction j (x) est fonction 
de deux arguments: x et dr. 

Dans ce qui suit nous supposerons que Ia différentielle dx de la 
variable indépendante x a une valeur quelconque mais fixe, indé- 
pendante de x, et la même pour toutes les fonctions considérées. 

Si dx est fixe, df (x) est une certaine fonction de x, proportion- 
nelle à la dérivée f’ (x), le coefficient de proportionnalité étant égal 
à dr. Il peut arriver que cette fonction possède, elle aussi, une diffé- 
rentielle !); dans ce cas, cette dernière s’appelie différentielle seconde 
(ou différentielle du second ordre) de la fonction f (x); quant à la 
différentielle définie par la formule (1) on l’appelle d’une façon plus 
précise, différentielle première (ou différentielle du premier ordre). 


Définition. — On appelle différentielle seconde (ou 
différentielle du second ordre) df(x) d'une fonc- 
tion f (x) la différentielle de la différentielle première de cette fonc- 
tion, c'est-à-dire 

d*f (x) = d [df (x)|. (2) 

On appelle de même, différentielle troisième (ou différentielle du 
troisième ordre) d°'f (x) d’une fonction f (x) la différentielle de la 
différentielle seconde de cette fonction, c’est-à-dire 


df (x) = d (d*f (x)1. 

C’est ainsi qu'on définit successivement les différentielles d'ordre 
supérieur. 

Proposons-nous maintenant d'établir une formule donnant la 
différentielle seconde d’une fonction f (x) de la variable indépendan- 
te x,en supposant que cette fonction soit deux fois dérivable, c’est-à- 
dire qu'elle admette une dérivée seconde. Puisque ; 

df (x) = f’ (x) dx, 
la formule (2) nous donne 
d?f (x) = d{f’ (x) dzrl. (3) 


Si z est une variable indépendante, alors dr, égal à Ax, est évi- 
demment indépendant de zx, et donc dx joue par rapport à la va- 


1) A cet effet, il suffit que la dérivée seconde f” (x) existe. 
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riable x le rôle d’une constante. Par suite, dans la formule (3) on 
peut faire sortir le facteur dx du signe de différentiation, ce qui donne 


d?f (x) = dz-d {f’ (x)]. 
Comme f’ (x) est encore fonction de x, il résulte de la formule (1) que 
d{f" (x)] = {f' (x)! dx = f” (x) dx. 
D'où nous déduisons en définitive 
df (x) = f" (x) dx°, où dx* = (dr)*. (4} 


Ainsi, on a le théorème suivant: 

La différentielle seconde d'une fonction donnée est égale au produit 
de la dérivée seconde de cette fonction par le carré de la différentielle 
de la variable indépendante. 

Signalons que dans le cas général la formule (4) n’est pas applicable si z 
n’est pas une variable indépendante, parce que dz ne peut pas être considéré 
ici comme un facteur indépendant de z (v. S. Nikolski, Cours d'analyse 
mathématique, t. 1). 


Si l'on pose 
f (x) = y, 
la formule (4) devient 
dy = y" dr; 
d'où 
y, 


c'est-à-dire que La dérivée seconde d’une fonction donnée est égale au 
quotient de la différentielle seconde de cette fonction par le carré de la 
différentielle de la variable indépendante (on l’énonce ainsi y seconde 
égale d deux y sur dx deux). 

Si x est une variable indépendante, alors on a par analogie avec 
la formule (4): 


df(x)=/f" (x) dr, d'f (2) = fN (à) dr, 


etc. 
Posons maintenant dans les formules (4) et (5) 
f(x) = zx. 
Alors 
f ()=1, f"(&)=0, f" (x) = 0,... 
Par suite 


dr =0, dr =0,... 
D'où le théorème: 
Les différentielles d'ordre supérieur de la variable indépendante 
ont nulles. 
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EXERCICES 


Calculer la différentielle dy des fonctions suivantes: 
1. y—= 323. 2. y = x sin x + cos zx. 


.y=Vi—z. 5. y=ilnx. 
L —t+a. 

7. Soit y = 2 — 213 + 3x + 6. Calculer et comparer Ay et dy si: a) x = 
= 1, Az =1; b) x = 1, Ar = 0,1. 

8. Soit un cube d'arête z — 10 m. Quel sera l'accroissement du volume de 
ce cube si on donne à l'arête un accroissement Az = 0,1 m? 

Trouver des solutions exacte et approchée. 

9. En remplaçant l'accroissement d'une fonction par sa différentielle, 
calculer de façon approchée : 


a) V 0,95; b) cos 60°20° c) arctg 1,02. 


10. Quelle est la marge d'incertitude absolue de la fonction y = tg z, 
si z = 60° + 1°? 
11. Calculer dy et diy si 


y = ext, 


CHAPITRE XIII 


INTÉGRALES INDÉFINIES 


$ 1. Fonction primitive. Intégrale indéfinie 


Le problème fondamental du calcul différentiel consiste à recher- 
cher la différentielle ou la dérivée d’une fonction donnée. Le calcul 
intégral résout un problème inverse: en partant de la 
différentielle donnée et donc de la dérivée d’ une fonction inconnue 
F (x), on demande de trouver cette fonction. En d’autres termes, étant 
donné l'expression 

dF (x) = f (x) dz (1) 
ou respectivement 
F'(D= 9 = j (», 
où f (x) est une fonction connue, : faut trouver la fonction F (x). 
Nous supposerons pour simplifier l'exposé que l'égalité (1) soit ré- 
alisée sur un certain intervalle borné ou infini. 

La fonction cherchée F (x) s'appelle dans ce cas fonction 
primitive (ou primitive tout court) de la fonction f (x). Nous 
pouvons donc donner la définition suivante de la fonction primitive. 


Définition. — On appelle primitive d'une fonction donnée 
f(x) sur un intervalle donné une fonction F (2) dont la dérivée est 
égale à f (x), ou dont la différentielle est égale à f (x) dx, sur l'inter- 
valle considéré. 


Par exemple, l’une des primitives de la fonction 3x° sera 1”, car 
Ca — 3zx°. Cette fonction primitive n’est pas unique parce que 
(x° + 1)" = 3z°, (x° — 5)° = 3x°, etc. et, de ce fait, les fonctions 
x + A4, zx — 5, etc. sont, elles aussi, des primitives ‘de la fonction 
3z?, Une fonction donnée a donc une infinité de fonctions pri- 
mitives. 

Dans notre exemple, deux primitives diffèrent l’une de l’autre 
par une constante. Nous allons montrer qu’il en sera de même dans 
le cas général. 


Théorème.— Deux primitives d'une même fonction définie sur un 
certain intervalle diffèrent l’une de l’autre sur cet intervalle d'un terme 
additif constant. 
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Démonstration.— En effet, soit f (x) une fonction définie sur un 
intervalle (a, b) et soient F, (x), F, (x) ses primitives: 


Fi (x) = f(x) et F, (x) = f (a). 
F () = PF, (x). 


Or, si deux fonctions possèdent des dérivées identiques, elles ne 
diffèrent l’une de l’autre que par un terme additif constant (chap. XI, 


D'où 


$ 1, corollaire 2 du théorème des accroissements finis d’une fonc- 
tion). Par suite 
F()—F;:(2) =C, 


où C est une constante, ce qu'il fallait démontrer. 
Interprétation géométrique.— Si 


y=F(z)et Y = F, (x) 


sont des primitives d'une même fonction f (x), les tangentes aux 
courbes de ces primitives en un point d’abscisse commune x sont 
parallèles: tg « = Fi (x) = F, (x) = f (x) (fig. 128). Dans un tel 
cas, la distance entre ces courbes, prise le long de l’axe Oy, reste 
constante : 

Fa (@)—F(z) =cC, 


c’est-à-dire que ces courbes sont, dans un certain sens, « parallèles ». 


Corollaire.— La fonction f(x) étant définie sur un intervalle 
(a, b), si on en connaît une primitive F (x), on en obtient toutes les 
autres en ajoutant une constante C à la primitive considérée. 


En effet, d’une part, si F (x) est une primitive de la fonction 
f(x), c 'est-à-dire si F” (zx) = f (x), alors la fonction F (&)+C, où C 
est une constante arbitraire, sera, du fait que la dérivée d’une cons- 
tante est nulle, elle aussi une primitive de la fonction f (x), car 


LF()+ CT = Fa) + C'= jf (0). 
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D'autre part, nous avons démontré que toute primitive de la 
fonction f (x) peut être obtenue en ajoutant à F (x) un terme cons- 
tant convenablement choisi. 

Par conséquent, la formule 


FG)+0C,; (2) 


où — o<<C< + et F(xr) est une primitive quelconque de la 
fonction f (x), représente toutes les primitives de la fonction f (x) 
et elles seules. 

Dans ce qui suit nous supposerons, sauf mention expresse du con- 
traire, que la fonction considérée f (x) est définie et continue sur un 
intervalle borné ou infini (a, b). : 

Introduisons maintenant la notion fondamentale du calcul inté- 
gral qui est celle d’intégrale indéfinie. 


Définition. — On appelle intégrale indéfinie de la fonc- 
tion f (x) ou de l'expression différentielle f (x) dx et l'on note 


À f(x) dx 


l'expression générale de toutes les primitives de la fonction conti- 
nue f (x). 


Ceci étant, f (x) s'appelle fonction à intégrer et f (x) dx expression 
à intégrer. 

En se ranpelant la définition de la fonction primitive, on peut 
dire que l'intégrale indéfinie 


Îf(2) dx 


représente sur un intervalle donné une fonction de forme générale 
dont la différentielle est égale à l'expression sous le signe intégrale 
f (x) dx, et donc une fonction dont la dérivée par rapport à la va- 
riable x est égale à la fonction à intégrer f (x) en tout point de l’in- 
tervalle considéré. 

Soit F (rx) une primitive parfaitement définie d'une fonction 
f (x). Comme nous l'avons vu, toute autre primitive de cette fonc- 
tion est de la forme 

F(æ) +0, 


où C est une constante. En vertu de la définition de l’intégrale indé- 
finie on peut écrire 


ff dr= F(a)+0, (3) 


où F” (x) = f (x) et la constante C peut prendre toute valeur, d'où 
l’appellation de constante arbitraire qu'on lui donne. 
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Exemple. — Comme nous i'avons vu plus haut, une des primitives de la 
fonction 3x2 est la fonction z°. 
Par suite, on a 


| 32? di=2+C. 


Géométriquement, une intégrale indéfinie 
y=FG)+c 


représente une famille de courbes « parallèles » (fig. 129). 

Il résulte de la définition de l’intégrale indéfinie que si nous avons 
une équation différentielle (c'est-à-dire une équation contenant des 
différentielles) (pour plus de détails, v. chap. XXII) de la forme 


dy = f (x) dx, 


où la fonction f (x) est continue sur un intervalle Ja, b[, la solution 
générale de cette équation pour 
a<<zx<best donnée par la for- 
mule 


y= |f()ar. 


$ 2. Propriétés principales de 
l’intégrale indéfinie 


En partant de la formule (3) du 
paragraphe précédent, proposons- 
nous d'établir les propriétés prin- 
cipales de l'intégrale indéfinie. 

I. La différentielle d'une inté- 
grale indéfinie est égale à l'expression 
sous le signe d'intégration, et la dérivée d’une intégrale indéfinie, à la 
fonction à intégrer. 

Cette propriété découle immédiatement de la définition de l’inté- 
grale indéfinie. 

Ainsi, on a 


Fig. 129 


a f(x) dr = f(x) dx (1) 
et 
[fre a] =10@. 


II. L'intégrale indéfinie de la différentielle d'une fonction conti- 
nüment dérivable est égale à cette fonction à un terme constant près. 
En effet, soit 


fdp(a= (9 (2) dx, (2) 
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où p” (x) est une fonction continue. Il est évident que œ (x) est une 
primitive de la fonction o" (x). Par suite, nous déduisons de (2} 


fdp (= (+0. 


Remarque.— Dans les formules (1) et (2) les signes d et À qui 


se succèdent dans un ordre quelconque, se neutralisent (si on ne 
tient pas compte du terme constant). En ce sens, la différentiation et 
l'intégration sont des opérations mathématiques inverses l’une de l’autre. 

111. On peut faire sortir un facteur constant non nul du signe d’in- 
tégrale indéfinie, c'est-à-dire, si la constante 4 Æ0,ona 


f Af (a) az= A f(x) dx. (3) 


En effet, soit F (x) une primitive de f (x). En vertu de la formu- 
le (3) du $ 1 nous avons 


AT f(x) d2= AIF (x)+C]= AP (2) + Ci (4) 


où C, = AC,et Cet C, sont des constantes arbitraires pour 4 0. 
Or, AF (x) est une primitive de la fonction Af (x) parce que 


[AF (2) = AF' (x) = Af (2). 


Par suite, la formule (4) entraîne la formule voulue (3). 


Remarque. — Pour À = 0 la formule (3) n'est pas vraie car son premier 
membre est une constante quelconque, alors que son second membre est iden- 
tiquement nul. 


IV. L'intégrale indéfinie d'une somme algébrique d’un nombre 
fini de fonctions continues est égale à la somme algébrique des intégra- 
les indéfinies de chacun des termes, c'est-à-dire si par exemple les fonc- 
ion f(x), g(x) et h(x) sont continues sur un intervalle Ja, bl, 
alors 


f(+e (naar (f(dr+ (et) dr—|h(ddr (5) 


pour x € la, bl. 

En effet, soient F (x), G (x) et H (x) des primitives respectives 
des fonctions f (x), g (x) et h(x), c'est-à-dire que F” (x) =f (x), 
G'(z) = g(x), H' (x) = h (x) pour z € la, bl. Par la formule (3) 
du $ 1 nous avons 


À f () dx + let) dx — L (x) dx = 


={[F(2)+Ci1+1[G (2) + C2] —1Æ (2) + C:]= 
= (F (2)+G(—H(01+C, (6) 
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où C;, C2, C3 sont des constantes arbitraires et € = C1 + Co — C3 
est certes aussi une constante arbitraire. Or, la fonction F (x) + 
+ G(x) — H (x) est une primitive de la fonction f (x) + g (x) — 
— h (x) parce que 
Fa +G—-HG)}=F(D+G (2) —H(G)=f(:) + 

+ g (x) — h (x). 
Par suite, 


|fG)+8(@)—-k (dre F()+G()—H(+C. (7 
Des formules (6) et (7) on déduit l'égalité (5). 


$ 3. Tableau des intégrales indéfinies les plus simples 


En profitant du fait que l'intégration est une opération inverse 
de la différentiation, il n’est pas difficile d'obtenir un tableau des 
intégrales les plus simples. A cet effet, nous partirons de la formu- 
le (3) du$ 2 que nous énoncerons maintenant de la façon suivante : si 


dF (x) = j (x) dz, 
alors 
(f(x) dr =F(x)+C. 
L'inversion des formules de différentiation donne: 


zm+l 
I 4( 2 )= 2" dr= | 2" dr = HF +C (mÆ—1). 


zm+1 


m+i 
LL. dAnta)=Æ= (= inir + (pour r<<0 et pour x > 0). 


EU. d()=e ar (dre +C. 


Lt 
Ina 


IV. d ( ]=a* dr fear = +C 
(a>0,a-1). 
V. d(sinx)=coszdr=|cosrdr=sin z+C. 
VL. d(—cosr)=sinzdr= \sinzdr= — cos x +C. 
dz 
VII. HD mr Ja —=tgr+cC. 


VIII. d(—cotg x) — — cotgr+C. 


dz 
z | sin? x 
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dz 


: dx : 
IX. d (arcsin x) = er] : ” [= = arcsin L+ 
d 
d (—arccos r) — = LC—= —arccos r+C!. 
X. d(arctg x) = Er : (r=arcigr+C= 
2 
d(—arccotg x) — = = — arccotg x + C.. 


Pour rendre ce tableau plus complet nous y indiquerons encore 
deux formules dont la validité peut être vérifiée directement par la 
différentiation : 


dr _îi 1+zl, 
XL. (= in + c; 
dz 1 z—1 
EE =5h|= +. 
2 dz CRE e 
XII (== mie +V#+al+c, où la constante «a 0 
72 
(v. S ?). 


Comme (v. chap. X, 8 9) d(ch x) = sh x dr et d'(sh x) = ch z dr, nous 
avons encore deux formules utiles 


XIII. | hr hrtC 


XIV. À chrdr—shr+c. 


Les intégrales contenues dans ce tableau, que nous appellerons 
intégrales fondamentales, sont à apprendre par cœur. 


Exemple 1. 
| 2 d= + +C. 


Exemple 2. 


9X 2% 
| 2* dz = in +cC. 


$ 4. Indépendance de la forme d’une intégrale indéfinie 
du choix de l’argument 


En dressant le tableau des intégrales fondamentales, nous avons 
admis que x était une variable indépendante. Cependant, les for- 
mules restent valides aussi dans le cas où on entend par z toute 
fonction continûment dérivable d'une variable indépendante. 

En effet, soient x une variable indépendante, f (x) une fonction 
continue sur un intervalle donné et F (x) sa primitive, c’est-à-dire 


16—0131 
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que F”(z) = f(x). On a 
| f@)a=F (+0. (1) 
Posons maintenant 
= p (x), 


où œ (x) est une fonction continüment dérivable !), et considérons 
l'intégrale 


| f (u) du = | f (u) u’ dr. (2) 
Dans ce cas la fonction de fonction 
F(u) = F(p(x)) (3) 


est une primitive de la fonction sous le signe de l'intégrale (2). En 
effet, la différentielle première étant indépendante du choix de la 
variable indépendante, nous obtenons 


dF (u) = F' (u) du = j (u) du (4) 
et donc 
_ [F (u) | = = f(u)u’. (4”) 
Par suite 
| f(u) du = F (u)+C (5) 
où 


F"(u) = f (u). 

Ainsi, la validité de la formule (1) entraîne celle de (5); par 
ailleurs, la dernière formule est obtenue à partir de la précédente 
par une substitution formelle de u à x. En partant de cette propriété, 
nous obtenons le tableau généralisé des intégrales fondamentales 

| u” du — 


um+l 


m+1 +C(m#—1), | Æ=miul+c, etc., 


où u est une fonction quelconque continûment dérivable d’une va- 
riable indépendante. Ce tableau est le résultat de l’inversion des 
formules généralisées de différentiation (chap. XII, & 7). 

En choisissant de diverses façons la fonction u, on peut considé- 
rablement élargir le tableau des intégrales les plus simples. 


Exemple 1. — De la formule I il découle que 
C 
| zdr= + C. (6) 


1) C'est-à-dire que la dérivée œ’(x) est supposée continue. 
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En remplaçant ici x par sin z on obtient 


sin? z 


| sin z d (sinz)— +C, 
soit : ” 
| sin z cos z de = — +cC. 


Puis, en portant dans la formule (6) par exemple la fonction In x au lieu 
de z, on aura 


| Inrd(lnz)= DE Le 
ou encore 
n x n° zx 
| Te TD ue 
etc. 


On voit qu'il est très important de savoir ramener l'expression 
différentielle donnée f (x) dr à la forme de 


Î (x) dx = g (u) du, 


où u est une fonction de x, et g une fonction qui est plus facile à 
intégrer que f. 

Signalons quelques transformations de la différentielle que nous 
aurons à utiliser par la suite: 


1) dr = d(r +0), où b est une constante; 
2) dr =—d(ax), où la constante a 0; 


3) dr=+d(ar+b) (a #0); 


4) x dr — + d (x): 
9) sinzdr= —d (cos x); 
6) cosz dr —d(sin x). 
En général, 
p' (x) dx = dg (x). 


En utilisant ces transformations des différentielles, calculons quelques inté 
grales indéfinies. 


Exemple 1. 
| = + | SE = Lin lez+bl+C (a 0). 
Exemple 2. 
i La : 
| Vi-Zas= | 27 4 (9m ED + 2 pc. 


2 
16+ 
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Exemple 3. 
: 4 C:.: 1 
| sin 5x di \ sin 5r d (57) = —F cos 5z+C. 
Exemple 4. 


zdr. d(r?+1) _ 1 
[= [ST = net +c 


Exemple 5. 
4 sin z d cos z 
| gzdr= | ie de=— | EE —=—]n |cos r| +C. 
Exemple 6 
2 
11 
dr 1 ( 2 } z 
2 
Exemple 7 
a ( —) 
À == = | Æ = arcsin +cC. 
J V 3—7° z 3 


Exemple 8. 


laps Po 7 


= + arcsin + C= — arcsin =] LC, où 1rz|l > 1. 
Exemple 9. 
| re dr =— | ed G)=— e“+c 


$ 5. Notions sur les principaux procédés d’intégration 


Pour calculer une intégrale donnée, on doit la ramener, si c’est 
possible, par un procédé ou un autre, à une intégrale fondamentale 
figurant dans le tableau et trouver ainsi le résultat cherché. Dans 
notre cours nous n'allons étudier que les procédés d’intégration les 
plus fréquemment utilisés, en illustrant leur application par des 
exemples simples. 

Les procédés d'intégration les plus importants sont les suivants: 
1) intégration par décomposition; 2) intégration par substitution; 
3) intégration par parties. 
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1. Intégration par décomposition. — Soit 
f (x) = fi (x) + fa (); 
partant de la propriété IV du $ 2, on a alors 
fred (fie dr+ | f:( dr. 
On cherche autant qu'il est possible à choisir les termes f, (x) et 


f2 (x) de manière que leurs intégrales se calculent directement. 
Exemple 1. 


| A— V2} 4r= | (4—2 V3 3) dr 


1 
© 


= [ar | 2 Vzas+ | saz= | dz —2 (=° dz+ | z dr = 


Remarque. — Il n'est pas nécessaire de mettre après chaque terme une 
constante arbitraire pärce que leur somme est aussi une constante arbitraire que 
nous écrirons à la fin. 


Exemple 2. 
{ RE à5= | (262842 +) dr= 
Z | WA JT" 
dz à 
= | z? dr —6 | z dr —8 | dz+9 | nr | di 
z$ zx? ” 
Ton oh — 
3 6 q 8z+9In|r| —5 4 LC 
x > 
= — 9: —8:+9 In |z| ES LC: 
Exemple 3. 
ee 1 _— ( _dz te 
| tg care | the | j'arstez z+cC. 
Exemple 4. — Calculer 
À sin? x dz. 


Puisque 


sin? z=— (1 —cos 2x), 


246 : INTÉGRALES INDEFINIES [CH. XIII 


alors 
| sin° z dz + | (1—cos 2x) dr = 


1 1 1, 1. 
= | dz— + | cos 2r d'(2r)=-5 2 sin 2:+C. 


Exemple 5. — Calculer 


| sin x Cos 3x dx. 
Puisque 
sin r Cos = (sin 4r — sin 2x), 
on a 


| sin z COS 3x dr=+— À (sin 4r — sin 2x) dr = 


=+ | sin 4z d (4z)—— | sin 2r d (2r) = — + cos 4z + + cos 2z+ C. 

2. Intégration par substitution (méthode de changement de 
variable dans l'intégrale). 

Soient f (x) une fonction continue sur un intervalle Ja, bl et 
z = q (ft) une fonction continôment dérivable sur un intervalle Ja, Bl, 
o appliquant Ja, BI dans Ja, bl. 

Du fait que l’intégrale indéfinie est indépendante du choix de 
l'argument ($ 4) et en tenant compte de ce que dx = œ° (t) dt, nous 
obtenons la formule de changement de variable dans une intégrale in- 
définie: 


| f@)dz= | j (6 6) 9" @ à. (1) 
L'intégrale du second membre de l'égalité (1) peut s'avérer plus 


facile à calculer que celle du premier ou même se ramener à l’une 
des intégrales fondamentales. 


Considérons paques exemples. 
c 


Exemple 6. — Calculer 
| z Vz—5 dr. 
Pour faire disparaître la racine, supposons 
Vz—5=t. 
D'où 
z=t+5 


et donc, dx = 2t dt. | 
En effectuant la substitution, on obtient la suite d’égalités: 


| Ve az= | (+5) 2021 dt= | (243 + 1082) dt me 2 | 1 dt+ 10 | a dt = 


5 3 
1° 13 2 Z , 10 2 
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Exemple 7. — Calculer 


| V'aï— x dz (a > 0). 


Ici, il est commode d'utiliser une substitution trigonométrique 


z = asint, 
d’où 
dr = a cost dt. 
Par suite 


| V'aï— x? dr = | Va — at sin*t-a cost dt = 
= a° | cos t dt = + | ({+- cos 21) dt = 


+ | dt+ © À cos 24 4 (29 = 14 D sin 24. 


En revenant à la variable z, on aura 


sint=— et {—arcsin =. 
a a 
Donc, 
sin 2—=2sintcost=2sint Vi-smti=2À v1-<= = Vi—r. 


On a finalement 
| V'ai— 2? dr=+— arcsin ++ V'ai=z+c. (2) 


Il est parfois utile d'appliquer la formule (1) en l'écrivant de 
droite à gauche: 


À Lo (1 g' (0) d2 = | f Lo (x)1 de (2) (3) 


ou encore 


fflp@e (az= |; de, 


t — œ (x). 


En pratique, il est désirable de ne pas introduire une nouvelle 
variable {, mais de se contenter d ‘appliquer la formule (1). Les 
exemples les plus simples de ce type ont été traités au $ 4. Dans ce 
qui suit, nous en allons considérer encore quelques-uns. 


Exemple 8. — Calculer 


| Ÿ "1<+cotg z 
rs Ut 
sin? z 
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En posant 
dz 

t=it+cotgz, d=———, 

on aura 
1 
V 1+cot ; — 
| I REE — à - =— | (1 cotg z) Ÿ d(1+cotg z)== 
& à 


. t° at=— +13 +C= —+ (A cotg 3) © + C 


Exemple 9. — Calculer 


dr 
| | (os+) +. 
Puisque 
se =d (In 
x — ( z), 
O2 a 
d a (l 
| (in:+- = finsaqna)+ | a Lin z+in{inz|+C. 
Exemple 10. — ra 
_d(ex) == ex—1 
ar cru Er |+e 


(v. formule XI au $ 3). 


3. Intégration par parties. — Soient uw et v deux fonctions de z 
continûment dérivables. En appliquant la formule donnant la dif- 
férentielle d’un produit (chap. XII, $7, V),ona 


d (uv) = u dv + v du; 
d'où 
u du = d (uv) — v du. 
Intégrons, il vient 
| u dv — | d(uv)— | vdu 
ou, en définitive, 
judv=uv— |vdu. (4) 
C'est la formule d'intégration par parties. 
La formule ainsi obtenue montre que l'intégrale | u dv se ramè- 


ne à l'intégrale | v du qui peut s’avérer plus simple que l'intégrale 
initiale et même être une intégrale fondamentale. 
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Traitons quelques exemples. 
Exemple 11. — Calculer 


| ln x dz. 


En posant ici 
u = Inzxz et du = dz, 
on obtient 


didlns= et v—=7. 
2 
Par suite, en vertu de la formule (4) on aura 
| Inxzdr = zrln s— | 2 sin z—z+cC. 
Exemple 12. — Calculer 


| z COS x dz. 


En posant 
u = zx et du = cos x dr, 
on obtient 


du=dr et v= | cos z dr =sin x. 
Appliquons la formule d’intégration par varties (4), ce qui donne 
| zCOSz dr =zx sin z— | sin rdr=zsinzt+cosz+C. 


En pratique il importe de savoir appliquer la formule (4) sans écrire à part 
les expressions pour les fonctions u et v. 
Exemple 13. 


| zarctg z dr + | arctg zd(r?+1)= 


= | (241) arctg rx — | (z° +1) d'arctg :|= 


__ æ+1 1 : dr rx? +1 L 
= 9 arctgz— | (: rar — 5 arctg z 5 z+C. 


$ 6. Intégration des fractions rationnelles ayant un trinôme 
du Second degré au dénominateur 


Il s’agit de calculer les intégrales de la forme 


P (2) 
| az +br+e : 


où P (x) est un polynôme à coefficients entiers et a, b, c sont des 
constantes, a + 0. En divisant le numérateur P (x) par le dénomina- 
teur ax? + bx + c, on obtient un polynôme Q (x) pour quotient et 
un binôme linéaire mx + n pour reste (parce que le degré du reste 
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est inférieur à celui du diviseur) ; on en déduit que 
P (zx) 2 mi+n 
axz?+bz+te Q (2) + azî+bzte 
L'intégrale du polynôme Q (x) se calcule immédiatement ; aussi allons- 
nous montrer comment on calcule les intégrales de la forme 


miz+n 
| aéste de (1) 


Commençons par calculer deux intégrales fondamentales 
Z 
a(+) 


I. | = | Dore (a 0), 


c'est-a-dire 


d 1 
| er =<artgs+C (a#0). (2) 
II. EE (a Æ 0). 
On a 
1 1 ___ 1 (z+a)—(z—a) 1 1 | 
z°—@3  (za)(z—a) 2a (r+a)(z—0) =>  — 
D'où 


éreh Thés ([ fe 
H(jées-fies) 
= —[In|z—e|—Iin z+a1]+C=- In 
Ainsi, (cf. XI du $ 3) 
EE = In 


TZ —a@ 


np +C. 


TZ—@ 

z+a 

Les résultats (2) et (3) sont à retenir. 
Joignons aux intégrales I et II l'intégrale 


d(r+a? 1 
III. (= ER = hie#+e)+c. 
Exemple 1. 


| dx | [ d(z V2) 
(x V2» +(V 3) 


ne 2 arctg 22 +C= : arte (2 2)+c. 


+C (aÆ0). (3) 


21—a? 
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Exemple 2 


dr 


z—VS5 
z+ V5 
Pour calculer l'intégrale (1) on procède de la manière suivante: 
on complète le trinôme du second degré ax? + bx + c de façon 
à faire apparaître un carré parfait !) et on ramène l’intégrale (1) 


à l'intégrale I ou II si m = 0, ou bien aux intégrales I et III ou aux 
intégrales II et III si m 0. Expliquons ceci sur des exemples. 


Exemple 3. 


dx . dx = 
| z® — 107 + 16 = (z2—2-5r+25) + (46—25) 


z—8 
| 4 c. 


= ( _d(z—5) | in ER (z—5)—3 


1 
5-3 23 | G—5)+3 H+e=+ n 


Exemple 4. 


(= EE 
z?+3r+4 (+2. 3 9 )+( g ) 


pur 2h er: 
a(:++) 2++ 
= _ =—— arct — +C—= 
CC 7 
= 77 arts 7 + C 
Exemple 5. 
1= | EE | pra: e 
Posons 
+=; 

d'où 


r=t—— et dr =dt. 


1) Nous supposons que le trinôme du second degré n'est pas un carré par- 
fait. 
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Par suite 


es lus 2) 
3 
DR Va 2 Lt dt L 
2 B+È e+( V3 }° 
1 s + 4 1 2 t 
— 9 In (: +F)-r ste +c= 
2 
__ 4 1 27 +1 
= ln (z2+z+1)— Æ ARE 7 + C. 


Exemple 6. — Calculer 
| zt dx 
zi+1 
Divisons rt par r?-+1, ce qui donne 
zi 
PRE 
D'où 


| Tr e= | (#—1+ == ] a= 


— | az | az+ | = sante z+C. 


Remarque. — Si le trinôme du second degré azx° + bx + c pos- 
sède des racines réelles différentes x, et z,, alors, comme on le dé- 
montre dans des cours d'analyse détaillés, pour calculer l'intégrale 
(4) on peut décomposer la fonction à intégrer en éléments simples: 


mz+n  _ À B 
az? +bz+c Fe Z—Z] + Z—Z ? (4) 


où À et B sont des coefficients indéterminés. On calcule À et B 
en réduisant les deux membres de l'identité (4) au même dénomina- 
teur et en égalant les coefficients des mêmes puissances de z dans 
l'égalité obtenue. 
Exemple 7. — Calculer 
+ z+2 
= + 
En annulant le dénominateur, on obtient une équation du second degré 
+5 —6—=0, 
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d’où l’on trouve les racines: z;, = 4 et za — —6. Par la formule (4) on a 
z+2 __ 4 B 
zL5r—6  r—1 d: z+6 ” @) 


D'où, en se débarrassant du dénominateur et en tenant compte de ce que 
+ 5z — 6 = (x — 1) (z+6), 


z+2mA(r+6)+B(z—1) 


on obtient 


ou encore 
z+ 2 (4 + B)zr+ (64 — B). (6) 
En égalant entre eux les coefficients des mêmes puissances de z aux premieret 
second membres de la dernière égalité, on aura 
A+B=1, | 
64—B=2. 


Par suite, a=+, B=+ 


. 
Remarquons que les coefficients À et B peuvent se déterminer de façon 
simple à partir de l'identité (6), si l’on y pose d’abord z = 1, d’où 


3 


3—=4:7 et A=T, 


et ensuite z — —6, ce qui donne 


—4=B(—7) et B— 


| rs 


A partir du développement (5) on obtient 


AS A em VE 
1=+ | ++ <= 


z—1 n 
+ In|r—1| ++ In |z+6| +C=—+In {Iz—115(z+6)}+C. 


$ 7. Intégration des irrationalités simples 


1. Si l'expression sous le signe somme ne contient qu’une irra- 
tionalité linéaire y ar + b (a 0), il est utile d’effectuer la 


substitution 
t—) ar +b. 


Exemple 1. — Soit à calculer 


I= Ph : 
à y z+i 
Posons 
3 
t=yz+i; 
d’où É 


z=t5—1 et dr—3tdt. 
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On a 
° (43—1)-3° d 
1= | LRES 3 À (t—1) dt = 
3 3 3 + 3 + 
ST É+CS SE (HA) TH + GC. 


2. L'intégrale d’une irrationalité quadratique simple 


| dz 
V'azi+ br+c 


se ramène, à condition qu'on complète le trinôme du second degré 
az? + bx + c de façon à faire apparaître un carré parfait, à l’une 
des intégrales 


| dx 
Va +1 i 
dont le calcul est donné ci-dessous. 

dr 


I. | VAT (œ Æ 0). 
Appliquons ici la substitution d'Euler 
V a?+ta—t—x, 


où t est une nouvelle variable. En élevant au carré les deux membres 
de cette égalité on aura 


+a—tt—2tz + 
ou 
a = 1? — Dir. 
Différentions les deux membres de la dernière égalité, il vient 


O0 = 2t dt — 2x dt — 2t dx 
ou 
tdr=(t — zx) dt. 
Il en résulte 


dz dt 
t—z tt 
c’est-à-dire que 
dr __ dt 
Vzi+ta ! 


Ainsi, on a 


js fisc. 
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Enfin, exprimant £{ en fonction de x, on trouve en définitive 
l'intégrale fondamentale XII ($ 3) 


dz 
las — = hls+V#+al+c (2% 0). (4) 
Cette formule est à retenir. 
Exemple 2. — Soit à calculer 


| dr 
V'z—67 +13 


L'application de la formule (1) donne 


> EE 
V zx: —67+13 V(&—3} +4 ° 
En y posant 


z—3=t, 
on obtient successivement 


dx dt 
er — —— —| V 2 4 C. 
Î V z1—6:+13 | Ve+a NE E 


Puisque 
t—2z—3, 
on obtient finalement 


| +" [r—3+V (7-3 +41+0C— 
=In(r—-3+ V'z—67+13)+C. 
1_(=Ÿ 


T 
= ———— = arcsin À +C (a > O). 


2 


Exemple 3. 

1 +4 
dx _ : (+7) : TT 

| ee =| VERT = —= = AICSIO — — +C= 
(+5) 4 

: +1 

= arcsin — +C. 
y5 


$ 8. Intégration des expressions trigonométriques 
Pour les applications il importe de savoir calculer les intégrales 
I — | sin” zcos” x dr, 


où m et rx sont des entiers non négatifs. 
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Ici, deux cas peuvent se présenter : | 

1) l’un au moins des exposants m ou #7 est un nombre impair; 
2) les deux exposants m et nr sont des nombres pairs. 

Dans le premier cas l'intégrale Z se calcule immédiatement. 


Exemple 1. — Soit à calculer 
I = À sin x cos? x dr. 


Posons successivement 


1= | sin? x cos? x (sin x dr)= — | (1— cos! x) cos? x d (cos r)= 
= — | cos® x d'(cos x) + | cost x d (cos r) = ——. cos ++ cost r+cC. 


Dans le second cas, pour calculer l’intégrale Z on utilise les for- 
mules de dublication : 


sin? z=+({—cos 2x), cos?z— (1 + cos 2x), 


sin z Cos = sin 2x. 
Exemple 2. — Soit à calculer 


I = | sin z Cos{ x dr. 


] 2. = 


1= | (sin z cos r)° cost z de | 5 5 


+ | sin? 2 (1 cos 2r) dr= | sin? 2z dr+ + | sin? 2r cos 2r dr = 


8 
1 1 — cos 4z 1 — : 4. \ 1 
=+ | 5 dit | sin 2r d (sin 2x) = 16 | dr — 16 À cos dx dr+ 
1  sins2r _ 1 L L 
Re SE: enr: 72 4r+ 28 sin 2z+C. 


Les intégrales 


sinmzsinnzrdxr, | cos MI COS nT AT, | sin MT COS nt dx 


e 


sont largement utilisées dans la théorie des séries de Fourier 
(chap. XXI, $ 17). 
Elles se calculent à partir des formules trigonométriques : 


sin asinf =— [cos («— B) —cos (« +B)], 
cos à cos B — [cos (a —$) + cos («+ B)], 


sin & cos P + [sin (œ—$) + sin (œ+)]. 
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Exemple, 


\ sin z sin 5e de = + | (cos 4x =C0s 6x) de=— sin ar sin 6r+C. 


$ 9. Intégration de certaines fonctions transcendantes 
L'intégrale 
| P(x)e* dx, 


où P (x) est un polynôme, se calcule par la méthode d'intégration par 
parties que l’on applique un nombre de fois nécessaire. 


Exemple. 
z?e°x rs 24 (%)= 2 FRS ex .2r dr = 
2 2 2 
LE em LE ox LT ooxp 1 | eee — 
—_. T | sat" 5° 5° +7\e dz 


| z° T 1 


es — + ex+C—= (5—5+-) e= + Ce 


Par un procédé analogue on calcule aussi les intégrales de la 
forme 


| P (x)sin ax dx et | P (x) cos ax dx, 


où P (x) est un polynôme. 


$ 10. Théorème de Cauchy. Notions sur les intégrales « incalculables » 


« 


Jusqu'ici nous avons réussi à trouver pour certaines fonctions 
continues f (x) leurs intégrales indéfinies 


Î f (x) dr. 


On peut se demander s’il en sera toujours ainsi, c’est-à-dire 1) si 
toute fonction continue f (r) possède une intégrale indéfinie et 
2) si une telle intégrale existe, par quel procédé on peut la trouver. 

La réponse à la première partie de cette question est fournie 


par le théorème de Cauchy qui est le théorème fondamental du cal- 
cul intégral. 


Théorème de Cauchy. — Toute fonction continue possède une 
primitive. 


En d’autres termes, pour toute fonction f (x) continue sur un inter- 
valle ] a, b [ il existe une fonction F (x) dont la dérivée sur l'interval- 
le ] a, b ( est exactement égale à la fonction donnée f (x), c'est-à-di- 
17—0131 
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re que 
F° (x) = jf (x). 


Il existe par là même une intégrale indéfinie 
| f(x)dr=F(rx)+c, 


où C est une constante arbitraire. 

La démonstration bien compliquée de ce théorème ne saurait 
trouver place dans cet ouvrage. 

Or, ce théorème ne répond pas à la deuxième partie de notre 
question: étant donné une fonction continue f (x), comment peut- 
on Calculer son intégrale indéfinie ? Le théorème de Cauchy n'’affir- 
me nullement que la primitive d'une fonction donnée peut être 
réellement trouvée à l’aide d’un nombre fini d'opérations connues et 
que la réponse peut être exprimée par des fonctions élémentaires 
(algébriques, exponentielles, trigonométriques, etc.). De plus, il 
existe des fonctions élémentaires continues dont les intégrales ne 
sont pas des fonctions élémentaires. On dit souvent que de telles 
intégrales sont«incalculables », en entendant par là qu’el- 
les ne peuvent pas être exprimées à l’aide d’un nombre fini de fonc- 
tions élémentaires. 

Par exemple, on peut démontrer que les intégrales 


37 _ sin z Cos zx dr 
ee fe az, J zx az, z es Î Inz 


et certaines autres ne se ramènent pas à une combinaison finie de 
fonctions élémentaires et sont donc « incalculables » dans notre 


acception du mot. 
EX ERCICES 


En consultant le tableau des intégrales fondamentales, calculer les inté- 
grales suivantes: 


A1: | (x — 3r +1) dr. 4. | (aT + bX)* dr. 
| 


2. | ( — | dr. 5. | (sin 3r+cos 5x) dr. 
_—9V 729 
3. (AVE à. . (— 
Indication. — Appliquer l'identité : {=sin® z+cos?z 
dx ° 
7. | +2 11. | te x dx. 
: dr x dz 
ji | 14 Î 1472 ° 
dx : dx 
9. | °F omm—— ©? 13. 
V 2—37° | V 2—37 
F. 2 ee 
PR RE En SRE 


ee VÎ—zt 
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En appliquant le procédé de décomposition, calculer les intégrales sui- 
vantes: 


2 
14. Es 19. | ce 


z’—5rz+6 * 


D 2 

15. | [+ dt. 20. | cos 5x dz. 
72 

16. ( — dr 21. | sin z Cos 7r dr. 

J 1—71° 

17. | LE er. 22. À cos 3z cos 5x dr. 
1+ x° 
dz 

18. | E. 


En appliquant les substitutions indiquées, calculer les intégrales suivantes: 
23. À zVz—idz (Vr—1=t). 


dr - 
24. { pra (V z=t). 
dr 


25. | —— (x=sint). 


A—r9? 


dr 
26. Er (ex =t). 


En appliquant le procédé d’intégration par parties, calculer les intégrales 
suivantes : 


zsinzdr. 32. | z?eX dx. 


Calculer les intégrales des fractions rationnelles suivantes: 


33, (ar 37. = 

mi [os 6 |. 

5. [rs 5 fs + 
“ia ie 


179 
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Calculer les intégrales des fonctions irrationnelles suivantes: 


41. [V2 az. 45. Î— 
ne 6 — 

a. (—E. [= 
| 


V'x3 417453 


Calculer les intégrales des expressions trigonométriques suivantes: 


48 | sin z COs® z dx. 51. | cost x dr. 
49. | sin®rzcos’zdr. 92. | sin z sin (r+a) dr. 


50. \ sin z dr. 53. | es 
cos? z 
dr 


Indication. — Appliquer la formule en d (tg z). 
Calculer les intégrales des fonctions transcendantes suivantes: 


94. | zx?ez dz. 98. | x arccotg zx dz. 
55. | (z?+2r+3)e* dr. 59. | In? x dr. 
56. | (r—1) sin 2z dz. 60. | arcsin z dx. 


57. | cr cos 3x dz. 


CHAPITRE XIV 


INTÉGRALES DÉFINIES 


$ 1. Notion d’intégrale définie 


Soient f (x) une fonction continue sur un segment donné [a, b], 
où a <<'bou a > b,et F (x) une fonction primitive de f (x) (v. chap. 
XIII, $ 1), c’est-à-dire que F° (x) = f (x) pour zx € [a, b]. 


Définition.— Par intégrale définie. 
b 
| (47 (1) 


d'une fonction donnée f (x) continue sur un segment donné la, b] on 
entend l'accroissement correspondant de la primitive de cette fonction, 
c'est-à-dire 

b 

| FG) dz=F(b)—F (a) (2) 


(formule de Newton-Leibniz). 
De plus, on pose 


a 


| f@är=0 


CL 


pour toute fonction f (x) définie au point a (a est arbitraire). Ainsi, 
la formule (2) est aussi valable pour a = b. 

Dans l'expression (4), les nombres a et b sont appelés bornes ou 
limites d'intégration, respectivement inférieure et supérieure, {a, b], 
intervalle d'intégration et f (x), fonction à intégrer. La formule (2) 
peut être énoncée sous la forme d’une règle: l'intégrale définie est 
égale à la différence des valeurs que prend la primitive de la fonction 
à intégrer aux bornes supérieure et inférieure. En introduisant pour 
la différence la notation 


F(b)—F(a)=F(z)|?, 
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on peut mettre la formule (2) sous la forme 
b 


| fG)dr=F (2) là, (3) 


C9 


sans oublier que pour déchiffrer son second membre on introduit 
d abord la borne supérieure et ensuite la borne in- 
férieure. 


Exemple. — Calculer l'intégrale de z? entre 2 et 4. 
L'une des primitives de z° étant ia, la formule (3) donne 


Remarquons que le résultat serait le même si on utilisait une autre primi- 
tive de z?, par exemple & + 1 ou = — 2, etc. Ce phénomène est de caractère 
général. 

Théorème.— L'intégrale définie d'une fonction continue ne dépend 
pas du choix de la primitive de la fonction à intégrer. 


Démonstration. — Soient F (x) et F, (x) deux primitives diffé- 
rentes de la fonction à intégrer f (x) de (1), continue sur un segment 
[a, b]. D’après le théorème fondamental relatif à l'intégrale indéfi- 
nie (chap. XIII, $ 1) nous avons 


F1) =F()+c, 
où C est une constante convenablement choisie. On en déduit 
Fi (x) lÈ=F:1(b)—F;(a) =1F(b)+C]—[F (a) +C]= 


b 
=F(b)—F()=F(DlÈ= | f(x) 7, 


ce qu'il fallait démontrer. 


Corollaire. 
b 


ICE NTICLE (a) 


où on entend par | f (x) dx l’une des primitives de la fonction f (x). 


La formule (4) établit une relation entre l'intégrale définie et 
l'intégrale indéfinie correspondante. Signalons une différence formel- 
le qui existe entre elles: l'intégrale définie est un nom bre, 
alors que l'intégrale indéfinie est une fonction. 
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Suivant le théorème de Cauchy (v. chap. XIII, $ 10), toute fonc- 
tion continue sur un segment possède une primitive. On en déduit 
le théorème suivant: 


Théorème. — Pour toute fonction continue sur un segment (a, b] 
il existe une intégrale définie correspondante. 


Remarque.— Soit 
y —=f(x), 
c'est-à-dire que 
dy = f (x) dx. (5) 


L'intégration de l'égalité (5) entre a et b donne 
b 
y ()—y (a) = | F(2) dr. (6) 


Cette dernière formule est d’un emploi fréquent. 
L'étude des intégrales indéfinies et définies, ainsi que de leurs 
applications fait l’objet du calcul intégral. 


$ 2. Intégrale fonction de sa borne supérieure 


Soit f (x) une fonction continue sur un segment [a, b]. Considé- 
rons l'intégrale 


| fu) di, (1) 


où tE la, rle a, b] (pour éviter toute confusion, nous avons dési- 
gné la variable d'intégration par une autre lettre). 
Si F (x) est une primitive de la fonction f (x), c’est-à-dire si 
F (2) = f(2), 
alors, en appliquant la formule de Newton-Leibniz, on a 
x 
| fG) at F(2)—F (a). (2) 
D'où on tire 
d F d 
OEUF (D —F (= F' (9) IF (ol = (9 —0=f (0). 


Par suite, la dérivée d'une intégrale fonction de sa borne supérieure 
par rapport à cette dernière est égale à la valeur que prend la fonction 
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à intégrer en cette borne: 


HW at=i(. (3) 
Ainsi, l'intégrale ‘ 
D()= | f()& (&) 


est une primitive dela fonction à intégrer f(x). Remarquons 

que la formule (2) entraîne O (a) = 0, autrement dit ® (x) est celle 

des primitives de la fonction f (x) qui s'annule pour x = a. 
Exemple. — On a 


d Cr RER 
41e | Vireda=Vyi1 +- r. 
0 


Considérons maintenant une intégrale fonction de sa borne in- 
férieure : 


b 
j@ à, 


où Ella, b]. 
la formule de Newton-Leibniz nous avons 


2 ET so de] = LP OF GIF ONF Ge — 10. 


Ainsi, la dérivée d'une intégrale fonction de sa borne inférieure par 
rapport à cette dernière est égale à l'opposé de la valeur prise par la 
fonction à intégrer en cette borne. 

Remarque. — Si une fonction f (x) est continue sur un segment 
[a, b], alors en vertu de la relation qui existe entre l'intégrale indé- 
finie et la fonction primitive (chap. XIII, $ 1) nous aurons 


fraar=c+ (ja 
pour a< z< b, où C est une constante arbitraire. 


$ 3. Interprétation géométrique de l’intégrale définie 


Considérons l'aire S(x)!) d’un trapèze curviligne variable 
(fig. 130) qui est limité en haut par une courbe continue Y —/f(X) 
(a< X<b,f(X)> 0), en bas par l'axe OX (Y = 0), à gauche par 


1) Pour la notion d'’aire, voir la remarque sur le théorème du & 9. 


8 3] INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE L'INTÉGRALE DÉFINIE 265 


une verticale fixe X = a et à droite par une verticale mobile X = z 
(a< z< b). | 

On peut imaginer qu'une inondation se produit le long de l’axe 
OX de manière que le front d’eau se déplace de gauche à droite. 

Si Az est l’accroissement de x (supposons pour fixer les idées que 
Az >0), l’aire varie d'une quantité AS (fig. 130) qui représente 


l’aire de la bande limitée par l’arc PP? de la courbe, l’axe OX et deux 
verticales X = x et À = x + Az. Posons 


m— min f(À) 
X<XLx+AZX 
M= max f(x). 
xEXLx+Ax 


En comparant AS aux aires des rectangles ayant Az pour base 
commune et m et M pour hauteurs, nous voyons'que 


mAr< AS< MAzx). (1} 


et 


D'où 
mE EM. (2) 


Supposons maintenant que Az — + 0. Alors, la fonction f (X} 
étant continue, 
m—>f{(xz) et M— f(x). (3) 
Nous en déduisons en vertu du théorème sur la limite d’une fonction 
encadrée (chap. VII, $ 10) que 
; AS 
lim ——= f(x). 
Ax—=+0 Âz À ) 
D'une manière analogue, lorsque Az —> — 0, nous aurons 


lim = ÿ(r). 


A 0 Az 
Il existe donc une limite 
._ AS dS … 
A (4} 


1) Ici, la fonction f (X) pouvant être constante, l'égalité n'est pas exclue. 
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Ainsi, la dérivée de l'aire d'un trapèze curviligne variable est égale, 
pour toute valeur de l'argument X = x, à son ordonnée frontière y = 
— f(x) (théorème de Newton-Leibniz). 

De la formule (4) nous tirons 

dS = f (x) dz. (5) 


Soit S l’aire totale du trapèze curviligne (fig. 130) limité par la 
courbe Y = f (X), l'axe OX et les deux verticales X = a et X = b. 


Fig. 131 Fig. 132 


En intégrant l'égalité (5) dans les limites de a à b et en tenant compte 
de ce que $ (a) = 0, nous aurons par la formule (6) du $ 1 
b 
S=S(b)—S(a)= | j(Dàr. (6) 
a 
Ainsi, l'intégrale définie (6) d’une fonction continue non négative 
est égale pour a b à l'aire du trapèze curviligne correspondant ?) 
{interprétation géométrique de l’intégrale définie). 
Exemple 1. — Calculer l'aire S d'une demi-onde de la sinusoide y = 
= sinxz (0<Lzr<a) (fig. 131). 
En partant de la signification géométrique de l'intégrale définie on a 


ne 


PL 
s= | sin z dr = —Cosz = — (cos a —cos 0) = —(—1—1) =2 
0 


{unités d’aire correspondantes). 
Exemple 2. — Mettre en évidence la signification géométrique da l'inté- 
grale 
j= | VTT dr (7) 
=1 
et l'utiliser pour calculer cette intégrale. 
Comme y = V 1 — z° est l'équation de la demi-circonférence r° + y° = 1, 
y > 0, l'intégrale Z représente l'aire d'un demi-cercle de rayon 1 (fig. 132). 


Par suite, 1 — : on obtiendrait le même résultat par un calcul direct de 
l'intégrale (7). 


1) Pour l'aire du trapèze curviligne dans le cas de la fonction f (x) qui chan- 
ge son signe, voir $ 5, remarque. 
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$ 4. Interprétation physique de l’intégrale définie 


Problème. — Etant donnée la vitesse de mouvement rectiligne 
vu = v (t) d'un point, calculer le chemin parcouru par celui-ci pen- 
dant un intervalle de temps 0<1t<T. 


0 HO --S---"r(T) 


En supposant que la trajectoire du point soit l’axe Oz (fig. 133) 
et que zx —=zt(t) soit l'équation du mouvement, nous aurons 
(chap. IX, $ 2) 


v(t}=. (1) 
D'où 
dr = v(t)dt. (2) 


En intégrant l'égalité (2) dans les limites de 0 à 7, nous obtiendrons 
le chemin parcouru par le point pendant le temps T: 


T 
s=—z(T)—z(0)= | v( dt). (3) 
0 


Remarque. — De (3) on déduit l'équation du mouvement 
du point 


{ 
re ( u (t) dt, 
0 


où Zoo = T (0). : 
Exemple. — On considère une fusée lancée verticalement. A quelle hauteur 
montera-t-elle en 10 s si sa vitesse varie suivant la loi 


Quelle est la vitesse de vol moyenne de la fusée pendant cet intervalle de 
temps ? 


1) D'une manière plus précise, la formule (3) donne l'accroissement de 
l’abscisse du point en mouvement, c'est-à-dire le déplacement du point pendant 
le temps T. Le chemin parcouru sera obtenu dans le cas, où la vitesse v (t) ne 
change pas de signe, c'est-à-dire que le point se déplace toujours dans le même 
sens (v. chap. IX, $ 2). 
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La distance parcourue par la fusée pendant 10 s a pour valeur 
10 


1 Re 1 10 
[Creil - 
0 
= (207 )-(0—1) & 21,09 km 
11 ? ° 
Par suite, la vitesse moyenne correspondante de la fusée est 


: 21.09 km 
moy = 5 = 2,109 2. 


$ 5. Propriétés principales de l’intégrale définie 


Pour établir les propriétés principales de l'intégrale définie nous 
partirons de la formule de Newton-Leibniz ($ 1): 
b 


| fU)dz=F(b)—F (a), (1) 


a 


où la fonction f (x) est continue sur le segment [a, blet F” (x) = f (x) 
pour x EÎa, bl. 

Pour plus de clarté, divisons toutes les propriétés de l'intégrale 
définie en quatre groupes. | 

A. Propriétés générales. 

I. La valeur de l'intégrale définie ne dépend pas de la désignation de 
la variable d'intégration, c'est-à-dire que 


) b 
ji@er= | jar, 


u 


où zx, t sont des lettres quelconques. 

Cette propriété découle directement de la formule (1). 

On pourrait en donner une interprétation suivante : les documents 
diplomatiques écrits en langues différentes mais ayant un même con- 
tenu sont analogues. | 

II. L'intégrale définie ayant ses bornes supérieure et inférieure 
identiques est nulle (en vertu de la convention adoptée). 

Remarquons que cette proposition correspond à la formule de 
Newton-Leibniz : 


À 10) dr= F(a)—F (a) =0. 


III. Si l'on intervertit les deux bornes d’une intégrale définie, elle 
prend la valeur opposée. 
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En effet, si nous permutons les bornes, la formule (1) donne 
a b 
JFG) de=F(a)—F(b)=—IFO)—F(@N=— | fa. (2 
b a 

B. Propriété d’additivité. 

IV. Si l'intervalle d'intégration (a, b] est divisé en un nombre fini 
d'intervalles partiels, l'intégrale définie prise sur l'intervalle (a, b] 
est égale à la somme des intégrales définies prises sur tous les intervalles 
partiels. 

En effet, soit par exemple [a, b] = [a, cl [c, b], où a< c< b. 
Alors, en posant F” (x) = f (x), on obtient 


b 
À f(x) dr = F()—F (a) =1F (0) —F (@)1+1F (6) —F (= 


C 


#] f (2) a+ (x)dr. (3) 


Remarque. — La formule (3) reste valable aussi dans le cas où c 
se trouve en dehors du segment [a, b] et la fonction à intégrer f (x) est 
continue sur les segments [a, c] et [c, b 

C. Propriétés de linéarité. 

V. On peut faire sortir un facteur constant du signe de l'intégrale 
définie. 

En effet, soit F (x) une fonction primitive de f (x) sur [a, b] et 
soit À une constante. Alors AF (x) est une primitive de Af (x), car 


[AF (x)}’ = AF' (x) = Af (x). 


Af (x) dr = AF (x) [= AF (b)— AF (a) = 


Q _—) © © 


b 
= A[F (b)—F (a)] =A | f (x) dr. 
VI. L'intégrale définie d'une somme algébrique d'un nombre fini 
de fonctions continues est égale à la somme algébrique des intégrales 
définies de ces fonctions. 
En effet, considérons par exemple la somme algébrique 


f(x) +g(x) —h(z) (&) 


de trois fonctions continues j (x), g (x), k (x) et soient F (x), G (x), 
H (x) des primitives de ces fonctions, c'est-à-dire que 


F'(a) =f(x), G'(H=8g(x), H'(2) =Rh (2). 
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Alors F (x) + G (x) — H (x) est une primitive de la somme (4), 
car 


FG)+G()—-H(G) =F"(G)+c (2) —-H'(2)=f(x)+8(x) —Rk (à). 


On en tire 
b 


À LG) + 8 (2) — 2 (2) dr = LF (x) + G (2) — H (1 lè= 


=[F(b)+G(6)—H(b)]—[F(a)+G(a) —H(a)] = 
= [F (6) — F(a)]+1[G (b)—G (a)] —[H (6) — H (a)] = 


b b 
f (x) dx + | g (x) dr — | h (x) dx. 


Q y 


D. Propriétés de monotonie. 

VII. Si la fonction sous le signe d'une intégrale définie est conti- 
nue et non négative et que la borne supérieure soit au moins égale à la 
borne inférieure, cette intégrale définie est, elle aussi, non négative. 

En effet, soit f (x) > 0 pour a zx< b. Puisque F’ (x) = f (x) > 
> 0, la primitive F (x) est une fonction croissante (ou, plus exacte- 
ment, une fonction non décroissante). Dans ce cas, pour b>a,ona 


b 
| f@) dz=F(b)—F(a)>0. 


VIII. Etant donné une inégalité des fonctions continues on peut 
l'intégrer membre à membre à condition que la borne d'intégration supé- 
rieure soit plus grande que la borne inférieure. 

En effet, soit 

f(x) < 8 (x) pour a 1zK b, 
où les fonctions f (x) et g (x) sont continues sur le segment [a, b]. 
Puisque g (x) — f(x) > 0, on a d’après les propriétés VI et VII 
pour b >a 


h b b 
Jade fete (f(@é>0, 


d’où 
b 


(rm | g (x) dr 


Remarque. — Soit f (x) une fonction continue qui change de 
signe sur un segment [a, b], où b > a. Par exemple (fig. 134), f (x) << 
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< 0 pour aSzx< a, f(x) 0 pour a <r<$ et f(r) L 0 pour 
B<z< b. 

En partant de la propriété d’additivité IV et de la signification 
géométrique de l'intégrale ($ 3), on obtient 

b 


æ 8 
fredr= | (dt (fin ar+ | (Dre —5:+8,—5,, 
a a a B 
(5) 


où Sy, Se, 943 sont les aires des trapèzes curvilignes correspondants. 
Ainsi, étant donné a << b, l'intégrale définie représente, dans le 
cas général, la somme algébrique des aires des trapèzes curvilignes, les 


Fig. 134 


aires étant prises avec le signe + ou — suivant que les trapèzes sont 
situés respectivement au-dessus ou au-dessous de l'axe Oz. 
Si b << a, c’est le contraire qui a lieu. 
Remarquons que l'aire de la surface hachurée sur la fig. 134 
s'exprime par l'intégrale 
b 


fitidr=si+s+8s b> 0). 


$ 6. Théorème de Ja moyenne 


Théorème. — La valeur de l'intégrale définie d'une fonction 
continue est égale au produit de la longueur de l'intervalle d'in- 
tégration par la valeur de la fonction à intégrer pour une certaine 
valeur intermédiaire de l'argument ). 


Démonstration. — En effet, suivant la formule de Newton- 
Leibniz on a 
b 


| f(x)dr=F(b)—F (a), (1) 


a 


1) La borne supérieure de l'intervalle d'intégration est supposée plus gran- 
de que la borne inférieure. 
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F° (zx) = f (2). 


En appliquant à la différence des primitives le théorème des accrois- 
sements finis (chap. XI, $ 1), on obtient 


F(b)—F(a)=(b—a)F'(c) = (b — a) f(c), 


avec a << c< b. Il s'ensuit que 


À | 
| f(x) dx =(b—a) f (0), (2) 


où a<c<b. 

Remarque. — Lorsque f (x)> 0, la formule (2) est susceptible 
d'une interprétation géométrique simple. En effet, son premier 
membre représente l'aire du trapèze curviligne AabB, où AB a pour 
équation y — f(x), alors que a et b sont 
‘les abscisses des points À et B. Quant au 
second membre de cette formule, il exprime 
l'aire d’un rectangle de base b — a et de 
hauteur cC égale à f (c) (fig. 135). 

Au point de vue géométrique, la formu- 
le (2)signifie donc qu'on peut toujours trou- 
ver sur l’arc AB le point C d’abscisse ccom- 
prise entre a et b, tel que l’aire du rectangle 
correspondant aDEb de hauteur cC soit 
exactement égale à celle du trapèze curvi- 
ligne aABb. 

Ainsi, l'aire d'un trapèze curviligne limi- 
té par une courbe continue est égale à l'aire d'un rectangle de même 
« base » et de hauteur égale à une ordonnée moyenne de la courbe. 

Le nombre f (c) = u porte le nom de valeur moyenne de la fonc- 
tion f (x) sur l'intervalle [a, b]. De la formule (2) nous déduisons 


SRE 


b 

1 

— [far (3) 
a 

Exemple 1.”— L'intensité d’un courant alternatif a pour expression 


ant 
T ? 
Où {9 > 0 est la valeur maximale du courant, 7 la période et t le temps. 
Calculer la ‘valeur moyenne du carré de l'intensité de courant pendant 
la période T. 
Par la formule (3) on a 


i= i9 sin 
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où le trait indique une moyenne. Comme 


sin? a=— (1—cos 2c), 


T 
- 5 2 T ;2 
= —0 | (1—cos ] = (e— sin +) P =. (4) 
0 


La racine carrée de la valeur moyenne du carré de l'intensité de courant 
porte le nom d'intensité efficace du courant, c’est-à-dire 


lert VE, 


En partant de la formule (4) on obtient un résultat important pour l’électro- 
technique : 


lert = 73 | (5) 


Corollaire. — Soient 


m— min f(z) et M=— max f(x). 
a<x<b a<x<b 


Puisque m< f (x) < M on déduit de la formule (2) pour a < b 
b 


m(b—a) < | f(x) dr LM (b— a). (6) 


Exemple 2. — Evaluer l’intégrale 


2: 
[= dz 
= | 1+sin?z * 
0 
Puisque ER pour 0Sr<T+, on a d’après la for- 
2 {+sin?r ER 277 
mule (6) 


a nr 
7 <I<-. 


On peut poser de façon approchée 


4 [x , x { . 
1=+ (+ +) + (0,79+1,57)= 1,18 


La valeur exacte de l'intégrale est 


18—0131 
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$ 7. Calcul de l’intégrale définie par la méthode d'intégration 
par parties 
Soient u —= u (x) et v — v (x) deux fonctions continüment déri- 
vables 1) sur un segment [a, b 
On a 
du (x) v (x)] = v (x) du (x) + u (x) dv (x). 
En intégrant cette égalité entre a et b et en tenant compte du fait que 
du (x) = u’ (x) dx et dv (x) = v’ (x) dx, 
on obtient 


b 
v(x)u’ (x) dr + | u (r)v’ (x) dx. 


On en déduit la formule d'intégration par parties: 


u(z)v(x)|o = 


QG '—) ©’ 


b d 
| u (x) v’ (2) dx = u (b) v (b) —u (a) v (a) — | v(x)u’(x)dr. (4) 


a 
Pour abréger l'écriture on note 


u (bju(b)—u(a)v(a) = u(x)vi(x) lb. 
Exemple. — Calculer 


272 
| z COS x dx. 
0 
Posons 


u—=zx, dv= coszx dx = d (sin x), 
d'où 


du = dx, 


v = Sin zx. 
En appliquant la formule (1), on aura 


27 27 

2x 
| zcoszdr=zsinz À — | sin z dr = 
0 


0 


2 
= 2x sin 27x—0.sin O+cos zx = cos 2x —cos 0 = 0. 
$ 8. Changement de variable dans une intégrale définie 
Soit donnée une intégrale définie 


b 
Ï f (2) dr, (1) 


1) C'est-à-dire, possédant des dérivées continues uw (r) et v’ (x). 
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où f (x) est une fonction continue sur un segment {a, b]. Supposons 
que pour une raison quelconque il est souhaitable d'introduire une 
nouvelle variable ft liée à la variable initiale x par la relation 


z—œp(t) (a<t< B), (2) 


où  (t) est une fonction continüment dérivable sur le segment [œ, Bl. 
Si, dans ce cas 1) la variation de t entre « et $ entraîne celle de x 
entre a et b, c’est-à-dire si 


pa) = a, (8) = b, (3) 


et 2) la fonction composée f (œ (t)) est définie et continue sur le seg- 
ment [œ, B] *),on a Ia formule 


b B 
[ft de= | f(e &)o' (at. (4) 


Pour démontrer ceci, considérons une fonction composée 


F(œ(t)), 
où F (x) est une primitive de la fonction f (x), soit: 


F° (2) = f (a). 
Appliquons la règle de différentiation d’une fonction composée, 
il vient 


À F(p())= F' (6). (6) = f ((#))-p' (6). 


La fonction F (œ (t)) est donc une primitive de la fonction f (p (t)) X 
X œ” (t). 

On en déduit, en partant de la formule de Newton-Leibniz et en 
tenant compte de l'égalité (3), que 


B 
Î f(pG))-œ’(t)t=F(p(U)DI8=F(p(B))—F (œ (a)) — 


b 
= F(b)—F(a)= | f(x) dz, 


ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. — En calculant une intégrale définie par change- 
ment de variable il n’est pas nécessaire de revenir à la variable initia- 
le, il suffit d’introduire les nouvelles bornes d’intégration à l’aide 
des formules (3). 


») Si toutes les valeurs de @ (t) appartiennent au segment [a, b], la condi- 
tion 2) est superflue (v. théorème sur la continuité d'une fonction composée, 


chap. VILI. $ 4, théorème 4). 
18% 
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Exemple. — Soit à calculer 
3 
| z Vi+z dz. (5) 


Il est naturel de poser | 


t=Vi+z, (6) 
z—=t"—1 et dr = 2t dt. 


Les nouvelles bornes d'intégration se déterminent à partir de la formule (6): 
en posant z — 0 et zx = 3, on obtiendra respectivement £ — 1 et £ — 2. Par 
suite, 

3 


2 2 
| zVT+rdr= | (42—1)-4-.2 dt = 2 | (ti — 12) dt = 
0 | 1 


d’où 


l 


(£ ai 2 (521 =) 62 14 9% 


$ 9. Intégrale définie en tant que limite des sommes de Riemann 


Soit j (x) une fonction continue sur un segment [a, b]. Supposons 
pour fixer les idées que f (x) > 0 sur [a, b], où a << b. Alors l’inté- 
grale définie de cette fonction | 


ee 
| f (x) dx (1) 


représente géométriquement l'aire S du trapèze curviligne aABb 


compris entre la courbe y = f (x), l'axe Ox (y = 0) et deux verti- 
cales z = a et x — b (fig. 136). 

I1 y a déjà plus de 2000 ans, les mathématiciens grecs utilisaient 
pour le calcul approché des aires le procédé suivant. On divisait 
une figure S !) en un nombre suffisamment grand de bandes vertica- 


1) Nous désignons ici par la même lettre S le trapèze curviligne et son aire. 
On en verra la différence par le contexte. 
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RS — 


les limitées par des perpendiculaires en des points 
T0, 1, TL, :: 2 = 0 

(a= 2 << Lt Le... En = b) 
à l’axe Oz. Chacune de ces bandes peut être considérée de façon appro- 
chée comme un rectangle de base Az; = 24, — x (i = 0, 1, 
2,..., n — Â) et d’une hauteur intermédiaire f (z;), où << ti < 
< z1+,. La surface d’un tel rectangle est alors évidemment égale à 

f{ti)Am (i=0,1,2,...,n—1) 


et la surface de la figure en escalier constituée par » rectangles sera 
donc 


Sn = f (&o) Ato+ f (ts) Ari +. + f (tn) Ans (2) 
ou, sous forme abrégée 
n—1 
S,= 2 1) 4% C 


Ici la lettre >) désigne le signe de sommation et le produit 
f (mi) Az: est le terme général de la somme ; on indique par ailleurs le 
nombre de termes et on spécifie ceux d’entre eux qui font partie de 
la somme. 

La somme (2) ou (2’) s'appelle somme de Riemann attachée à la 
fonction f (x) ‘). Vu qu’à la limite, quand r —+ o et max | Az; | + 


i 
— 0, les bandes se transforment en des ordonnées de la courbe 
y = f (x), il est naturel de s'attendre que 

b 


limS, =S=— | f(x) dr. (3) 


En effet, on peut énoncer le théorème suivant: 


Théorème. — Si une fonction f (x) est continue sur un segment 
[a, b], la limite de ses sommes de Riemann S,, quand n—+ © et 
max | Az; | —+ 0, est égale à l'intégrale définie correspondante de cette 


fonction, c'est-à-dire que 
n—1 


lim © f(x) An — 


max Jax;i—0 i=0 


f (x) dx ?). (4) 


Qu, 


1) La notion de somme de Riemann (2°) se généralise naturellement au cas 
d’une fonction qui change de signe. 


3) Dans ce sens, le signe d’intégrale Ï est un S (signe de somme) stylisé 
(allongé), alors que la désignation de toute l'intégrale définie est une notation 


barégée d’une somme d’un nombre infiniment AS de termes infiniment petits 


de la forme f (x) Az = f (x) dx sur le segment |a, b] (à notre point de vue, limi- 
te d’une telle somme). 
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Démonstration. — Soit 
CEE LS: Le LT — 0: 


b 
Posons S — | f(x) dr. Suivant la propriété d'additivité (chap. IV, 
$o) on a 


n—1Xiss 


S=) | far. 


=0 x; 
D'où, en appliquant le théorème de la moyenne ($ 6), on aura 


ni 


=2 FE) Az, (5) 


avec Az; = Zi4s — Zi > 0 et E; El x;, Zi+al- 
Considérons la somme de Riemann 


Sh= 2 f(x) Ar, (0) 
où Zi ElZs Z | 


Les formules (5) et (6) nous donnent 


Se 


S—s,=Ù ED) —/GDI Au. | (7) 
D'où L 
n—1 
IS—S, | <i If (E:)—f (1) Ai. (8) 


Si e est un nombre strictement positif arbitraire, alors pour un 
max | Az; | suffisamment petit on a du fait de la continuité de la 
fonction f (x) les inégalités 


| f (1) — 7 (xi) | < & (9) 


(propriété de continuité uniforme de la fonction 
Î{ (x), voir par exemple S. Nikolski, Cours d'analyse mathémati- 
que, tome I, chap. 9). Par suite, de (9) et (8) on déduit 


n—-1 


IS—S,1< 2 eAr;=e(b—a), (10) 


où (b — a) est la longueur du segment [a, b]. 
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to 
=] 
(Je) 


Le nombre & étant arbitraire, de l'inégalité (10) il résulte 
lim S,=S, (41) 


ñn— 00 
c’est-à-dire que l'égalité (3) est vérifiée. 

Remarque. — Si y = f(x) > 0 sur [a, b], on convient par 
définition de prendre pour l'aire du trapèze curviligne aABb, 
le nombre 

S = lim S,, 


n—00 
en supposant que cette limite existe. 


Corollaire. — Si une fonction f (x) > 0 est continue sur un seg- 
ment {a, b], le trapèze curviligne {a z< b,0< y< f (x)} a une aire 
finie et est donc une figure quarrable. 


$ 10. Notions sur le calcul approché des intégrales définies 


Ce n’est pas toujours qu'une intégrale définie 
b 


| fax (1) 


a 


d’une fonction continue donnée y = f (x) peut être calculée de façon 
précise. Cependant, en partant de la signification géométrique de 


l'intégrale définie, on peut donner plusieurs formules approchées 
permettant de la calculer avec toute précision désirable. Nous allons 
considérer ici la plus simple d’entre elles que l’on appelle formule des 
trapèzes. 

Comme nous le savons ($ 3), l'intégrale (1) représente l'aire 
(compte tenu du signe, v. remarque p. 270) du trapèze curviligne 
limité par la courbe y = f (x), l’axe Ox et deux ordonnées x = a 
et z = b (fig. 137). 
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Divisons l'intervalle [a, b] en nr parties égales de longueur k — 

2—£ (pas de subdivision). 

Soient Zo, Ty» + + +» En (To = A; In = bd) les abscisses des points de 
division et Yo; Yi» - + -» Yn les ordonnées correspondantes de la 
courbe. On a alors lesformules de calcul 


Z= Lo +, y = f(x) 


(i = 0,1, 2,..., n). Par suite de cette construction, notre trapèze 
se trouve divisé en une série de bandes verticales de même largeur h, 
dont chacune sera prise de façon approchée pour un trapèze. En 
faisant la somme des aires de tous ces trapèzes, on aura 


b 
| f(x) dr + (Yo+ y) ++ (ya + ÿ2) +. + + (nu +yn) 


ou 
b 
fudreh(#+utut... ++) (2) 
(formule des trapèzes). La formule (2) peut s'écrire sous forme abrégée : 
b n 
Judrh Yes (3) 
a 4=0 


où + pour i—0 et in et e,—1 pour i—1, 2, ..., n—1. 
L'erreur 


b n 
Rn= | ydz—h » eiye 
a i=0 
porte le nom de terme résiduel de la formule des trapèzes (3). On démontre 
que si la fonction y — f(x) admet une dérivée seconde f” (r) continue sur le 
segment [a, b], alors 
b—a 


ML,h®, 
où 
M;=— max : [}" (2) 


LX< 
(v.B.Démidovitch et I.Maron, Principes du calcul mathématique, 
chap. XVI, Ed. «Mir», 1979). 
Exemple. — Calculer la valeur approchée de l'intégrale 
1 


| VTT dr 1. 


0 
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Partageons l'intervalle d'intégration [0, 1] en dix parties (n — 10); le 
pas de subdivision est donc h = 0,1. 
Les abscisses des points de division z, (i = 0, 4, ..., 10) et les ordonnées 


correspondantes y; — V1 + z? calculées à l’aide de la table des racines carrées 
sont rassemblées dans le tableau ci-dessous. Pour la commodité des calculs, 


les ordonnées y, sont multipliées par un facteur e,; tel que e; — ; pour i = 0 
et i — 10 (signalées par un astérisque) et e; = 1 pour i = 1, 2, ..., 9. 


Li 
L ] 


e 
L ] 


D È OS ND 2 © 


sHtssseses | 


L ] 
L ] 


0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 


O 6h Dh Et ù D Dh DE D Eh © 
L 1 


CES 
© «© © 1 
= 
Q 


ble 
ES 
s 
O0 
& 


En appliquant la formule (3), on obtient 
12 0,1:11,4838 = 1,148. 


I = 0,1-11,4838 = 1,148. 
La valeur exacte de l'intégrale est 


» 1 Vi+= In (+2) & 1,1479. 


$ 11. Formule de Simpson 


On obtient une formule plus exacte en assimilant le profil 
curviligne de la bande à un arc de parabole. 

Considérons une bande verticale (fig. 138) limitée par la courbe 
continue y— f(x), l'axe Ox (y—0) et deux verticales x — 
=—hetz=h. 

Si k est suffisamment petit, la courbe y= f (x) peut être rempla- 
cée de façon approchée par une parabole 


Y = az? + Pr + y, (1) 
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passant par les points À (—h, y_,), B (0, y.) et C (hk, y,). Alors 
l'intégrale 
h 
y dr=1 
=h 
sera approximativement égale à 
h 


[ar+pr+n ar (++) = nan. 


h 


Fig. 138 
Posant dans (1) successivement z = — h, 0, k, on obtient 
Ya = GR —-Bh+Y Yyo=Y Yi = + Ph + Y. (3) 


D'où 
— 2yo + 
Y= Yo 1 21 ù (4) 


En portant ces valeurs dans la formule (2), on aura 
h 


fudz& + h (ua —2vo+ vi) + 2uoh = (Vu + ous) (5) 


=h 
{formule de Simpson). 
Exemple. — Calculer à l’aide de la formule de Simpson 


En posant h=<, on à y-1=0, y9=1, y,—=0. Par suite 


1R+ (0+4+0)=+ x + 2,07 
(la valeur exacte est 7 = 2). 
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Effectuant une translation d’axes de coordonnées, on peut mettre 
la formule de Simpson sous la forme suivante: 


b 
b , 
fudr=+[yte +4) +56], (5 
b—a 
2 
Remarque. — Pour améliorer la précision de calcul d’une intégrale définie 


où h— 


le. 


LE dx, on divise l'intervalle d'intégration [a, b] en # intervalles partiels, où 


a 
n est un entier naturel suffisamment grand, et on applique à chacun d’eux la 


formule de Simpson (5°) en posant k — . En vertu de la propriété d'addi- 


— a 
2n 
tivité, l'intégrale définie donnée représentera RU la somme des 
résultats ainsi obtenus (formule parabolique) (v. B. Démidovitch et 
I. Maron, Principes du calcul mathématique, chap. XVI, $ 3, Ed. « Mir», 
1979). 


$ 12. Intégrales impropres 
En définissant l'intégrale 


b 
| f(x) az (1) 


on supposait que: {) l’intervalle d'intégration [a, b] était borné et 
2) la fonction à intégrer f (x) était définie et continue sur le segment 
{a, b]. Une telle intégrale est dite propre (le mot « propre » est géné- 
ralement omis). Si l’une au moins des conditions, 1) ou 2), n’est pas 
réalisée, nous appellerons le symbole (1) l'intégrale définie impropre. 
Eclairons le sens de cette nouvelle notion pour deux cas bien simples. 

I. Soit f (x) une fonction continue pour a x << + oc. On pose 
alors par définition 

+00 


b 
| f(x) dr= lim | f(x) dx. (2) 
a ere a 


Si la limite (2) existe, on dit que l'intégrale impropre figurant au 
premier membre de l'égalité (2) est convergente et sa valeur est don- 
née par la formule (2); dans le cas contraire, l'égalité (2) perd son 
sens, on dit que l'intégrale impropre au premier membre est divergen- 
te et on ne lui attribue aucune valeur numérique. 

Géométriquement, pour une fonction f(x) non négative sur 
[a, co] l'intégrale impropre (2) représente l’aire d’une figure curvili- 
gne limitée par la courbe donnée y = f (x), l’axe Oz et la verticale 
x = a (fig. 139). 
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Soit F (x) une primitive de la fonction à intégrer f (x). Par la 
formule (2) on obtient 


oo 
| f(x) dr = lim [F(b)—F (a)]. 
: b—+oo 


En introduisant la notation 


FER) ne 


Fig. 139 


on obtient pour une intégrale impropre convergente à borne supé- 
rieure infinie la formule de Newton-Leibniz généralisée : 


+oo 
| (a) dr= PF (+o)—F (a), (3) 
où 
F"(z) = jf (2). 
Exemple 1. 

+0 

| ris —arctg r 1 =arctg (+ c0)—arctg 0=5—0=—. 

n 


II. Soit f (x) une fonction continue pour a x << b et disconti- 
nue au point x = b. L'intégrale impropre correspondante de la fonc- 
lion discontinue est alors donnée par la formule 


b—e 


b 
| f(x) 4: Lim | f(x) dx. (4) 


a 


On dit qu’elle est convergente ou divergente suivant que la Jimite au 
second membre de l'égalité (4) existe ou non. 

S'il existe une fonction F (x) continue sur un segment [a, b] et 
telle que F’(xz) = f(x) pour a<zr<b (primitive généralisée), 
l'intégrale impropre (4) vérifie la formule de Newton- 
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Leibniz généralisée: 
b—e 


f (2) ras Î f (2) dr = 


a 


= lim [F (b—e)—F(a}]=F(b)—F(a)=F (2/2. 
e—+ 


Exemple 2. — On a 


[Er 


0 


Î 
—=2—0—2. 
0 


EXERCICES 
1. Calculer l'intégrale définie 


et donner son interprétation ét Lis 
Calculer les intégrales définies suivantes: 


C e 8 d 
T en 
2. J z! dx. 5 À FE ds 4. Nr e 


5. Soit donnée l'intégrale 


V 
1= | et dt. 
z 


| dI . dI 
Calculer: a) FT b) Pr 
6. Calculer la valeur moyenne de la fonction f (x) = V z sur le segment 


{1: 9]. 
7. En appliquant le procédé d'intégration par parties, calculer les inté- 
grales définies suivantes: 


27 1 
a) | zsin2zdr; b) | (z—1)e£ dr. 
0 0 


8. En effectuant le changement de variable indiqué, calculer les intégrales 
définies suivantes: 


2 1 
7% . | 
a) | VT-ñ as, z—=2sint; b) A+n Vs TS 
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9. Calculer la valeur approchée de l'intégrale 
1 
dr 
| 
0 


4) pe la formule des trapèzes, b) par la formule de Simpson en divisant l’inter- 
valle [0; 1] en r — 10 parties égales. Comparer les résultats obtenus et la valeur 
exacte égale à In 2 = 0,69315. 

10. Calculer les intégrales impropres suivantes: 


+ oo 1 
a) | e* dr; bb) re: C) TS 
2 


+oo 


0 


CHAPITRE XV 


APPLICATIONS DE L’INTÉGRALE DÉFINIE 


$ 1. Calcul des aires de surface en coordonnées rectangulaires 


Problème 1.— Calculer l’aire S d’un trapèze curviligne aABb 
compris entre une ligne continue donnée y — f (x), un segment 
a z< b de l’axe Ox et deux verticales x = aet x = b,sif(r)> 0 
pour a z< b (fig. 140). 

En partant de la signification géométrique de l'intégrale définie, 
on obtient 


b 
S=|yar, (4) 


où y = f(x) est la fonction donnée. 
Remarque.— La formule (1) peut être justifiée autrement. Con- 
sidérons l’aire de surf re S comme une variable dépendant du dépla- 


Fig. 140 


cement de l'ordonnée courante zM = y depuis la position de départ 
aA jusqu'à la position d'arrivée bB. En donnant à l’abscisse couran- 
te x un accroissement Az = dx, nous obtiendrons un accrois- 
sement d’aire AS qui représente l’aire de la bande verticale 
zMM'zx" comprise entre les ordonnées des points d’abscisses x et 
zx" = x+ dx (fig. 140). La différentielle de l'aire 
de surface dS est la partie linéaire principale de l’accroisse- 
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ment AS quand Az — 0 et est évidemment égale à l’aire du rectangle 
de base dx et de hauteur y !); par suite 


dS = y dx (2) 


(élément d'aire en coordonnées rectangulaires). En intégrant l’égali- 
té (2) depuis x = a jusqu’à z = b, nous retrouverons la formule (1): 
b 


S=— | yaz. 


a 


L'exemple que nous venons de considérer illustre l'application de 
la méthode dite de la différentielle qui consiste 
en ce qu'en partant des considérations 
simples on détermine d’abord la diffé- 
rentielle de la quantité cherchée et en- 
suite, après l'intégration entre les bor- 
nes correspondantes, on trouve la va- 
leur de la quantité cherchée elle-même. 
Cette méthode est examinée plus en 
détail dans la théorie des équations 
différentielles (chap. XXII). 

Pi Dans les paragraphes qui suivent 
ig. 141 RE 
nous décrirons sur des exemples con- 
crets deux méthodes principales utili- 
sées dans la théorie de l’intégrale définie : 1) la méthode des sommes 
de Riemann (v. chap. XIV, 89) et 2) la méthode de la différentielle. 


Exemple 1. — Calculer l'aire de l’ellipse 


ee y? 
at 
Par raison de symétrie, on peut calculer l'aire d'un quart de l’ellipse et la 


multiplier ensuite par 4 (fig. 141). 
De l'équation de l’ellipse pour le I-er quadrant nous déduisons 


he = 
me V'aï— xt. 
D'où, par la formule (1), nous obtenons 
a a 
+s=| ydr=+ | V'a— ri dr. 
0 0 
Effectuons la substitution trigonométrique 


z=asint, dr =acostdt. 


1) On peut démontrer de façon rigoureuse que pour une fonction continue 
= f (x) la différence entre l'aire AS de la bande et l'aire y dr du rectangle est 
un infiniment petit d'un ordre supérieur à dz. 
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Les nouvelles bornes d'intégration t = & et-t = B se déterminent à partir des 
équations 
0=asint, a=asint. 
On peut poser | 
x 
a=0 et = . 


Par suite, 


7 nd 
; ; Es 2 
Plon | V'a3—aïsin?t.a cos t dt = ab | cos* t dt = 
0 0 


EL 
2 EL 
2 : 
=<+ | (A+ cos 21) dt = Se (+++ sin 2)| = = 06 
0 
et 
S = rab. 
En particulier, en posant a = b, on obtient l'aire du cercle de rayon a: 
S = rai. 


Remarque. — Dans des cas plus compliqués, on cherche à repré- 
senter la figure sous la forme d’une somme ou d’une différence des 
trapèzes curvilignes. 

Problème 2. — Calculer l’aire de 
surface plane comprise entre deux 
courbes continues 


Yi = f1 (x), Ye = fe (x) (YeZ> y) 


et deux verticales x = a et x = b 
(fig. 142). 

Les fonctions y, = f(x) et 
Ya = f2(x) seront supposées non 
négatives sur [a, b]. On peut toujours y arriver par une translation 
convenable de l'axe Or. 

L’aire cherchée S peut être considérée comme étant égale à ls 
différence des aires de deux trapèzes curvilignes limités par les cour- 
bes données. Par suite 


Fig. 142 


b b 
S= | war | ya dx 


a 


et donc 


b 
S= | (2—u0) dx, (3) 


19—0131 
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où y, = f(x) et y, = f, (x) sont les fonctions données. Remarquons 
que 
Ya — Yi = fa (2) — fi @) 
représente « l’épaisseur » de la surface S au point x. 
Exemple 2. — Calculer l'aire de surface S comprise entre la parabole y — 
= x + {et la droite zx + y = 3 (fig. 143). 
En résolvant le système des équations de la parabole et de la droite: 
y=zt+1, 
z+y=3, 
on trouve les abscisses des points de rencontre: zx, = —2 et ze = 1. 
En posant ya = 3 — zx et y, = x? + 1, on obtient par la formule (3) 
1 


1 
= À [(8—r)—(22+1)] dr = À (2—z— zx) dr= (2-5—<) | 
2e 2 


0 
— 


= 2 A++ A4) ——+ (1+8)=6+ S-3=+ 


La formule (1) permet aussi de calculer les aires des figures sim- 
ples dans le cas où la courbe qui les limite est donnée sous forme 
paramétrique. 


Exemple 3. — Calculer l'aire de surface S 
comprise entre la première arche de la cycloïde 


z=a(t—sint), } 4 
y—=a(i—cost) @ 
et l’axe Oz (chap. V, &$ 4, fig. 47). 
On a 
271a 
SJ = \ y dr. 
U 


‘Effectuons dans cette intégrale le changement de 
variable, en prenant pour variable indépendante 
le paramètre t. Alors, des équations (4) on tire 


dr = a (1 — cost) dt, 
etonat=0 pour z=0ett= 2x pour z = 2ra. Par suite, 


2H 2x 
S$ = | a (Î— cos t)-a (1—cost) dt = a | ({—2 cos t + cos t) dt — 
0 0 
2H 22 4 » 
= a? [ «—2 sin f) M +| DCE at |= 
. 0 2 
0 


= a [2x + _ (: + _ sin 24) D] (27 + 1) = 37aï. 


Ainsi, nous obtenons le théorème de Galilée: l'aire de surface limitée par une 
arche de cycloïde et sa corde est égale au triple de l'aire du cercle générateur. 
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& 2. Calcul des aires de surface en coordonnées polaires 


Problème.— Calculer l’aire S du secteur OUAB limité par une 
courbe continue donnée 
p = f (ç) 


et deux rayons @ = œ& et q = $, où pet y sont des coordonnées polai- 
res (fig. 144). 


Pour résoudre ce problème, utilisons la méthode de la 
différentielle. 


Imaginons que la surface S s'est formée par suite du déplacement 
du rayon vecteur variable p = f (+) lorsque l'angle @ a varié de 


p = « à @ = $ (fig. 144). Si l'accroissement de l’angle polaire cou- 
rant est dp, l’accroissement de l’aire de surface est AS = surf. 
OMM'. La différentielle dS représente la partie linéaire principale 
de 1 accroissement AS quand dp —+ 0 et est égale à l’aire du secteur 
circularie OMN de rayon p et d'angle au centre do !); par suite 


dS=+ MN.OM = +pdp-p= + p’dp (1) 


(élément d’aire en coordonnées polaires). L'intégration de l'égalité (4) 
depuis @ = & jusqu’à ® = B donne la surface cherchée 


B 
S — _ | p° dq, 
œ 
où p —/f(œp) est la fonction donnée. 
Exemple. — Calculer l'aire de la surface limitée par la cardioiïde- 
p = a (1 + cos q). 


1) En effet, par analogie avec la signification physique de la différentielle 
(chap. XII, 8 4), la différentielle de l'aire de surface dS est égale à l’accrois- 
sement fictif de l'aire S lorsque le rayon vecteur p tourne de l'angle 
do sans changer de longueur. Dès lors on conçoit que dS est l’aire du secteur cir- 
culaire de rayon p et d'angle au centre d®. 


19% 
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Composant le tableau de valeurs, on obtient 


En construisant les points de cardioïde us les valeurs de œ et p prises 
sur notre tableau, on peut se faire une idée de l'allure approximative de cette 
courbe (fig. 145). 


P=a(/+c05e) 


Fig. 145 


La cardioïde étant évidemment symétrique par rapport à l'axe polaire, il 
suffit’de calculer l'aire de sa por supérieure et ensuite de la doubler. En dé- 
signant par S l'aire de toute la surface limitée par la cardioïde, nous aurons 


x 
1 1 
FT S$=- { p°? do. 
0 
D'où 
Hd 14 
S = \ p? dq = a° | (1+cosq)* de = 
0 n 


ñ T a 
= a° ( [ dp +2 | COS ap+ | COS? 4 äç) : 
0 0 0 


Ou encore, puisque 


7 x 
M 

| dp= x, | cos q dp =sin Le — Q, 

0 0 
JT x 

À | 1 1 x T 
| cos® q dp= | (1+ cos 29) dp=— (o+-sin2q) : + 
0 0 
on a finalement 
S = ôr a?. 
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$ 3. Longueur de l’arc d’une courbe en coordonnées rectangulaires 


Définition. — On appelle longueur d'un arc AB la limite vers la- 
quelle tend la longueur de la ligne polygonale inscrite dans cet arc 
quand le nombre de côtés de celle-ci augmente indéfiniment et la lon- 
gueur du plus grand côté tend vers zéro. 


Nous dirons qu’une courbe est lisse si elle est continue et a en tout 
point une tangente qui change continüment sa position d’un point 


à l’autre. Il est évident qu’une courbe est lisse si son équation peut 
s'écrire sous la forme 


y=f(z (a<z<b), (1) 


où la fonction f (x) est continue et possède une dérivée f” (x) continue 
sur le segment donné {a, b 


Théorème. — L’arc de toute courbe lisse (1) a une longueur finie 
déterminée. 


Démonstration. — Inscrivons dans la courbe lisse donnée (1) 


une ligne polygonale MMM, ... M, (fig. 146), _où Mo = 
— À (a, f (a)) et M, = B (b, f (b)). En projetant les côtés MW 
Get 2.::0 de la ligne polygonale sur l’axe Or, nous obtenons 


la subdivision du segment [a, b] en un système de segments partiels 
de longueur Az;. Soit Ay; l'accroissement de la fonction donnée 
y = f (x) sur le segment Az; (fig. 146). Le théorème de Pythagore 


donne 
MinMi= V (Au) + (Au). 


Appliquons le théorème des accroissements finis (Lagrange) d’une 
fonction (chap. XI, $ 1), il vient 


AY: — Axif (xi), 


2% APPLICATIONS DE L'INTEGRALE DÉFINIE [CH. XV 
a 


où z, est un point intermédiaire du segment ÂAzx; !). On en déduit 
MiaMi=V1i+f?(x) Ar, 


et par suite, la longueur de toute la ligne polygonale M,M,...M, 
(c'est-à-dire son périmètre) est égale à 


n,= ù V1+/f(7) A7; 
i=! 


Pour trouver la longueur Z de notre courbe (1) il faut passer à la 
limite dans la dernière expression, en supposant que 7 —+ © et 
max Az; —> 0. Ainsi 


I lim NY V1+f?(r,)Ar. 


max Ax;—0 1=! 


Nous avons obtenu la limite de la somme de Riemann pour la fonc- 
tion continue 


F(2=V1+f2() 
(v. chap. XIV, $ 9). Par suite, 
b 


1= [VT+F7@ ar 


ou encore 


b 
L = | V T+y=dz, (2) 


avec y” = f’ (x). 

Différentielle de l’arc en coordonnées rectangulaires.— Soient 
À (a, h) un point fixe et M (x, y) un point variable d'une courbe 
(fig. 147). La longueur de l'arc ! — AM est dans ce cas fonction de la 
variable x. Suivant la formule (2) on a 


PATATE 


En utilisant le théorème relatif à la dérivée d’une intégrale fonction 
de sa borne supérieure (chap. XIV, $ 2) nous obtenons 


l'=Vi+y? 
et donc 
di--l'dr=Y 1+y"dx. 


1) Géométriquement, 7; est le point du segment Az; en lequel la tangente à 
la courbe de la fonction y = f (x) est parallèle à sa corde M;_1M;. 
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Ainsi, 
di=Y 1+7y"?ar. 


C'est la formule de la différentielle de l'arc en coordonnées rectangulaires. 


Puisque 
CEE dy 
y — dr ’ 
on a 
dl=V (Gr) + (Guy. (3) 


Il est intéressant de noter que la dernière formule traduit le théo- 
rème de Pythagore pour un triangle infiniment petit MTP (fig. 147). 


Fig. 147 


Exemple 1. — Soit à calculer la longueur de l'arc d’un tronçon de chai- 
nette. On appelle ainsi la courbe prise par une corde souple attachée à ses deux 
extrémités et qui pend sous l’action de son poids. 

L'équation de cette courbe dans un système de coordonnées convenablement 
choisi est de la forme 


y=s(et +e °), (4) 


où a est un nombre positif (paramètre de la chaïnette). 
L'équation (4) peut se mettre sous une forme plus simple 


T ’ 
y=ach—, (4”) 


où ch est le cosinus hyperbolique (v. chap. X, $ 9). 
Le point le plus bas À (0, a) de la courbe (4) (fig. 148) s'appelle sommet 
de la chaînette. 
Calculons la longueur de l'arc 4B de chaîïnette en 22 osant que l’abscisse 
se point B est égale à b et son ordonnée à hk. Dérivons ouEtion (4’), ce qui 
onne 


sh 
y'=sh —. 
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On déduit par ailleurs 
1Ly=1+sht Z ch? =, 
a a 


Par suite, 


Vityi=ch—, 


a 


D'où, selon la formule (2), 


b b 
ABmm | ch dr=—a | ch=— 4 (=)=2 sh — Er (sh 2—sh0)=2sh + 
a a a a lo a 

6 0 


(v. chap. XIII, 8 3, formule XIV). 

La formule donnant la longueur de l'arc AB preno une forme plus simple 
si on exprime son second membre en fonction de l’ordonnée À du point B. En 
effet, il est évident que 

k=ach LE : 
a 
En vertu de l'identité 
sh? = ch° =; 
a a 


OR a 
AB=—a V/ cb LIVRE 


c'est-à-dire que la longueur de l'arc AB est égale à celle du côté OC du triangle 
rectangle OA C (fig. 148) dont l’hypoténuse est AC = h et l’autre côté OA = a. 

Remarque. — Soit à calculer la longueur L de l’arc d’une courbe 
donnée sous forme paramétrique : 


z=qpét), y=vp(t) (bo<i<T), 
où œ (t) et vw (é) sont des fonctions continüment dérivables sur l’inter- 
valle (to, 7]. On peut démontrer que la formule (3) donnant Îla 
différentielle de l’arc di est dans ce cas également valable. Puisque 
dx = x'dt, dy = y' dt, 
on a 
di=V dr2+ dy? = V r'2+y'?dt. 


En intégrant cette dernière expression entre £ = {, et { = T, nous 
obtenons la longueur de l’arc: 
T 
= | Vr2E yet. (5) 
10 
Exemple 2. — Calculer la longueur de l'arc de circonférence 


z—= acost, y—=asint 
det=0àt= T. 
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Iei, 
= —asintdt, dy = acost dt, 


par suite 
di= V a? sin?tLa?cos?t dt= a dt, 
donc 
4 
= | adt=aT. 
0 
Exemple 3. — Calculer la longueur de l'arc d’astroïde 
2 2 2 
79 Lys — a3 
(fig. 149). L'équation de l'astroïde peut s’écrire sous la forme 
1 1 
GS P+ (GS (a $}. 
Il est naturel d'introduire le paramètre £ en posant 
! 1 ui 
3 


z$ = a *[cost, y —a sint. 


D'où on obtient l'équation de l'astroïde sous forme paramétrique 
z=acoSt, y— asin #, (6h 
où 0St< 27. 


Fig. 149 


La courbe (6) étant symétrique, il suffit de trouver un quart de la longueur 
de l'arc ! correspondant à la variation du paramètre t de 0 à _ On a 
= —3a cos’ tsintdt, dy = 3asintcost dt. 
D'où 
di= V dz?+dy°= 3a sin t cost dt. 
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En intégrant cette expression entre t = 0 et t = D on obtient 


3a 


I : 
pa 38a sin tcost dt = EE 


sin 2{ dt= 


TO D 
ct 0]: 


Toute la longueur de l'arc d’astroide est donc égale à 


= a-4 = 6a. 


$ 4. Longueur de l’arc d’une courbe en coordonnées polaires 


Introduisons d’abord la différentielle d! de l'arc en coordonnées 
polaires. Suivant la formule (3) du S 3on a 


(dl)* = (dx)° + (dy)”, 


où x et y sont des coordonnées cartésiennes rectangulaires d’un point 
de l'arc. 


Comme on le sait, les formules de passage des coordonnées polai- 
res p et œ aux coordonnées rectangulaires x et y sont les suivantes: 


ZT —=PCOSE, y —= p Sin y. 
D'où 
dx = cos dp — p sinç dy, dy = sing dp + p cos dq. 
En élevant au carré, on aura 
(dr)? = cos® p (dp}® — 2p cos q sin p dp dp + p° sin° p (dy), 
(dy)? = sin? (do)? + 2p sin q cos p do de + p° cos p (dp)*. 
Additionnons membre à membre ces égalités, ce qui donne 


(dl)* = (dp}* + p° (dr)°. 
Par suite 


dl = V (de)? + p? (dp}?. 
Cette dernière formule peut être mise sous la forme 
di=Vp+pid, (1) 
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Problème. — Calculer la longueur de l'arc Z de la courbe conti- 
nüment dérivable 


p=f(y) 


entre les points À (&, f(a)) et B (B, f (B)), où p et œ sont des coordon- 
nées polaires (fig. 150). En intégrant l'égalité (1) depuis @ = & 


| 7 
l 7 
l'y p=rg) 
Li 


Fig. 150 


jus @ = B, nous obtenons la longueur de l'arc en coordonnées 
polaires 


où p = f (e) est la fonction donnée et p” = f’ (œ) sa dérivée. 
Exemple. — Calculons la longueur totale de l'arc de cardioïde (fig. 145) 


p = a (1 + cos p). 
Ou a 


p° — —0( sin De 
Par suite, 
p° + p'? = a? (1 + 2 cos p + cos p + sin? p) = 
= a (2 + 2 cos p) = 2a° (1 + cos p) — 4a° cos? + 


et donc 


V p+p'#= 20 


cos L | : 
En désignant par : ! la longueur de l'arc de la partie supérieure de la cardioïde, 
on obtient : 


7 EL 

{ e 5 n t Te LL 
10 Léo LE os (+)= (si L) 1. 
5 l = 2a ] cos — dy = 4a \ cos = Z 4a | sin > )lo 4a 
0 


Les parties supérieure ct inférieure de la cardioïde étant symétriques, on en 


trouve la longueur totale 0E 
1€ 0E 
l = 8a. AR 
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$ 5. Calcul du volume d’un corps d’après les sections droites connues 


Problème. — Connaissant la loi de variation de l'aire de la sec- 
tion droite d’un corps, trouver le volume V de ce corps (fig. 151). 
Soient Ox une direction choisie et 


S = S (x) 


l’aire de la section droite par un plan perpendiculaire à l'axe Ox en 
un point d’abscisse x. La fonction S (x) sera supposée connue et 


Fig. 151 


continüment variable lorsque zx varie. De plus, nous supposerons que 
le contour de la section est, dans un certain sens, aussi « continü- 
ment » variable. 

En projetant le corps sur l’axe Oz, nous obtenons un segment 
[a, b] qui donne la dimension linéaire du corps dans la direction de 
l'axe Or. 

Divisons {[a, b] en un grand nombre de petits segments Az, (i = 
=1,2,...,n)et menons par les points de division des plans perpen- 
diculaires à l’axe Oz. Le corps sera ainsi partagé en nr couches dont 
chacune peut être assimilée de façon approchée à un cylindre. Comme 
le volume de la i-ième couche est approximativement égal à 


S (xi) Az, 


où x; est un point du segment Az; (v. fig. 151), nous obtenons pour 
Je volume F du corps l'expression suivante 


r = _ S (x3) Ai. (1) 
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Si rn— 0 et max | Az; | > 0, l'égalité approchée (1) devient de 
plus en plus exacte et on obtient à la limite 


V=limT S(r) Au. 

La somme (1) est une somme de Riemann pour la fonction conti- 
nue $ (x), et sa limite représente une intégrale définie correspondante 
(chap. XIV, $ 9). Par suite 

b 
y = | S(z)dr. (2) 


Exemple 1. — Calculer le volume V de la pyramide de base B et de hau- 
teur A (fig. 152). 

Prenons pour axe Oz la droite passant par le sommet O de la pyramide 
perpendiculairement à sa base et dirigée du sommet vers la base. 


NT 


Fig. 152 Fig. 153 


Soit S l'aire de la section de la pyramide par un plan passant à la distance z 
du sommet. Puisque les aires des sections parallèles de la pyramide se rappor- 
tent comme les carrés de leurs distances au sommet, on peut écrire 


ue 
B H°' 
d’où 
S= + z*. 
En appliquant la formule (2) du paragraphe précédent, on obtient 
H H 
_ B 2 D, He À 
V = | S'dr=- | z° dr = H? » 3 -— 3 BH. 
0 0 


On retrouve ainsi la formule de la géométrie élémentaire. 
_Exemple 2. — Soient (fig. 153) S, et S; les aires des sections inférieure et 
supérieure d’un corps en « tonneau » et S, l'aire de sa section médiane. Alors, 
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en appliquant la formule de Simpson (chap. XIV, 8 11) à l’intégrale (2), on 
obtient 


H 
v= [sine (51454450) 
0 
où H est la hauteur du corps (formule de Simpson pour les volumes). 


$ 6. Calcul des volumes de révolution 


Problème. — Calculer le volume V, d’un corps engendré par la 
rotation autour de l’axe Ox d’un trapèze curviligne aABb limité 
par une courbe continue donnée 


y=f(z) G(G)2>0), 


un segment a z< b de l’axe Ox et deux verticales zx = a et zx = b 
(fig. 154). 

Ce problème est un cas particulier du problème traité au paragra- 
phe précédent. 


L s 
u ( = 
Lili 


we 


Fig. 155 


Ici, l’aire de la section variable S = S (x) correspondant à l’abs- 
cisse x est un cercle de rayon y et donc 


S (x) = ny". 
On en tire par la formule (2) duS 5 
b 
V,=n | y? dx, (1) 
où y = f (x) est la fonction donnée. 


La formule (1) peut s’obtenir aussi directement par la méthode de la diffé- 
rentielle. L'élément de volume dV. représente évidemment un cylindre de base S 
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et de hauteur dz 1). Par suite, 
dV, = ny* dz. 
D'où, en intégrant de x = a à z = b, on obtient la formule (1). 


Remarque. — Soit un trapèze curviligne cCDd limité par une- 
courbe continue univoque x = £ (y), un segment c< y< d de l’axe 
Oy et deux parallèles y = c et y = d et tournant autour de l’axe Oy 
(fig. 155). Alors, par analogie avec la formule (1), le volume V, du 
corps de révolution aura pour expression 

d 
V,=n | 2dy, (2) 
C 
où zx =£g(y)>0 est la fonction donnée. 
Exemple. — Calculer le volume engendré par l’ellipse 
z3 y 
= oz 1 (3) 


a” be 


tournant autour de son grand axe a (axe Or) (fig. 156). 
L'ellipse (3) étant symétrique la rapport aux axes de coordonnées, il 
suffit de calculer le volume engendré par la rotation autour de l'axe Oz de la: 


ÿ 


[4 


Fig. 156 


surface OA B égale à un quart de la surface de l'ellipse (fig. 156) et de doubler: 
le résultat obtenu. 
Désignons le volume de révolution par V,; alors la formule (1) donne 


a 
VR.=A1 | y3 dr, 
0 
où 0 et a sont les abscisses des points B et A. De l'équation de l'ellipse nous 


trouvons 


1 


1) En d’autres termes, dV, est la partie linéaire principale de l’accroisse- 
ment du volume variable V., lorsque la section S (x) se déplace d’une quantité 
infiniment petite dr. 
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Et, finalement, 
Le Le rab?. 


3 


On calcule de manière analogue le volume de révolution lorsque l’ellipse 
(3) tourne autour de son petit axe 


4 3 
ÆEn posant a = b, on obtient le volume de la sphère de rayon a: 


V — + rai. 


$ 7. Travail accompli par une force variable 


Problème. — Calculer le travail À accompli par une force varia- 
ble F (x) appliquée à un point matériel M, lorsque ce dernier se 


o---7-.. M M Fr) 
+" 
4 a CT b #4 
Fig. 157 


déplace le long de l’axe Ox de la position x = a dans la position 
z —= b, en supposant que le sens de la force coïncide avec celui de 
déplacement. 

Supposons que le point M s'est déplacé de la position x dans la 
position x + dx (fig. 157). Sur un intervalle infiniment petit 
[x, x + dx] de longueur dx, la force F (x) peut être consi- 
dérée comme constante. Le travail élémentaire de cette 
force est donc égal à 

dA = F (x) dx. (1) 


En intégrant l'expression (4) depuis x = a jusqu’à z = b, on obtient 
le travail total 


A = | F'(x) dx. (2) 
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Exemple. — Soit un ressort à boudin qui s’allonge de 1 cm pour un effort 
de traction de 1400 N. Calculer le travail qu'il faut développer pour que le ressort 
s'allonge de 5 cm. 

Suivant la loi de Hooke, la force élastique F agissant sur le ressort est à 
chaque instant proportionnelle au déplacement z du ressort, c’est-à-dire que 


F = kz. 
Ici, le déplacement x est exprimé en mètreset la force F en newtons. Pour 


déterminer le coefficient de proportionnalité k, posons suivant les hypothèses 
du problème F = 100 N pour r = 0,01 m. D'où 


100 = k-0,01, 
c’est-à-dire que k — 10 000 et donc 

F = 10 000z. 
Par la formule (2) le travail cherché a pour valeur 


0,05 
0.05 
1= | 10 000x dz = 500022 | Fes 


$ 8. Autres applications physiques de l'intégrale définie 


Pour illustrer les méthodes principales : 1) la méthode de la diffé- 
rentielle et 2) la méthode des sommes de Riemann, utilisées dans la 
théorie de l'intégrale définie, considérons 
quelques exemples. 

Exemple 1. — Soit une solution aqueuse 
d’une substance dont la concentration varie 
suivant la loi 


10r g 
= z+i ET (1) 
(x étant la profondeur de la couche). 

Quelle est la quantité Q de la substance con- 
tenue dans une colonne d'eau verticale dont 
la section droite S$ — 1 m* et la profondeur Fig. 158 
varie de O0 à 200 m? 

Considérons une couche infiniment petite de la colonne d’eau de 
section S et d'épaisseur dr située à la profondeur x (fig. 158). 

La quantité de substance contenue dans cette couche est 


10 
dQ =C.S dr =" dr. (2) 
En intégrant cette expression de 0 à 200, on trouve 
200 200 
Q=10 | 40 | EE dr 10 fr — In (74 1)) (60° = 
0 0 


= 10 (200 — 1n 201] = 10-(200— 5,3) = 1947 g. 


20—0131 
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Exemple 2. — Quelle est la force avec laquelle une tige homogè- 
ne 0< r< 1 de densité linéique 6 attire un point matériel P (a) 
(a > 1) de masse m (fig. 159)? 

Suivant la loi de Newton, un élément infiniment petit de tige 
[x, x + dr] de masse 6 dx attire un point matériel P avec une force 


dont la valeur est 


.. môdr 
dF= hr : (3) 


où k est un coefficient de proportionnalité (constante de la gravi- 
tation). Etant donné que ces forces d'attraction agissent dans Île 


TI ZI+dr P 
ÿ —— cn Le l 17 Z 
Le—— G-T —# 
Fig. 159 


Fig. 160 


même sens, leurs valeurs dF peuvent s’additionner algébriquement et 
donc s’intégrer (puisqu'une intégrale est la limite d’une somme algé- 
brique) : 

l 


F= —kmÿ | | 


0 
1 1 kmôl 

ut C7 Sur ST à 

Exemple 3. — Calculer la force de pression de l’eau sur un dis- 
que vertical de rayon R dont le centre est plongé à une profondeur 
H (H > 2R). 

Prenons pour axe Oz la droite verticale munie de l'origine des 
coordonnées © confondue avec le centre du cercle (fig. 1460). Parta- 


ho 


d 
(a— x)? a— zx 
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geons le . donné en x» bandes horizontales étroites d'épaisseur 
Axi(i=1,2,...,n). Considérons la i-ème bande À A4'B'B d’'épais- 
seur Az, se trouvant à la distance x; du centre (fig. 160). Si Az; est 
une quantité suffisamment petite, cette bande peut être considérée 
de façon approchée comme un rectangle ayant pour surface 


AS, = AB-Az;=2V R?— 7° Ax,. 


En admettant que le niveau d'immersion de cette bande est H — 
— z;, nous obtenons suivant la loi de Pascal la force de pression 
de l’eau sur cette bande 


y (H— 2x) AS: = 2% (H—2x) V R2— x Ars, 
où y est le poids spécifique de l’eau. 
En faisant la somme de ces expressions, nous obtenons la valeur 
approchée de la force de pression P que l’eau exerce sur tout le 
disque 


Pre Ù 2y(H—r) V RTE Ar. (4) 


4 


1 


La formule (4) est d'autant plus exacte que Az; est plus petit. A la 
limite, quand 7 —+ © et max Az; —+ 0, on aura une formule exacte 
pour la force de pression de l’eau 


P — lim! Ÿ 2v(H— x) V R?— rt Ari. (5) 
15 is | 
La somme (4) est somme de Riemann pour la fonction 
f@)=2y(H— 2) VR—; 
et sa limite est donc l'intégrale définie correspondante. Par suite, 
on tire de (5) 


P—92y | (H—zx)}V Rx dr = 1yR°H. 


l 
m7 % 
PR, 


EX ERCICES 


Calculer l'aire des figures limitées par les courbes suivantes: 

1. Les paraboles y = 2°, y = x. 

2. L'hyperbole zy = a? et les droites y = 0, x = b, x = 2b (b > 0). 
3. La parabole y = 2x — x° KA l'axe Oz. 


4. La courbe d’Agnesi = (a > 0) et l’axe Or. 


5. La St a et les droites x = 0 et y = e. 
6. La parabole y = 2 (zx — 1) (3 — zx) et l'axe Or. 
7. La pArsbale y? = 2(z —1) et la droite x = 3. 
al D 
9. Les ‘paraboles y — 1 — 2x? et y — 2° — 7. 


20®% 
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10. Calculer l'aire de la surface limitée par l'astroïde z = a cos t, y = 
= asint (0<t< 2x). 
11. Calculer la longueur de l’arc de parabole semi-cubique 


2, — 


y= 2 


depuis le point r, — 0 jusqu'au point x, = 8. 
12. Calculer \a longueur de la courbe 
"#8 1 1 
fa a 
depuis z, = 1 jusqu'à zr, = e. 
13. Calculer la longueur d’une arche de cycloïde 


z—=a(t—sint)}, y—=a(i—cost) (0<t< 2x) 
14. Construire la lemniscate 
p* = «a° cos 2p 


et trouver l’aire de la surface limitée par cette courbe. 
15. Construire la «rose à trois branches » 


p = a sin 3 


et calculer l’aire de la surface limitée par cette courbe. 
16. Calculer la longueur de l'arc de spirale logarithmique 


p=ae"% (a>0, m > 0), 


située à l’intérieur du cercle 


17. Construire la courbe 


et calculer sa longueur. 

18. Calculer Île volume de l’obélisque dont les bases sont des rectangles de 
côtés À, B et a, b et la hauteur est égale à h. 

119. Calculer par intégration le volume de la sphère de rayon R. 

Calculer le volume du corps engendré par la rotation autour de l'axe Oz 
d'une surface plane limitée par les courbes suivantes: 

.y—=2r — 2, y = 0. 
21. Une arche de sinusoïde y = sin x et y = 0. 
a 

22. y = sec x, y = 0, T = ET. 

23. y = x°, y = 2r. 

Calculer le volume du corps engendré par la rotation autour de l’axe Oy 
d'une surface plane limitée par les courbes suivantes : 

24. y=h (<) , y = hk (paraboloïde de révolution). 

25. y=e x, y=0et x = 0. 

26. La vitesse d'un point varie en fonction du temps t suivant la loi 


v = 0,01 & m/s. 


Quel est le chemin que le point parcourt en 10 s? Quelle est la vitesse de mouve- 
ment moyenne? 
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27. La chaleur spécifique d’un corps à la température t est égale à 
c = 0,2 + 0,0011. 


Quelle chaleur faut-il dépenser pour réchauffer 1 g de corps de 0 °C à 100 °C? 
28. La densité linéique d’une tige 0 < x < L de longueur ! s'exprime par 


à ar 
{4 = Qo Si Fe 


où go est une constante. Trouver la masse de la tige. 

29. Soit un cylindre de 20 cm de diamètre et de 80 cm de longueur, rempli 
de vapeur sous la pression de 100 N/cm°. Calculer le travail qu'il faut déve- 
lopper pour réduire de moitié le volume de la vapeur à température constante. 

30. Calculer la force de PERS OR exercée par l’eau sur un panneau vertical 
en forme d’un demi-disque de rayon a dont le diamètre est situé à la surface 

eau. 


CHAPITRE XVI 


NOMBRES COMPLEXES 


$ 1. Opérations arithmétiques sur les nombres complexes 


On sait qu'on appelle nombre complexe une expression de la forme 
Z=r+iy= x + yi, (1) 


où et y sont des nombres réels et i est l'unité imaginaire. 

Les nombres de la forme x + i0 — zx sont identifiés aux nombres 
réels; en particulier, O - i0 = 0. Les nombres de la forme 0 + 
+ iy = iy sont dits imaginaires purs. 

Les nombres réels x et y s'appellent respectivement la partie 
réelle et la partie imaginaire du nombre z et se notent 


z=Rez, y=Imz. (2) 


On appelle module du nombre complexe z le nombre non négatif 


| 

21 = 1(Re:)?+ (Im 2) =Vr+y>0. (3) 

On appelle conjugué z du nombre (1) le nombre complexe 
| z=2z+i(—y) = 7 — iù. (4) 

Ainsi, 
Rez:—Rez, Imz——Imz (5) 
et 

Iz1= 121 (6) 


On définit dans l’ensemble des nombres complexes la relation 
d'égalité de deux nombres ainsi que les opérations d’'addition, de 
soustraction, de multiplication et de division de la manière suivante: 

I. Soit 2, = 2, + iy, et 22 = Ze + iye. 

Alors 


2-2 Rez, = Rez,, Im z, — Im z.. 


En particulier, z:=0<Rez= 0, Imz=0. 
IT. SH 2e = (mn + 2e) + à (Yi Æ yo). 
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Il en résulte que 
Re (2, + 2) = Rez, + Re z 
et 
Im (2, +2) = Im, + Imz.. 


LIT. 22e =. (tiTe — Yiÿ2) + À (Ziÿ2 + Toÿ). TE 
Nous en déduisons en particulier une relation importante 


= (0+M1)(0+ü1)=(0—1)+i(0+0)=—14 (7 


Remarquons que la règle de multiplication III s'obtient de façon 
formelle par la multiplication des binômes zx, + iy, et ze + iÿa 
compte tenu de (7). : 

Il est aussi évident que pour z = x + iy et z = x — iy nous 
avons 


s5=|2|2=2+uy. 


JV, 2 = 25e (ire pava) Pi (roy; rh) 


213 + 


(2: £ 0). 


3) 2 2 4) (4)= (05#0); 
5) Rez=<1©, Im: 


$ 2. Plan complexe 


Considérons un plan rapporté aux coordonnées cartésiennes or- 
thogonales Oxy. A tout nombre complexe z = x + iy on peut faire 


Fig. 161 


correspondre un point du plan z (x, y) (fig. 161), cette correspondan- 
‘ce étant biunivoque. Le plan dans lequel est réalisée une telle corres- 
pondance s'appelle plan complexe, et au lieu des nombres complexes 
on parle des points du plan complexe. 

Les nombres réels sont situés sur l'axe Ox: z = x + Oi = zx; 
de ce fait il s'appelle axe réel. Sur l’axe Oy se situent les nombres 
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imaginaires purs z2—0+iy = iy, d'où le nom d’axre 
imaginaire qu'on lui donne. 

Remarquons que r — |2 | représente la distance du point z 
à l'origine des coordonnées. 


— 

A chaque point z est associé son rayon vecteur Oz; 

l'angle que fait le rayon vecteur du point z avec l’axe Ox s'appelle 

argument @ = Arg z de ce point. Ici, —oo << Arg z<< +00. L'argument 

du point zéro z = 0 est arbitraire. La valeur de Arg z la plus petite 
en module s'appelle valeur principale et se note arg 2: 


HN <arg 2< TN. (1) 
: Pour l’argument œ on a (fig. 161) 


x : y y 
cosp——, sinqg=—, tgp=—, (2) 
où r—Vr+y. 
Exemple. 1) arg 2 = 0; 2) arg (—1) = x; 3) agi. 


Le module r et l’argument œ d’un nombre complexe z peuvent 
être considérés (v. fig. 161) comme coordonnées polaires du point z. 
Dès lors on obtient 


ZT =rcosS®p, y = r sin . (3) 


Ainsi, on a une expressiontrigonométrique du nombre 
complexe 


z=zxz<+iy = rcos p + ir sin @ = r (cos p + à sin p), (4) 
où r={|2|, — Argz. 


Théorème 1.— Pour additionner deux nombres complexes, on 
fait la somme géométrique (selon la règle du parallélogramme) de 
leurs rayons vecteurs. 


En effet, si le nombre z, = x, + iy, correspond à un point 
de coordonnées (x,, y,), et le nombre z, = x, + iy. à un point de 
coordonnées (z;, y»), au nombre z, + z, correspond Île point (x, + 
+ Ze, Y1 + Ye). Les triangles rectangles hachurés de côtés x, et y, 
(fig. 162) étant égaux, le quadrilatère de sommets O, 2,, 2, + 22; 2e 
est un parallélogramme. Le rayon vecteur du point 2, + z, est 
donc la somme géométrique des rayons vecteurs des points z, et 2 
(cf. chap. XVIII, $ 2). 


— 
Corollaire. — Puisque |z | est la longueur du vecteur Oz, on a 
[21 + 22 IK 121 + 12 |. 


$ 4] THÉOREMES RELATIFS AU MODULE ET A L'ARGUMENT 313 


Théorème 2. — Pour la soustraction de deux nombres complexes on 
fait la différence de leurs rayons vecteurs. 


Puisque Z, — 23 — 2, + (—22), 2, — z, est égal à la deuxième 
diagonale du parallélogramme construit sur les vecteurs Oz et Oz” 


Fig. 162 Fig. 163 


(fig. 163), c'est-à-dire à la différence des rayons vecteurs des points 
z, et z. (cf. chap. XVIII, $ 3). 


Corollaire. — La distance de deux points z et z” est égale à 


op (z’, 2) = [2 — 2 |. 


$ 3. Théorèmes relatifs au module et à l’argument 


Théorème 1. — Le produit de deux nombres complexes a pour modu- 
le le produit des modules et pour argument la somme des arguments. 


En effet, si 
2, = r1 (COS p, + i sin q), Z2 = la (COS P2 + à Sin Pa), 
on a 


Z12e = rire (COS p, cos , — sin y, sin p.) + à (sin p, cos pa + 
+ cos pi Sinp2)] = rire (COS (p1 + pe) + é sin (1 + Pa)l. 
D'où 


| Z12e | = re = | l:|2 
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et 
ATS 2122 = Pr + Pe = ATZ Z1 + Arg 22, (1) 


où les valeurs des fonctions multivoques Arg intervenant aux pre- 
mier et second membres de l'égalité (1) doivent être choisies conve- 
nablement. Par la suite on ne devra pas oublier cette remarque. 


Corollaire. — La puissance entière positive d'un nombre complexe 
a pour module la même puissance du module de ce nombre et pour 


argument l'argument du nombre multiplié 
par l'exposant, c'est-à-dire que 
|: |= |2}", Argzt = n Argz 
(n étant un entier positif). 
La démonstration découle directement 
de l'examen du produit de facteurs égaux. 
Exemple. — Construire le point =’=iz. On a 
| l=léllzl= 12, 


Fig. 164 


Argz'—Argi:=arg itarg = +ars : 


Par suite, lorsque le vecteur Oz est multiplié par i, il tourne d'un angle 
droit en sens inverse des aiguilles d’une montre (fig. 164 


Théorème 2. — Le quotient de deux nombres complexes a pour 
module le quotient des modules de ces nombres et pour argument la 
différence des deux arguments. 


Soit 

Z = r, (cos p, + isinp,), 2: = r, (cos p, + à sin pe ) É 0. 
Puisque 

2 = r, (cos p; — isinp:) = r, | cos (—@2) + à sin (—p:)], 


on a en vertu du théorème 1 


e Ta COSPo+i Sin» Fo (cos Pa + à Sin 4) (COS Pa — À SIN Pa) 


=? [cos (pi — Pa) + à sin (pi—p2)]  (r2 € 0). 
D'où 
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$ 4. Extraction de racines d’un nombre complexe 
Soit 
2 = p (cos ÿ + i sin w), (1) 
où z = r (cos o + i sin œ). Alors, d’après le $ 3on a 


z = [p (cos + i sin Ÿ)]" = p” (cos n Ÿ + i sin n Y). (2) 
On en tire 


p'_=r,n =@p+2kn (k=0, +1, Æ2, ...). (3) 
Ainsi, 
p=yr=y |: 
et 
— Argn/ z— HAT _ argz+2rn 
Ÿ = Arg y = ne TE een 


Remarquons que par ÿ r on entend ici la valeur arithmétique de la 
racine. 


Ici, il suffit de prendre pour k les seules valeurs 4 = 0, 1,2,... 


.., n — À, car pour toutes les autres valeurs de on retrouve les 
mêmes valeurs de la racine. 


Par suite, on a finalement 


_ — arg 2 2: arg = 25 
VE = 7/11 (cos EE + isin EEE) (k=0, 1, 2,... 


.….,N—1). (4) 


De la formule (4) il résulte que la racine n-ième de tout nombre 
complexe 20 a exactement nr valeurs. 


Exemple. —Calculer W—ÿ —1+i. Puisque 


5 3% ,.. 37 
—1+is V2 (cos Hi sin +) , 


la formule (4) donne 
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5 [1 
=} "2 (cos + a+1sin _ à ) : 


.. 19 
—ÿ2 (cos 25 n+i sin _ a) : 


Les points W,, W,, W, sont des points équidistants situés sur la circonférence 
derayon y 2 (fig. 165). 


$ 5. Notion de fonction d'une variable complexe 


Soient donnés deux plans complexes Ozxy (plan z) et O’uv (plan w). 


Définition. — Si à tout point 2€ E (E est un ensemble des points 
du plan z) correspond, suivant une certaine loi f, un point unique w€E” 
(£” est un ensemble des points du plan w), on dit que w est fonction 
(univoque) de 2: 

w = f (2) (1) 
dont le domaine de définition est E et dont les valeurs appartiennent 
à E” (fig. 166). 


Si l'ensemble des valeurs de la fonction f (z) représente tout 
l'ensemble E”, celui-ci s'appelle ensemble des valeurs de la 
fonction f (z). On écrit dans ce cas 


E' = f(E). (2) 
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Les ensembles E et E” peuvent être représentés sur un même plan 
complexe. 

Ainsi, toute fonction complexe réalise une application (univoque) 
d'un ensemble dans un autre. Grâce à cette propriété, les fonctions 


Fig. 166 


complexes sont largement utilisées en hydrodynamique et aérodyna- 
mique, où elles permettent de décrire commodément l’e histoire » du 
mouvement d’un volume de fluide. 

La branche des mathématiques qui étudie les propriétés des 
fonctions complexes porte le nom de théorie des fonctions d’une varia- 
ble complexe. 


Exemple. — Quelle est l’image du secteur E 


14 


0 <'arg =: < Gr» 0O<Is|<i 


Fis. 167 


(fig. 167, a) par l'application w = =? 
On a 


argw=2argz<r 
et 
[w|=]231<1. 
L'image E” est donc un demi-disque (fig. 167, b). 
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EXERCICES 


LE ni au 
7 (y3—i5 


2. Construire les domaines suivants 
a) 0O<Rez<1; b) Imz > 2; 


c) 0 <arg: < +; d)1z21<1. 


3. Soit un carré de sommets 0, 4, 1 + i, i dans le plan z. Quelle sera 
son image par l'application w = 22? 


1. Calculer 


CHAPITRE XVII 


DÉTERMINANTS 


$ 1. Déterminants du Second ordre 


On appelle déterminant du second ordre l'expression 


= 4jbs — ad: (1} 


(v. aussi chap. I, $ 5). 

Les nombres a,, b,, a, b. s'appellent éléments du déterminant ; 
ils forment deux lignes et deux colonnes. Dans ce qui suit nous sup- 
poserons partout que les quantités considérées sont réelles. 

La formule (1) donne la règle de « développement » (de calcul) 
d'un déterminant du second ordre, à savoir: Le déterminant du second 
ordre est égal à la différence des produits de ses éléments des première et 
deuxième diagonales (des diagonales descendante et montante). 

Les déterminants du second ordre permettent de résoudre commo- 
dément les systèmes de deux équations linéaires à deux inconnues: 


aiTr+biy—0ci,] 


G2T + day = C2. | S 


Un tel système linéaire dont les termes constants sont aux se- 
conds membres sera appelé, pour préciser les idées, système standard. 

Par solution du système (2) on entend tout couple de nombres 
(x, y) qui transforme ce système en une identité. Si un tel couple est 
unique, la solution du système est diteunique. On introduit de 
même la en desolution d'un système à n inconnues (nr — 
— 1,2: 9, <:2) 

Pour trouver les solutions du système (2), appliquons la mé- 
thode d'élimination. En multipliant la première équa- 
tion du système (2) par b,, la deuxième équation par —b, et en les 
additionnant, on aura 


(aide — @2d3) T = C1d2 — Cdi. (3) 


D'une manière analogue, en multipliant la première équation 
du système (2) par —a,, la deuxième par a, et en les additionnant, 
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on obtiendra 


(aida — Gob1) Y = Q1C2 — GoCye (4) 
Introduisons le déterminant du système 
&i b, 
LÔE: G> 02|? 


et les déterminants auxiliaires 
C1 Ds 
C, bd. |? 
Remarquons que les déterminants D. et D, s'obtiennent à partir du 
déterminant du système D, si l’on remplace les coefficients de l’in- 


connue indiquée par les termes constants correspondants. 
Les équations (3) et (4) deviennent 


di Ci 


D, = 


H — 


A2 Col 


Dr =D,, Dy = D,. (5) 

Si D 0, il en résulte que le système (2) a une solution unique 
D, D 

== (6) 


(formules de Cramer) ; on peut vérifier par substitution directe que le 
système de nombres (6) est solution du système (2). 

Remarque. — Si le déterminant D = 0, cela signifie que le 
système (2) n’admet aucune solution (c'est-à-dire est incompatible) 
ou au contraire possède une infinité de solutions (c'est-à-dire est 
indéterminé). 


Exemple. — Résoudre le système 
7z—6y — 5, } 


8z—1y=—10. 
On a 
p=|, : = — 49 + 48 mm — 1 
=|8 717 
5 —6 
D: 10 [= —35 -60= —95, 


LS 7 9 = 20 — 
Dy=|g [= —70—40= —110. 


D'où, en appliquant les formules de Cramer, on obtient 


ont 
Dy _ —110 


Géométriquement, la solution (95; 110) représente le point d’intersection 
des droites (7). 
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$ 2. Système de deux équations homogènes à trois inconnues 
Considérons un système homogène 
aix + biy + cz = 0, 
27 + boy + c22 = 0. @) 
Ce système est toujours compatible car il admet évidemment une 
solution nulle zx = 0, y = 0, z = 0. Il est pourtant intéressant de 


trouver des solutions non nulles (zx, y, z) du système (1). Soit 
par exemple z 0. Le système (1) peut se mettre alors sous la forme 


Dp=|" | O, 
&> D 
on obtient 
zr __ — Ci di] 14 | cs 3 
Disc) Dibel (8) 
ÿ, - 1 Ov ral) 1 | Ci (&) 
z Da, —c;]  DÎa © 


Introduisons une matrice appelée matrice de coefficients du 
système (1) 
ay bi ci 


. (5) 


Les déterminants du second ordre D,, D, et D, que l’on obtient 
à partir de la matrice (4) en supprimant la colonne correspondante 
s'appellent mineurs de cette matrice. Ainsi, nous avons 


> Da Co 


&y C4 ai db, 


cb = D. 


, 2 — (] 3— 


b, c: > Co 


En utilisant ces notations, on peut écrire les équations (3) et (4) 
sous la forme suivante 


21—0131 
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D'où 
Die =D D: (6) 


Les égalités (6) sont certes valables aussi pour la solution nulle. 
On peut donc énoncer la règle suivante: les inconnues d'un systè- 
me homogène (1) sont proportionnelles aux mineurs correspondants de 
sa matrice de coefficients, pris avec des signes appropriés. 
En désignant par t le coefficient de proportionnalité pour les 


rapports (6), nous obtenons un système complet de solution du sys- 
teme (1) 


z= Dit, y= — Dot, 2 = Dit (—oo <t << + oo). (7) 


Lors de l'établissement des formules (7) nous avons supposé que 
D = D; 0. Pourtant, il n'est pas difficile de se convaincre que 
les formules (7) restent valables si l’un quelconque (au moins 
un) des mineurs D,, D,, D; est non nul. 

Remarque. — Dans le cas où tous les mineurs D,, D, et D, sont 
nuls, le système exige une étude spéciale. 


Exemple. — Résoudre le système 


z—2y+3z=0, 
4x +5y—6:= 0. (8) 


Composons la matrice de coefficients 


ri 
 s 


5 A 
, , [F2 15= 3. 


et trouvons ses mineurs 


1 3 
D:= = —6—12— — 18, 
L 4 . 

4 —2 
D,=|, " F 


Suivant la formule (7) le système complet de solutions du système (8) 
est de la forme 


z= —3t, y—= +18, z= A3, 
OÙ —00 << t << +00 


La solution non nulle la plus simple du système (1), obtenue pour f = 1, 
est z = —3, y = 18, z — 13. 
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$S 3. Déterminants du troisième ordre 


Définition 1. — Par déterminant du troisième ordre on 
entend l'expression 


a bc 


Az Co 


D =—|a, b, © |= a; Ci 


| (1) 


ed 
ba C3 G3 C3 as Ds 


az O3 Ca 


Les nombres a;, b;, c; (i = 1, 2, 3) s'appellent les éléments du dé- 
terminant ; ils forment trois lignes et trois colonnes du 
déterminant. 

En développant les déterminants du second ordre (mineurs) de la 
formule (1) et en groupant les termes de même signe, nous constatons 
que le déterminant du troisième ordre représente une somme de six 
termes 


D = abscz + aobsCi + GsbiCe — @1b3Ce — 2013 — asbaca, (2) 
dont trois sont pris avec le signe + et trois autres avec le signe —. 
Exemple. — Calculer 


1 2 3 
D=|2 3 4 (3) 
3 4 5 
En appliquant la formule (1), on obtient 
pile 2, its eico-2 ca+stn=0 
4 5 3 5 3 4 Ré 


Nous indiquerons plus loin des procédés plus simples de calcul des déter- 
minants du troisième ordre. 


Définition 2. — On appelle mineur associé à un élément d’un 
déterminant du troisième ordre le déterminant du second ordre obtenu 
à partir du déterminant donné en supprimant la ligne et la colonne de 
l'élément considéré. 

Par exemple, le mineur de l'élément 2 se trouvant dans la deuxiè- 


me ligne et la première colonne du déterminant (3) est constitué 
par le déterminant 


M = 


2 3 ) 
45 

Dans ce qui suit, nous dirons pour abréger qu’un élément d’un 
déterminant du troisième ordre occupe une place paire si la somme 
des numéros de sa ligne et de sa colonne est un nombre pair, et une 
place impaire si cette somme est un nombre impair. 


1% 
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Définition 3. — On appelle cofacteur (ou complément algé- 
brique) d'un élément dans un déterminant du troisième ordre le mineur 
associé à cet élément, pris avec Le signe + si cet élément occupe une place 
paire et avec le signe — si sa place est impaire. 


Ainsi, si M est le mineur de l'élément se trouvant à 1 intersection 
de la i-ième ligne et de la j-ième colonne, le cofacteur de cet élément 
est 

A — (—1)+ M. 
Par exemple, le cofacteur de l'élément c, se retrouvant à l’intersec- 
tion de la deuxième ligne et de la troisième colonne du déterminant (1) 
a pour expression 


C>=(—1)?*S | mu 


ai db 
as ds 


a; Ds 


Les signes correspondants dont sont affectés dans ce cas les 
mineurs des éléments du déterminant peuvent être rassemblés dans 
le tableau ci-dessous 


Nous conviendrons de désigner par la suite les cofacteurs des 
éléments du déterminant à éléments littéraux par des lettres majus- 


cules correspondantes. 


Théorème de développement.— La valeur du determinant du 
troisième ordre est égale à la somme des produits des éléments d’une 
rangée quelconque par leurs cofacteurs (on entend par rangée une 
ligne ouunecolonne) 


Ainsi, on a pour le déterminant (1) six développements suivants: 
D = a;A; +biBi+cC:, | 


D = a24; +b2B3+ ca (4) 
D=a;A;+b3B3+ cs 

et 
D = a;A; + 42 + a343, 
D=b,B;+06B,+16,Bs, | (5) 
D = cils + coC2 + caCs. 
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Il est facile de vérifier que les formules (4) et (5) sont équivalen- 
tes et donnent la même expression (2) prise pour celle de définition. 


Remarque. — A l'aide des formules de la forme (4) ou (5) on peut introduire 
par récurrence les déterminants d'ordre supérieur. 


$ 4. Propriétés essentielles des déterminants 


Enonçant ces propriétés, nous n’indiquerons pas l'ordre du déter- 
minant parce qu'elles sont valables pour les déterminants de tout 
ordre. 

I. (Equivalence des lignes et des colonnes). La valeur du détermi- 
nant ne change pas lorsque toutes ses lignes sont remplacées par des 
colonnes correspondantes, c’est-à-dire que 


&! b, Ca &: Œs aa 
d> Ds C>|—=|01 bs bs|. (1) 
as b3 C3 Ci Co C3 


En effet, en développant le premier déterminant suivant les 
éléments de la première ligne, et le deuxième déterminant, suivant 
les éléments de la première colonne, on obtient d'après le théorème 
de développement ($ 3) un seul et même résultat. 


IT. Si l’on intervertit les termes de deux lignes ou de deux colonnes, 
le déterminant prend une valeur opposée. 


Soit par exemple le déterminant 
a dc; 
D=|a; b: c|. (2) 
a Ds C3 


En intervertissant dans ce déterminant les première et deuxième li- 
gnes par exemple, on obtient le déterminant 


d> Ds Co 
D — ad: b, Ca |. (2) 

az D Ca 
En développant le déterminant D suivant les éléments de la 
deuxième ligne et en tenant compte du fait que l'échange de deux 


lignes entraîne le changement de la parité des places de ces éléments, 
on aura 


D = € (—À;) + 0, (—B:) + ca (—Ci) = — D. 


On obtient le même résultat aussi dans les autres cas. 
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Corollaire 1. — Si dans un déterminant les éléments d’une ligne (ou 
d'une colonne) sont respectivement égaux à ceux d’une autre ligne (ou 
d'une autre colonne), ce déterminant est nul. 


En effet, soit par exemple 
abc 
D=|a b «|. 
as b3 C3 


En échangeant dans ce déterminant les première et deuxième 
lignes, on obtient suivant le théorème le déterminant —D. Or, il 
est évident que cette opération ne change pas le déterminant D; 
par suite —D = D et donc D = 0. 


Corollaire 2. — La somme des produits de l'élément d’une ligne 
(ou d'une colonne) d’un déterminant par le cofacteur de l'élément corres- 
pondant d'une autre ligne (ou d’une autre colonne) est nulle, c ‘est-à- 
dire que pour le déterminant (2)on a 


aiA2 + biB2+ ciC2=0, | G) 
diA3+01B3+ciC3—=0 
etc., ainsi que 
a1B;+a:B;+a:B;=0, @) 
&iCi + a2C2 + a3C3 = 0 


etc. (en tout, on peut écrire douze relations de ce type). 

Les premiers membres de toutes les relations (3) et (4) représen- 
tent les développements des déterminants du troisième ordre corres- 
pondants qui ont deux lignes (ou deux colonnes) égales, et sont donc 
nuls. Par exemple, 


da bc; 
diA2+biB2 + ciC2=|ai bi ci|— 
A3 b3 C3 
(ici, le développement est à effectuer suivant les éléments de la deu- 
xième ligne ). 
III. On peut faire sortir du signe de déterminant le facteur commun 


des termes d'une ligne (ou d'une colonne): 
ka, kb, kc, a be 
ds 2 Co | = k|a2 bo Cl, 
az Ds C3 az Os Cs 


etc. 
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Cette propriété découle directement du développement du déter- 
minant suivant les éléments de la ligne (ou de la colonne) corres- 
pondante. 


Corollaire 1. — Si tous les éléments d’une ligne (ou d’une colonne) 
quelconque d'un déterminant sont nuls, le déterminant est nul. 


Corollaire 2. — Si les éléments d'une ligne (ou d'une colonne) 
d'un déterminant sont proportionnels aux éléments d'une autre ligne 
(ou d’une autre colonne), le déterminant est nul. 


Par exemple, on a 


& bd a bc, 
ka, kb, ke, ="} a; b, Ci = 0, 
dz Ds Cs Gas b3 C3 


etc. 


IV. Si, dans un déterminant, les éléments d'une ligne ou d'une 
colonne sont tous la somme de deux termes, le déterminant lui-même peut 
être décomposé en somme de deux déterminants correspondants. 


Par exemple, on a 


it ai Dit: cit 
da b, €, |—=(ai +) Ai + (01 + Bi) Bi + 


az b, C3 


+ (Ca + Ya) Ca = (aid + dbiBi+ cs) + (mids + BiBs + YaiC 1) = 


CRIE Œ; Bs Yi 
—|@z be Co|+|a be c|, 
G3 O3 Ca az D3 C3 


etc. 


Corollaire. — La valeur du déterminant ne change pas si on ajoute 
(ou retranche) aux éléments d'une ligne ou d'une colonne quelconque 
des nombres proportionnels aux éléments d'une autre ligne ou d’une 
autre colonne avec le même coefficient de proportionnalité (atrans- 
formations élémentaires du déterminant»). 


En effet, soit 
ai bi ci 
D=|a b, |. 
as Ds Cs 


328 DETERMINANTS [CH. XVII 


Considérons par exemple les déterminants 


ay + Â@ b, + kb, Ci + kc: 


D — Go b, Co 
as b; C3 
En utilisant les propriétés IV et III, on aura 
a bi cs G2 D Co 
D=|a b3 cl + kl@ b cl=D+k.0—D, 
az ds Cs as b3 Ca 


Les transformations élémentaires donnent un procédé commode 
pour le calcul des déterminants. 


Exemple. — Calculer le déterminant symétrique 
1 2 3 
2 1 2 
3 2 1 


En retranchant la première ligne multipliée par deux de la deuxième ligne, 
et la première ligne multipliée par trois de la troisième ligne, on obtient 


D = 


1 2 3 _3 —4 
D=|0 —3 —4% =1.| 4 8 = 24— 16:28. 
0 —4 —8 


$ 5. Système de trois équations linéaires 
Considérons un système linéaire standard de trois équations 
QT + biy + 12 = à, 
a3t + bay + cat = da, (1) 
ast + bay + cs = ds, 


dont les termes constants sont aux seconds membres. Par solution 
du système on entend tout triplet (x, y, z) qui vérifie ce système. 
Introduisons le déterminant du système 


ai bic 


D = Ge Do Co 


(2) 


az Os C3 
ainsi que les déterminants auxiliaires 
di db cs & di Ci CARET 
D = |d} bz cols Dy=|@ di Cole D, =|@ b2 |. (3) 
ds b3 C3 as ds C3 G3 Vs ds 
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En multipliant successivement les équations du système (1) par 
les cofacteurs À,, 4,, À: des éléments correspondants a;, &, üs 
de la première colonne du déterminant D, on obtient 


(GA, + a As + 03 43)z + (b141 + boÂo + bsA43s)y + 
+ (Ai + Code + Cs43)2 = did; + doÂa + ds43. (4) 


D'où, en appliquant le théorème de développement ($ 3) et le 
corollaire 2 de la propriété II, on aura 


Dz + 0:y +0:-z = D, 
et donc 
Dz = D... (5) 


D'une manière analogue, en utilisant les cofacteurs associés aux 
éléments des deuxième et troisième colonnes du déterminant D, on 
trouvera 

Dy =D,, Dz= D,. (5”} 

Si le déterminant du système D + 0, on tire des équations (5) 

et (5°) la solution unique du système (1): 


Dx Dy us - 1) (6) 


TD » FT Ds D * 


On en déduit la règle de Cramer: Les inconnues d'un système linéaire 
standard (1) à déterminant non nul sont des fractions dont le dénomina- 
teur est le déterminant du système et les numérateurs sont égaux aux 
déterminants auxiliaires correspondants. 

Remarque. — Si le déterminant du système D = O0, cela signifie 
que le système (1) est incompatible ou possède une infinité de solu- 
tions. 

Exemple. — Soit à résoudre le système 
z+2y+3:=1, 
2z+3y+z=0, 
3z+y+2:=0. 

On a 


3 


En retranchant la première colonne multipliée par deux de la deuxième 
colonne, et la première colonne multipliée par trois de la troisième colonne, on 


1) Au fait, nous avons démontré que, si la solution du système (1) existe, 
elle s'exprime par les formules (6). On peut s'assurer aisément par substitution 
directe que pour D 0 les formules (6) donnent la solution du système (1). 
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obtient 


1 0 0 s 
D=12 —1 —5|=1| [= T—25= 18 + 0. 
3 —5 —7 
Pour les déterminants auxiliaires on trouve les valeurs suivantes: 
14 2 3 
3 1 
0 1 2 
141 1 3 ) 1 
Dy=|2 0 1 =-1|; 2[=— 1 
3 0 2 
1 2 1 
D,=|2 3 0 =1-| [= —7. 
3 1 0 


En appliquant la règle de Cramer, on trouve la solution du système: 
5 1 7 


48 7148 ‘148 


$ 6. Système homogène de trois équations linéaires 
Considérons le système linéaire 
dit + bay + c3z — 0, 
a2x + boy + cz = 0, (1) 
a3t + b3y + c3z = 0, 
dont les termes constants sont nuls. Un tel système est dit homogène. 
Le système linéaire homogène (1) admet évidemment une solu- 
tion nulle z = 0, y = 0,z = 0, il est donc toujours compatible. 


Il est intéressant d'étudier les cas où le système homogène possède 
des solutions non nulles. 


Théorème. — Un système homogène de trois équations linéaires 
à trois inconnues possède des solutions non nulles si, et seulement si, 
son déterminant est nul, c’est-à-dire si 


a bi ci 
D=|a, b: c2|=0. (2) 

as Ds Cs 
Démonstration. — Supposons que le système (4) ait une solu- 
tion non nulle (x;, y, z,). Si son déterminant D 0, alors d’après les 


formules de Cramer le système (1) ne possède que la solution nulle, 
re qui est contraire à l’hypothèse. Par suite, D — 0 
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Soit D = 0. Dans ce cas, le système (1) est incompatible ou possè- 
de une infinité de solutions. Or, notre système est compatible, parce 
qu’il a une solution nulle. Par suite, le système (1) admet une infi- 
nité de solutions, y compris des solutions non nulles. 


Remarque. — Indiquons un procédé qui permet de rechercher les solu- 
tions non nulles du système (1) dans le cas typique. 

Soit le déterminant du système D — 0. Supposons que tout mineur du 
second ordre de D n’est pas nul. 

Nous admettrons que 


ay Li 
a lb, 


Cs= # 0 (3) 


(on peut y arriver toujours par permutation des équations et changement de la 
numération des inconnues). 

Considérons le sous-système formé par les deux premières équations du 
système (1): 


aiz+biy+c;z=0, 


Gax + bay + C:5 = 0. (4) 
D'après le $ 2, les solutions de ce système sont de la forme 
TZ —= Ast, y —= Bat, D — Cat (5) 


(— 00 << t << +0), où A3, B3, C4; sont des cofacteurs correspondants. En por- 
tant ces nombres dans la troisième équation, encore non utilisée, du système 
(1) et en tenant compte de ce que le déterminant D = 0, on obtient 


at + bay + Cac — (asA ; + bsBs _ CaC 3) t= Dit 0. 


Par suite, les formules (5), où £ est quelconque, donnent toutes les solutions 
du système a (1). 

Géométriquement, les équations du système (1) sont celles de trois plans, 
dans l’espace Oxyz (v. plus loin chap. XIX, $ 2). Si: 1) le déterminant D & 0, 
ces plans se coupent en un seul point © (0, 0, 0); 2) le déterminant D = 0, 
mais ses mineurs du second ordre ne sont pas tous nuls, ces plans se coupent 
dans notre cas suivant une droite (tout comme les « feuilles d’un livre »). Nous 
laissons de côté le cas où les trois plans sont confondus. 


$ 7. Système d'équations linéaires à plusieurs inconnues. 
Méthode de Gauss 


j Considérons le système de 7 équations linéaires à n inconnues 


Aya Fapeto he. + dinTn =, nai 


Ga1T1 Foto +... + GenTn =», n4t (1) 


Ani1T1 + Anete + .. + AnnTn — On, n+1l° 


Ici, les coefficients du système sont affectés d’un double indice: à savoir, le 
coefficient a;; a pou premier indice i le numéro de l'équation et pour deuxième, 
j, le numéro de l'inconnue. Pour la commodité des calculs, les termes constants 
sont désignés par a;.n+1 (t = 1, 2, ..., n). 

La méthode la plus simple permettant de résoudre le système (1) est la 
méthode des éliminations successives. Nous allons la 
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décrire sous la forme du schéma de Gauss (qu'on appelle généralement 
méthode de Gauss). 

Soit, pour fixer les idées, a, # 0 le coefficient dominant. 
En Le ous les termes de la première équation par a,,,0nauraune équa- 
tion r uite 


T1 F Oate Fos À intn = Ci. n+1r (2) 
où 
1j 
EE G=1, 2,...,n<+t1), (3) 


Considérons la i-ième équation du système (1): 
Gy1ts À Gite Too Ÿ Gintn = Gi, nh1- (4) 


Pour faire disparaître x, dans cette équation, multiplions l'équation réduite (2) 
par a, et soustrayons l'équation obtenue de l'équation (4). On aura 


aiprst...+arn= ans (5) 
où 
a = aj—apes  G=2, 3,..., n+1). (6) 


On obtient ainsi un système plus court 
ae aan = dun, 


ee + e + . (7) 
az + se +abz, = aus TT 
dont les coefficients sont donnés par les formules (6). 

Si son coefficient dominant a!!°-£0, alors en appliquant 
le procédé indiqué plus haut, on peut exclure z, du système (7), si bien que les 
nouveaux coefficients seront calculés à l’aide des formules de la forme (6), etc. 
FU D ee pRe marchedirecte de la méthode 
de auss. 

Pour déterminer les inconnues z;,, za, . .., zh, Considérons les équations 
réduites 


Ty Cyoto + . + AinTn= dr, n+1? 
1 | 
Tate. .+a$rn = an 


(8) 
9 2 #8 ee ee ee ee ee ee + ee ee e 
= atn-1) 
Indy n+1° 
D'où on trouve successivement les inconnues (marche arrière) 
— n{n=i 
m=emr), 
— atn-2) (n-2) 
Tr nt n417 ni, n7n (9) 
9 + ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee + ee » e e e 6e L 1 e e L 2 LL] | 
T= C1, n+1— CinTn — ...— x, n-12n-1— 0. AyoTe. 


Remarquons que les opérations (9) s'effectuent sans procéder à une division. 

Si, lors des calculs, un coefficient dominant se trouve égal à zéro, il convient 
de permuter convenablement les équations du système. Il se peut certes que le 
système (1) soit incompatible. Dans un tel cas, la méthode de Gauss est évi- 
demment irréalisable. 
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Exemple. — Résoudre par la méthode de Gauss le système 
27, — Its + 47s — 20, 
Br; H4to— 273 = — 11, (10) 
AT; + 2To + 3z3 = 9. 


Composons le tableau des coefficients du système (10), en considérant ses 
termes constants comme coefficients de z° = 1: 


La dernière colonne Z contient les sommes des éléments des lignes corres- 
pondantes du tableau; elle sert à contrôler les calculs. 

En prenant le coefficient 2 marqué pour dominant et en divisant par ce 
coefficient tous les éléments de la premiere ligne du tableau (y compris ceux 
qui figurent dans la colonne Z), on obtient les coefficients de la première équa- 
tion réduite (v. tableau). Le contrôle courant des calculs consiste à s'assurer 
he l'élément de la colonne Z est égal à la somme de tous les autres éléments 

e cette ligne. Ceci termine le remplissage de la section I du tableau. 

Puis, en se servant de la formule (6), on calcule les coefficients du système 
qui ne comporte plus l’inconnue x;,. Par raison de dde la ligne contenant 
les coefficients de l'équation réduite sera dite réduite, et la colonne con- 
tenant le coefficient dominant d'une section sera appelée colonne domi- 
nante. Alors, en partant de la formule (6) on peut énoncer la règle suivante: 
le coefficient transformé du schéma de Gauss est égal à la différence entre Le coeffi- 
client initial et Le produit de ses « projections » sur la ligne réduite et la colonne domi- 
nante correspondantes. 
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En nous guidant de cette règle, remplissons la section II du tableau, y com- 
ris la colonne de contrôle. Pour la commodité des calculs, nous prendrons 
‘élément 8 pour coefficient dominant de la section II (v. tableau). 

En procédant de la même façon, on remplit la section III du tableau. Ceci 

termine la marche directe du schéma de Gauss. 

Les inconnues zs, 2 et z, se déterminent successivement à partir des équa- 

tions réduites 
Ta — 3, 
Ta — 0,625r3 = —3,875 
T1 — 1,5z2 + 2rs = 40. 
D'où 
Ta — 3; 
Za = —3,875 + 0,625-3 — —2, 
z= 10 — 2-3 + 1,5-(—2) = 1 


(marche arrière). Les résultats de la marche arrière sont consignés 
dans la section IV du tableau. 

Remarquons que, si on prend pour termes constants les éléments de Ja 
colonne £, on obtient pour les inconnues les valeurs z3 = 4, ze — —1, z, = 2 
qui sont supérieures d’une unité aux valeurs des inconnues zs, r2, z,- Cette 
circonstance permet le contrôle final des calculs. 


EX ERCICES 
1. Calculer les déterminants du second ordre suivants: 
— 7 6 cosœ —sina 
a) 8 —7l b) sin cos a |” 


2. Résoudre à l’aide de déterminants le système 
z+0,9y = 1, } 


1,1r+y= —2. 
3. Trouver les solutions du système 
T + y = 1, 
2r+ 2y = 


(« paramètre). 
4. Trouver le point d’intersection des droites 


Oz + ay= À, 
z—9y= —3 
(x paramètre). 
5. Résoudre le système 
z—3y+5z=0, 


71z—9y —11:—-0. 


M une solution entière non nulle quelconque de ce système. 
. Calculer les déterminants du troisième ordre suivants: 


0 1 2 1 2 3 z 2 
a) [—1 O0 3; b) |1 4 91; oc) [1 27 3x1. 
23. 0 1 8 27 0 2 6 
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7. Résoudre l'équation 

z—1 1 1 
14  r—1 | 
1 1  r—1 

8. Résoudre à l’aide de déterminants le système 


—17+3y+5:=1, 


= (0. 


3z | y + 3z= 2, 
Ox + 3y— = —3. 
9. Résoudre le système 


z+2y+3:=0, 
st in0.| 
:=0 


10. Résoudre le système 


(« paramètre). 
11. Résoudre par la méthode de Gauss le système 
T1 2re + rs + 4ra = —10, 
27, +3ro + 4ra —5r4 = —8, 
Ty + 47e — 573 —61, = 4, 
Ty — 91e — 673 — 7174 = 24. 
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ÉLÉMENTS D’ALGÈBRE VECTORIELLE 


$ 1. Scalaires et vecteurs 


Une grandeur qui est complètement caractérisée par sa valeur 
numérique dans un système d'unités choisi s'appelle une grandeur 
scalaire, ou plus simplement un scalaire. Tels sont par exemple la 
masse et le volume d’un corps, la température d’un milieu, etc. Un 
scalaire est déterminé par un nombre qui peut être positif ou 
négatif ou nul. 

Une grandeur qui, en plus de sa valeur quantitative, est caractéri- 
sée par sa direction etsonsens s'appelle une grandeur vec- 


B 


Fig. 168 


torielle ou un vecteur. Tels sont par exemple la force, le dépla- 
cement, la vitesse, etc. Un vecteur est déterminé par un nombre, une 
direction et un sens. 

Dans les ouvrages mathématiques russes, les vecteurs sont géné- 
ralement désignés par des lettres en caractères gras, par exemple a. 
Géo métriquement, le vecteur est représenté par un segment orienté 


—})> 
dans l’espace (fig. 168) ; on utilise dans ce cas la désignation a = AB, 
où le point À est l’origine du segment et le point B, son extrémité. 
Pour plus de clarté, nous considérons par la suite les vecteurs comme 
des segments orientés. 

On appelle module (longueur ou grandeur) du vecteur a 


[al=a 
sa valeur numérique, abstraction faite de sa direction. (Il est naturel 


que le module d’un vecteur AB est désigné par | AB ). Le vecteur 0 
dont le module est nul est dit lui-même nul (la direction du vecteur 
nul est quelconque). 
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On dit que deux vecteurs a et b sont égaux s'ils sont portés par 
des droites parallèles ou confondues (parallélisme au sens large) et 
ont mème module et même sens. Nous conviendrons de ne pas distin- 
guer entre les vecteurs égaux et introduirons ainsi la notion de 
vecteur libre. En d'autres termes, l’origine d’un vecteur libre peut 
être transportée en tout point de l’espace à condition que la longueur 
et le sens du vecteur restent les mêmes. En particulier, les origines 
des vecteurs libres peuvent être amenées en un point commun. Dans 
ce qui suit nous exposerons la théorie des vecteurs 
libres dans l’espace à trois dimensions. 


$ 2. Addition des vecteurs 


Définition. — On appelle somme géométrique de plu- 
sieurs vecteurs, par exemple a, b, c, d (fig. 169), Le vecteur 


s=a+b+c+d, 


—> 

égal en grandeur et en direction à la résultante OM de la ligne polygo- 
nale de l'espace construite sur ces vec- 

teurs. 


Dans le cas de deux vecteurs a 
et b (fig. 170) leur somme est repré- 
sentée par la diagonale, partant de 
leur origine commune, du parallélo- 
gramme construit sur ces vecteurs (règle 
du parallélogramme). 

Puisque dans un triangle, la lon- Fig. 169 
eueur de l’un quelconque des côtés 


est plus petite que la somme des longueurs de deux autres côtés, 
la figure 170 donne 


[a+bI<lal+181!, 


c'est-à-dire que le module de la somme de deux vecteurs est au plus 
égal à la somme des modules de ces vecteurs. 

Dans le cas de trois vecteurs a, b, c (fig. 171), leur somme s est 

= 

égale à la diagonale OM du parallélépipède construit sur ces vecteurs 
(règle du parallélépipède). 

Il est facile de vérifier que l'addition vectorielle présente les 
propriétés suivantes: 

1) la propriété de commutativité 


at+b=b+a, 


c'est-à-dire que la somme vectorielle ne dépend pas de l’ordre des termes ; 
2) la propriété d’associativité 


a+(b+c)=(a+b)+c=atb+e, 


22—0181 
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c'est-à-dire que la somme de trois (et d'un plus grand nombre de vec- 
teurs) ne dépend pas de l'emplacement des parenthèses. 


—> 
Tout vecteur a — OA (fig. 172) admet un vecteur opposé —a = 


Fig. 171 


-€ a 
en 
À ul À 
Fig. 172 Fig. 173 


— OA’ ayant même longueur mais dirigé en sens inverse. En appli- 
quant la règle du parallélogramme, on a évidemment 
a+(—a)=0, 
où Oestlevecteur nul. 
II est facile de vérifier que 


a+0—a. 


$ 3. Différence de deux vecteurs 


On appelle différence géométrique des vecteurs a et b (fig. 173) 
un vecteur 
d—a—b, 
tel que 
b+d—=a. (1) 


Remarquons que dans le parallélogramme construit sur les 
vecteurs donnés a et b (fig. 170) leur différence est représentée par la 
deuxième diagonale convenablement orientée de ce parallélogramme. 


$ 4] MULTIPLICATION D'UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE 339 


Il est facile de vérifier la règle de soustraction suivante: 
a—b—at+(—b). 


$ 4. Multiplication d’un vecteur par un scalaire 


Définition. — Le produit d'un vecteur a par un 
scalaire k (fig. 174) est un vecteur 


b=—ka= ak, 


de longueur b — |k |a qui a: 1) même sens que a si k >0; 2) le 
sens contraire si k 0; 3) un sens indifférent si k = (0. 


ka (kc<D) a ka (450) 


. I n'est pas difficile de se convaincre que cette opération vecto- 
rielle jouit des propriétés suivantes : 


1) (k+ 1) a = ka + la: 
k (a + b) = ka + kb: 
2) k (La) = (ki) a: 
3) 1.a=a, (—1)a= —a, 0.a=0 


(k, ! sont des scalaires). 

Exemple. (a + b) + (a — b) = 2a. 

Si un vecteur non nul a est divisé par sa longueur a=|a [(c'est-à- 
dire multiplié par le scalaire =), on obtient un vecteur e de même 


sens que a et de longueur unité, que l’on appelle vecteur unitaire 
ou vectleur-unilté : 


e=— 


a 


On en déduit la formule standard pour un vecteur: 


a=ue. (1) 


De façon formelle, la formule (1) est aussi valable pour un vecteur 
nul a = 0, où a — 0 et e est un vecteur unitaire quelconque. 
22e 
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$ 3. Vecteurs colinéaires 


#hte e e e Ed . 
| Définition. — On dit que deux vecteurs a = OA et b = O'B 
(fig. 175) sont colinéaires s'ils sont parallèles au sens large 
(c'est-à-dire s'ils sont situés sur des droites pa- 

© rallèles ou sur une même droite). 
La direction d’un vecteur nul étant 


ô absolument arbitraire, on peut considérer 
que le vecteur nul est coli- 


e’ e * 
4 néaire atout vecteur. 
2° a Théorème. — Deux vecteurs non nuls a 
et b sont colinéaires si, et seulement si, ils 
2 sont proportionnels, c’est-à-dire si 


b— ka (1) 


(4 est un scalaire). 
Démonstration. — 1) Supposons que les vecteurs a et b (a 0, 
b =£ 0) soient colinéaires et e, e’ les vecteurs unitaires qu’ils portent. 
On a 


Fig. 175 


a — ae et b—be". (2) 

Il est évident que 
e=+e, (3) 
où le signe plus correspond aux vecteurs a et b de même sens et le 


signe moins, aux vecteurs a et b de sens opposé. 
Des formules (2) et (3) nous déduisons 


b=+be=+.(ae) = + a. 


Il en résulte la formule (1), où k = +b/a. 

2) Si l'égalité (1) est vérifiée, la colinéarité des vecteurs a et b 
découle immédiatement du sens de la multiplication des vecteurs 
par un scalaire ($ 4). 


$ 6. Vecteurs coplanaires 


Définition. — On dit que trois vecteurs a, betcsontcoplanai- 
res s'ils sont parallèles au sens large à un certain plan (c'est-à-dire 
s'ils sont parallèles à un plan ou sont situés dans ce plan). 


On peut dire aussi que les vecteurs a, b et c sont coplanaires si, 
et seulement si, après être ramenés à une origine commune ils se 
trouvent situés dans un même plan. 

_ De par la définition même, trois vecteurs dont l’un au moins 
est nul sont coplanaires. 
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Théorème. — Trois vecteurs non nuls a, b et c sont coplanaires 
si, et seulement si, l’un d'eux est une combinaison linéaire de deux 
autres, c’est-à-dire si par exemple 


c=— ka + Ib (1) 
(k, L scalaires). 
Démonstration. — 1) Supposons que les vecteurs a, b et c soient 


coplanaires, situés dans un plan P (fig. 176) et aient une origine 
commune © 


Supposons par ailleurs que ces vecteurs ne soient pas tous coli- 
néaires deux à deux, par exemple que les vecteurs a et à ne soient 


Fig. 176 


pas colinéaires. Alors, en décomposant le vecteur c en une somme des 
vecteurs ©, et c colinéaires respectivement aux vecteurs a et b, 
nous aurons suivant le $ 5 


c=c,+c,=ka+ lb, (2) 


où k et L sont des scalaires correspondants. 
Si les vecteurs a, b, c sont deux à deux colinéaires, on peut écrire 


c= ka = ka + 0b, (3) 
de sorte que la condition (4) est de nouveau satisfaite. 


—> — —> 

2) Réciproquement, si les vecteurs a = 04, b = OB et c = OC 
(fig. 176) satisfont à la condition (1), alors du sens des opérations 
vectorielles correspondantes il découle que le vecteur c est situé 
dans le plan contenant les vecteurs a et b, ce qui signifie que ces 
trois vecteurs sont coplanaires. 


Exemple. — Les vecteurs a, a + b, a — b sont coplanaires, car 


a=+ (a+b) ++ (a—b). 
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$ 7. Projection d’un vecteur sur un axe 


On appelle axe une droite orientée. Le sens de la droite est géné- 
ralement indiqué par une flèche. Le sens donné sera considéré comme 
sens positif, l’autre sera appelé sensnégatif. 


Définition 1. — On appelle projection d'un point 
A sur un aze | (fig. 177) le pied A de la perpendiculaire AA’ 
menée de ce point à cet axe. 


Ici, on entend par perpendiculaire AA” une droite quicoupe 
l'axe Z et forme avec lui un angle droit !). Ainsi, la projection À” 


Fig. 177 


est l'intersection de l'axe Z et du plan passant par le point À et 
perpendiculaire à cet axe. 


Définition 2. — On appelle composante d'un vecteur 


de 
a = AB sur un axe L (fig. 177) un vecteur 
—— 
a’ — A'B", 
dont l’origine A' est la projection de l'origine À du vecteur a sur l'axe 


Let dont l'extrémité B° est la projection de l'extrémité B de ce vecteur 
sur l'axe l. 


Définition 3. — On appelle projection d'un vecteur 
a sur un axe l un scalaire 


——> 
& = + |4"B"|, 


égal à la longueur (au module) de sa composante a’ sur l'axe L prise 
avec le signe plus si le sens de la composante est celui de l'axe L et avec 
le signe moins si la composante a le sens contraire. 


Si a = 0, on convient de poser & = (. 
Remarquons que si e est le vecteur unitaire porté par l’axe !, 
la composante a’ vérifie l'égalité 
a” = ae. (1) 


1) Rappelons que tous les êtres géométriques sont ici considérés dans l’es- 
pace à trois dimensions. 
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Théorème 1. — La projection d'un vecteur a sur un axe L est égale 
au produit du module a de ce vecteur par le cosinus de l'angle formé 
par la direction du vecteur et la direction de l'axe, c'est-à-dire: 


MX 
&; = a COS, p=(a, l). (2) 


—} 
Démonstration. — Le vecteur a — OA étant libre (fig. 178), 
on peut supposer que son origine © se situe sur l’axe L. 


b) 
Fig. 178 
1) Si l’angle @ formé par le vecteur a et l’axe L'est aigu C LP< 
— 
<5) , la composante a’ — OA’ du vecteur a a le sens de l'axe 
(fig. 178,a). Dans ce cason a 


— 
a = proja = + | 04° | = OÀ cos = a cos . 


2) Si l’angle œ entre le vecteur a et l’axe l'est obtus (5 <Lp< x) 


—> 
(fig. 178,b), le sens de la composante a’ = OA” du vecteur a est 
opposé à celui de l’axe Z. On a alors 


& =proj a = — YQ = — AO cos (rx —@) = + a cos p. 


Ainsi, le théorème est démontré. 

Corollaire 1. — La projection d’un vecteur sur un are est : 1) posi- 
tive, si l’angle fait par ce vecteur avec l'axe est aigu; 2) négative, si 
cet angle est obtus et 3) nulle si cet angle est droit. 


Corollaire 2. — Les projections des vecteurs égaux sur un même 
axe sont égales. 
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Théorème 2. — La projection sur un axe donné de la somme de 
plusieurs vecteurs est égale à la somme des projections de ces vecteurs sur 
cet axe. 


Démonstration. — Soit par exemple 
s—a+b<+ec, 


’ , ——> — — —— 
où (fig. 179)a — 0A, b=— AB et c=— BC et donc s— OC. 


Figs 179 


En désignant les projections des points O, 4, B, C sur l’axe 
par O0”, A’, B',C’ et en tenant compte du sens des composantes 
(v. fig. 179), on a 


| pe NAIL IA' BBC 
projss = + [0"C’| = +]0"A'|+]4"B"1—]B"CT|— 
— pro a + proj; b + prob C, (3) 


ce qu'il fallait démontrer. 


Corollaire. — La projection d'une ligne vectorielle fermée sur 
tout axe est nulle. 


Théorème 3. — La multiplication d'un vecteur par un scalaire est 
conservée dans une projection sur un axe, c'est-à-dire que 
proj, (ka) = k proj: a. (4) 


La formule (4) résulte immédiatement du théorème 1 et du sens 
de la multiplication d’un vecteur par un scalaire. 


Corollaire. — La projection d'une combinaison linéaire de vec- 
teurs est égale à la combinaison linéaire de projections de ces vecteurs, 
c’est-à-dire que 


proj (ka + kb) = k proj, a + k, proj: 6. 


Fe, | 
V1! 
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$ 8. Coordonnées cartésiennes orthogonales dans l’espace 


Soient (fig. 180) Oz, Oy, Oz trois axes perpendiculaires entre eux 
dans l’espace à trois dimensions (axes de coordonnées) partant d’un 
point commun O (origine des coordonnées) et formant un trièdre direct, 
c'est-à-dire orientés suivant la règle de la vis normale. En d’autres 
termes, un observateur placé sur 
l’axe Oz dans le sens de O vers z 
et regardant l'intérieur du trièdre 
voit Or à sa droite et Oy à sa 
gauche. Trois plans Oyz, Ozx et Oxy 
perpendiculaires l’un à l’autre et 
passant par des axes correspondants 
s'appellent plans de coordonnées ; ils 
divisent tout l'espace en huit 
octants. 

Tout point M de l’espace (fig. 
180) est caractérisé par son rayon 


Fig. 180 


vecteur r — OM dont l’origine est à l'origine des coordonnées © 
et l'extrémité au point donné M. 


Définition. — On appelle coordonnées cartésien- 
nes orthogonales (ou rectangulaires) x, y,z d’un point M 
les projections du rayon vecteur r de ce point sur les axes de coordonnées 
correspondants : 


ZL= Te Y = Ty 2 = ge (1) 


Par la suite, pour abréger l'exposé, nous appellerons les coordonnées 
cartésiennes rectangulaires tout simplement coordonnées 
rectangulaires. 

Un point M de coordonnées x, y, z est désigné par M (zx, y, 2); 
la première coordonnée s’appelle l’abscisse, la deuxième, l’ordonnée 
et la troisième, la cote du point M. 

Pour trouver ces coordonnées, menons par le point M trois plans 
MA, MB, MC perpendiculaires respectivement aux axes Oz, Oy, Oz 
(fig. 180). On obtient alors sur ces axes des segments orientés 


OA = zx, OB=y, OC=z2, (2) 
qui sont numériquement égaux aux coordonnées du point M. 
Le rayon vecteur r constitue la diagonale du parallélépipède II 


d'arêtes | x |, 1y |, 1z |, formé par les plans MA, MB, MC et les 
plans de coordonnées. On peut donc écrire 


VERTE. G 
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En désignant par &, B, y(0< «, B, y < x) les angles faits par 
le rayon vecteur r avec les axes de coordonnées, nous aurons 


z=rcosa, = rcosf, z—=r cos. (4) 


Les cos &«, cos B, cos y portent le nom de cosinus directeurs du 
rayon vecteur r. Compte tenu de (3), on tire de (4) 


costa + cost B+ cosy ++ +5 1, (5) 


c'est-à-dire que la somme des carrés des cosinus directeurs du rayon 
vecteur d'un point de l'espace est égale à 1. 

I1 résulte de la formule (4) que la coordonnée d’un point M est 
positive si l'angle fait par le rayon vecteur de ce point avec 
l'axe de coordonnées correspondant est aigu, et négative si 
cet angle est obtus. En particulier, dans le I-er octant dont les arêtes 
constituent les demi-axes positifs de coordonnées, toutes les coor- 
données des points sont positives. Dans les autres octants de l’es- 
pace, les coordonnées négatives des points seront celles qui corres- 
pondent aux arêtes de l’octant, orientées en sens négatif. 

Les dimensions | z |, | y |, | z | du parallélépipède II sont égales 
aux distances respectives du point M aux plans de coordonnées Oyz, 
Ozz, Oxy. Ainsi, Les coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point 
M de l’espace représentent les distances de ce point aux plans de coor- 
données, prises avec des signes correspondants. 

En particulier, si le point 4 (x, y, z) est situé sur le plan Oyz, 
alors z = 0, si sur le plan Ozx, y = 0 et si sur le plan Ozxy, z = 0 et 
inversement. 


$ 9. Longueur et direction d’un vecteur 


Soit a un vecteur donné dans l’espace Ozxyz. Les projections de ce 
vecteur sur les axes de. coordonnées: 


x —= Proj- a, dy —= projy a, Is — pros a (1) 
s'appellent les coordonnées du vecteur a; le vecteur sera noté dans 
ce cas: a — {a,, ay, a. }. 

Le vecteur a étant libre, on peut le considérer comme rayon 
vecteur du point M (a.,, a,, a.). On en déduit sa longueur 


jal=a-Vaitai + 2) 
c'est-à-dire que le module d'un vecteur est égal à la racine carrée de 
la somme des carrés de ses coordonnées. 

Les cosinus directeurs du vecteur a se déterminent à partir des 
équations 
dy = ACOSA, Ay = aCOS, a, = à COS Y, (3) 
et 
cos® a + cos“ B + cos? y = 1, (4) 


8 10] DISTANCE DE DEUX POINTS DE L'ESPACE 347 


c'est-à-dire que la somme des carrés des cosinus directeurs d’un vecteur 
est égale à l'unité. Les cosinus directeurs d’un vecteur non nul déter- 
minent univoquement sa direction et son sens. Par suite, un vecteur 
est entièrement caractérisé par ses coordonnées. 


Exemple. — Trouver la longueur et la direction du vecteur 


a—{1, 2, —2). 
On a 
a= VI +2+(—2) =3 
et 
__4x _1 Op. _4;_ 2 
cos a j: cos B— Roule cos = — 
D'où 
a—=arccos _ = 10°30), 
2 


B= arccos FR 48°10", 


Y=arccos ( +) Æ 131°50'. 
Ainsi, le vecteur a fait des angles aigus avec les axes de coordonnées Oz et Oy 
et un angle obtus avec l'axe Oz. 


$S 10. Distance de deux points de l’espace 


——— 
Soient M, (x, Y1, 21) l'origine du segment ! = M,M, et M, (x:, 
Ye, Z2) son extrémité. Les points M, et M, peuvent être donnés par 


Fig. 181 


leurs rayons vecteurs r, = {z:, Ya » A} et ro = {Ta Vos 20} (fig. 181). 
En considérant le vecteur L — MM. +, On déduit du triangle OM,M, 
l=r: rx (1) 


En projetant cette égalité vectorielle sur les axes de coordonnées 
et en tenant compte des propriétés des projections, on obtient 


lo = Zoe — 2, y = Ya — Y1 Le = 23 — 2. (2) 


348 ÊÉLEMENTS D'ALGEBRE VECTORIELLE [CH. XVIII 


Ainsi, Les projections d'un segment orienté sur les axes de coordonnées 
sont égales aux différences des coordonnées correspondantes de l’extré- 
mité et de l’origine de ce segment. 

De la formule (2) on tire l'expression pour lalongueur du 
segment (ou autrement dit, pour ladistance de deux 
points M, et M): 


I=VE+TE+E=V(n—-2)+(y—-y) +2). (3) 


Ainsi, la distance de deux points de l'espace est égale à la racine 
carrée de la somme des carrés des différences des coordonnées de même 
nom de ces points. 

Exemple. — Soit une fusée qui s’est déplacée du point Af, (40, —20, 0) 
au point M2(—30, —50, 40) suivant une trajectoire rectiligne . distances 
sont indiquées en kilomètres). Calculer le chemin Z parcouru par la fusée. 

En appliquant la formule (3), on obtient 


= VDO SO 20 GO OT — 
= y 1600 + 900 + 1600 — J/ 4100 = 64,4 km. 


Remarquons qu'en calculant les cosinus directeurs du vecteur déplace- 
ment /, il n’est pas difficile de déterminer la direction de mouvement de la 
fusée. 


$ 11. Opérations sur les vecteurs donnés par leurs coordonnées 


Soit a = {a,, ay, a} un vecteur donné par ses projections sur 
les axes de coordonnées Ox, Oy, Oz. 


Fig. 182 


Construisons le parallélépipède (fig. 182) dont la diagonale est 
le vecteur a, et les arêtes, ses composantes Gi, Ge, G3 Sur les axes de 
coordonnées correspondants. On a la décomposition 

aa; +a:+ as. (1) 


Si on introduit des vecteurs unitaires ë, J, k orientés suivant les 
axes de coordonnées, alors en tenant compte de la relation qui existe 
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entre les composantes d’un vecteur et ses projections ($ 7), on aura 
di=üGxl, Uo—=Qy], A3—=0a.k. (2) 


En portant ces expressions dans l'égalité (1), on obtient l’ex- 
pression analytique du vecteur par ses coordonnées: 


= ai + ay] +a.k. (3) 
Remarquons que la décomposition (3) est unique pour le vecteur a. 
En effet, soit 
a=a,ita,j+a;k. (3") 
En retranchant A TS (3’) de l'égalité (3) et en utilisant les propriétés de 
commutativité et d’associativité de l'addition des vecteurs ($ 2), ainsi que les 
propriétés de la différence des vecteurs ($ 3), on aura 


O—(a;—a,) i+(ay—a,) j+(a:—a;) k. 
Si l’un au moins des coefficients des vecteurs unitaires &, j et k n'était pas nul, 
les vecteurs ë, 7, k seraient coplanaires ($ 5), ce qui est faux. Par suite 
ae = Ax: a,— ay, a =4:, 
et l’unicité de la décomposition (3) est démontrée. 


Si b = {b,, b,, b,}, il est évident qu'on a aussi 
b = bi + b,7] + b.k. (4) 
Les opérations linéaires sur les vecteurs que nous avons considé- 
rées plus haut peuvent maintenant s’écrire sous la forme suivante: 
1) a = }ha,i + }a,] + Àa,k, 


ou encore, sous forme abrégée, Àa = {Aa,, Àa,, Àa,} (À est un sca- 
laire). Ainsi, pour multiplier un vecteur par un scalaire, on multiplie 
les coordonnées du vecteur par ce scalaire. 


2) a+b=t{(a. + b,)i + (a, + b,) 7j + (a +b,)k, 


ou, en abrégé, a + b = {a, + b,, a, + b,, a, + b,}. 

Ainsi, pour additionner (ou retrancher) deux vecteurs on additionne 
(ou retranche) leurs coordonnées de même nom. 
Exemple. — Trouver la valeur et la direction de la résultante F de deux 
orces 

F, = {10, 20, 30} et Fe — {30, 20, 10). 
On a 
F = F;+ F2 = {10 + 30, 20 + 20, 30 + 10} — {40, 40, 40). 
D'où 
F=|F|-40 V3 

et 


1 
Cos &— COS = cos Y— —— , 
V3 


où cos a, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la résultante F. 
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$ 12. Produit scalaire des vecteurs 


Définition. — Le produit scalaire de deux vecteurs a 
et b est le nombre obtenu en multipliant le produit des modules de ces 


vecteurs par le cosinus de l'angle des vecteurs, c'est-à-dire, avec les 
notations usuelles, 


a-b = (a, b)— abcos, (1) 


où p—(a, b). 


M : S N 
Fig. 183 Fig. 184 


Remarquons que dans la formule (1) le produit scalaire peut en- 
core se noter comme ab, en omettant le point. Puisque (fig. 183) 


b cos @ = proj, b et a cos @ = prox a, 
on peut écrire 
ab = a-proj, b — b-proj, a, (2) 
c'est-à-dire que le produit scalaire de deux vecteurs est égal au module 


de l’un d'eux multiplié par la projection de l’autre sur l’are ayant le 
sens du premier. 


Interprétation physique du produit scalaire.— Soit F une force 


=> 

constante qui assure un déplacement rectiligne s — MAN d'un point 
matériel. Si la force F fait un angle q avec le déplacement s (fig. 184), 
alors, comme on l’apprend en Physique, le travail accompli par la 
force F pour effectuer le déplacement s s'exprime par 


A = Fs cos œ. 
D'après la formule (4) on a 
A = F:s. (3) 


Ainsi, Le travail produit par une force constante lors d'un déplacement 
rectiligne de son point d'application est égal au produit scalaire du 
vecteur force par le vecteur déplacement. 

Les principales propriétés du produit scalaire des vecteurs sont 
les suivantes: 
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4) Le produit scalaire de deux vecteurs ne dépend pas de l'ordre 
de ces facteurs (propriété de commutativité): 


ab — ba. (4) 
Cette formule résulte immédiatement de la formule (1). 


2) Trois vecteurs a, bet c vérifient lapropriété de dis- 
tributivité: 


(a+b)-c—ac+bc, (5) 


c'est-à-dire que dans le produit scalaire d'une somme de vecteurs par 
un vecteur on peut « chasser les parenthèses ». 

En effet, suivant les formules (2) et compte tenu des propriétés 
des projections des vecteurs ($ 7, théorème 2), on a 


(a + b)-c = proje (a + b)-c = (proj. a + proje b)-c = 
= proj, a-c + proj. b-c = ac + bc. 
3) Le produit scalaire d'un vecteur par lui-même (carré scalaire 
d’un vecteur) est égal au carré du module de ce vecteur: 
a° = a. 
En effet, 


PTS 
a?—a-a=aacos(a, a) = ai. 
D'où la formule pour le module du vecteur: 


lal=V(a, a). (6) 

&) On peut faire sortir un facteur scalaire du signe de produit sca- 
laire : 

(Aa, b)=(a, Ab)—X (a, b). (7) 


Cette propriété, elle aussi, se déduit aisément de ({). 

5) Le produit scalaire d’une combinaison linéaire de vecteurs par 
un vecteur quelconque est égal à la même combinaison des produits 
scalaires des vecteurs donnés par ce vecteur, c’est-à-dire 


(Aa+ub, c)=A(a, c)+u(b, c) 


(À et u sont des scalaires). 
C'est une conséquence évidente de 2) et 4). 


TT 
I] résulte de la définition (4) que le cosinus de l'angle ® = (a, b) 
de deux vecteurs non nuls a et b est égal à 
ab 


COS ® — ane (8) 
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De la formule (8) on déduit que deux vecteurs a et b sont per- 
pendiculaires (orthogonaurx) si, et seulement si, 


ab = 0. (9) 


Cette assertion est valable aussi dans le cas où l’un au moins 
des vecteurs a ou b est nul. 

Exemple. — Trouver la projection d'un vecteur a sur un vecteur b. 

Désignons par œ l’angle de ces vecteurs. On a 


, b b 
projsa=acosp=0a. = a ‘7 =de, 


= b > g 
où e=— est le vecteur unitaire porté par le vecteur b. 


$ 13. Produit scalaire des vecteurs donnés par leurs coordonnées 
Soient 
a—a.i+a,]j +a.k (1) 
et 
b—b,i+0b,] +b.k. (2) 


En multipliant ces vecteurs comme des polynômes (ce qui est 
légitime, étant donné les propriétés établies au $ 12) et en tenant 
compte des relations 


ij=jk=ki=0 
et 


on aura 
ab = a.b, + a,b, + a.b.. (3) 
Ainsi, Le produit scalaire de deux vecteurs est égal à la somme des 


produits de leurs coordonnées de même nom. En désignant l'angle 
des vecteurs a et b par ®,onentire 


ab axbx Tr ayby + a:b; 
COS QE (4) 
V aë + ai ai Vo + db? + bi 
Exemple. — Calculer l'angle @ des vecteurs 
= {{, 2, 3} et b— {—3, 2, —1). 
Par la formule (4) on obtient 
1-(—3)+2-24+3-(—1) 2 1 

—__—__]_—_——— "a — ——————= — 0,143. 
VETRHSV(—S+FZ+-T 1 7 


D'où = arc cos (—+)= 98°10’. 


COS @— 
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Soient a et b deux vecteurs colinéaires (parallèles). D'après 
la condition de colinéarité ($ 5) 


b— ka, (5) 
où k est un scalaire, ce qui est équivalent à 
b, = ka,, b,—=ka,y, b, = ka, 
ou 


te, (6) 


Ainsi, Les vecteurs sont colinéaires si, et seulement si, leurs coor- 
données de même nom sont proportionnelles. 
Pour deux vecteurs perpendiculaires a et b on a =+ et donc 


cos  — 0 ou d’après la formule (4) 


ab + ayby + ab, = 0. 


Ainsi, deux vecteurs sont perpendiculaires si, et seulement si, la 
somme des produits de leurs coordonnées de même nom est nulle. 


$ 14. Produit vectoriel de deux vecteurs 


Rappelons que le trièdre ayant pour arêtes les vecteurs non copla- 
naires a, b et cest dit direct (fig. 185,a) ou rétrograde (fig. 185,b) 


ce C 
8 a 
4 0 
7 ô 
a) b 
Fig. 185 Fig. 186 


suivant qu'il est orienté d’après la règle de la vis normale ou dans 
le sens contraire. 

Reimarquons que si dans le trièdre formé par les vecteurs non copla- 
naires «a, b, c on permute deux vecteurs, le trièdre change de sens, 
c’est-à-dire un trièdre direct devient rétrograde et inversement. 

Dans ce qui suit nous prendrons le trièdre direct pour trièdre 
standard. 


23 -0131 


354 ELEMENTS D’ALGEBRE VECTORIELLE (CH. XVIII 


Définition. — On appelle produit vectoriel de deux 
vecteurs a et b un vecteur 


c—axb={a, b], (1) 
tel que: 
1) le module de c a pour mesure l'aire du parallélogramme construit 
sur les vecteurs a et b: 


c—= |c]|=— absin y, (2) 


TS 
où p—= (a, b) (0<Lp< x) (fig. 186); 
2) la direction de c est perpendiculaire aux vecteurs a et b (autrement 
dit, le vecteur c est perpendiculaire au plan a, b): 


cLaet c L b:; 


3) Le sens de c est tel que le trièdre ayant pour arêtes a, b, cest die 
rect si ces vecteurs ne sont pas colinéaires. 


Indiquons les principales propriétés du produit vectoriel. 
1) Si l'on modifie l’ordre des facteurs, le signe du produit vectoriel 
change : 
bX a = —(a X b). (3) 


En effet, lorsqu'on permute les vecteurs a et b, l’aire du parallé- 
logramme construit sur ces vecteurs reste inchangée, c’est-à-dire 
[bXa]|—=|a x b |. Mais le trièdre formé par les vecteurs b, a, 
a X best rétrograde. Le sens du vecteur b X «a est donc opposé à 
celui du vecteur a X b (a et b ne sont pas colinéaires). Si a et b sont 
colinéaires, l’égalité (3) est évidente. 

Ainsi, La multiplication de deux vecteurs n'est pas commutative. 

2) Le produit vectoriel d'un vecteur par lui-même (carré vectoriel) 
est égal au vecteur nul:. 


ax a=t. 
C'est une conséquence évidente de la propriété 1). 
3) On peut faire sortir un facteur scalaire du signe de produit vec- 
toriel, c’est-à-dire si À est un scalaire, alors 
(Aa X b)= (a X Ab) =X (a X b). 


Cette propriété résulte directement du sens du produit d’un vec- 
teur par un scalaire et de la définition du produit vectoriel. 
4) Trois vecteurs a, b, c, quels qu'ils soient, vérifient l'égalité 


(a+b)“Xc—(ac)+(bXx ce), (4) 
c’est-à-dire que le produit vectoriel jouit de la propriété 


distributive (pour la démonstration, v. N. Sakhar- 
nikov, Mathématiques supérieures, chap. V, $ 15 (en russe)). 
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Exemple. 
(a—b) X (a+ b)=(a X a)—(b X a)+(a x 8) —(b x b)— 
=0+(a X b)+(a x b)+0=2(a x b) 
On en déduit en particulier 
[(a—b)xX(a+b)|=2laxb], 


c'est-à-dire que l'aire du parallélogramme construit sur les diagonales d’un 
parallélogramme donné est égale au double de l'aire de ce dernier. 


Le produit vectoriel permet d’énoncer commodément la con- 
dition nécessaire et suffisante de coli- 
néarité de deux vecteurs a et b, facilement vérifiable: 


a Xb=—0. 


$ 15. Produit vectoriel des vecteurs donnés par leurs coordonnées 
Soient 
<ai+a,] +a.k (1) 
et 
b — b,i + b,,7 +b.k. (2) 
En multipliant vectoriellement ces égalités et en utilisant les 


propriétés du produit vectoriel, nous obtenons une somme de neuf 
termes 


ax b={a,b,(ixi)+ab,(j Xi) +a,b:(k x i)] + 
+ (ab, (EX 7) +a,by (3 X 5) +a.b, (k X j)] + 
+lab,. (GG Xk)+ab,(jXk)+a.b.(kXk)]. (3) 


I] résulte de la définition du produit vectoriel que les vecteurs uni- 
taires à, 7, k obéissent à une « table de multiplication » suivante: 


ixi=0, jxj=0, kxk=0 


et 
I1Xk=—(k X 7) = i, 
kXi=—(iXk) = j. 


Par suite, la formule (3) donne 

a >. b—i(a,b,—a,b,) + J (ab, —a.b,) + k (axb, — ab) — 

Ua, al la a, 
"6, 8,1 718, 6, 

(tout en conservant l’ordre des lettres x, y, 2). 

23% 


&; Qy 


FE 8, 


(4) 
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Pour rendre la formule (4) plus facile à retenir, on l’exprime à 
l’aide d’un déterminant du troisième ordre (v. chap. XVII) 


i j k 
ax b=|a, a, a,|. (2) 
b, b, b. 
De la formule (4) il résulte que 
a, a,/? a al |a a,l 
Bi 
Reel 2e al (6) 


Géométriquement, la formule (6) donne le carré de l’aire du paral- 
lélogramme construit sur les vecteurs a et b. 


Exemple. — Calculer l’aira du triangle de sommets À (1, 1, 0), B (1, 0, 1) 
et C (0, 1, 1). 


_pÂ 
L er 4 
/ 
/ 

/ 

/ 

4 

A 
Fig. 187 Fig. 188 


L'aire S du triangle ABC est égale à la moitié de l'aire du parallélogramm 


construit sur les vecteurs AB et AC (fig. 187). En appliquant les formules don- 
nant les projections des segments orientés ($ 10), nous avons 


— — 
AB=({0, —1, 1} et AC={—1, 0, 1}; 


d'où 
PPT | JT k 4 1 0 1 0 
= = 41—; — —_i en = 
on Le De ] 0 | | _; [+4 | 4 o| 
=—i—j—k. 
Par suite, 


4 —> —> 41 _;- 
S=+1ABX ACI=—+ V3. 


$ 16. Produit mixte des vecteurs 


Définition. — On appelle produit mizxte (vectoriel-sca- 
laire) des vecteurs a, b et c le nombre 


abc=(a x b)-c. (1) 
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Construisons le parallélépipède IT (fig. 188) dont les arêtes par- 
tant du sommet commun © sont les vecteurs a, b et c. 

Alors, |a X b|—=S est l’aire du parallélogramme construit 
sur les vecteurs a et b, c’est-à-dire l’aire de la base du parallélépipède. 
Quant à la hauteur H du parallélépipède, elle est évidemment égale à 


H = —Hprojs c = —+c cos p (2) 


SS 
où S$ —= a X bet le signe plus correspond à l'angle aigu ® = (c, S), 
et le signe moins, à l’angle obtus œ. Dans le premier cas les vecteurs 
a, b, cforment un trièdre direct et dans le second cas un trièdre 
rétrograde. 
De par la définition même du produit scalaire ($ 12)on a 


(a xb)c=S: 0JjC=+SH=+V, (3) 
où V est le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a, 
b, c. 

D'où 


abc = +, 


c est-à-dire que le produit mixte de trois vecteurs a pour mesure le volu- 
me V du parallélépipède construit sur ces vecteurs. Ce volume est pris 
avec le signe plus si ces vecteurs forment un trièdre direct et avec le 
signe moins s'ils forment un trièdre rétrograde. 

Le produit mixte des vecteurs présente les propriétés principales 
suivantes : 

1) On peut faire une permutation cyclique des trois vecteurs sans 
changer le produit mixte: 


abc — bca = cab. 


En effet, le volume du parallélépipède et l'orientation de ses 
arêtes restent dans ce cas inchangés. 

2) Si l’on permute deux vecteurs voisins, le signe du produit mixte 
change: 


bac = acb = cha — — abc. 
Ceci résulte du fait que la permutation de deux facteurs voisins con- 
serve le volume du parallélépipède mais change l'orientation du triè- 
dre formé par les vecteurs: le trièdre direct devient rétrograde et 
inversement. 


Le produit mixte permet d'exprimer la condition nécessaire et 
suffisante pour que trois vecteurs a, b, c soient coplanaires: 


abc = 0 


(la nullité du volume du parallélépipède). 
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Si 
a=ai+a,] + ak, 
b = bi + b,J d b,k, 
cC=ci+cui +Ck, 
alors, en utilisant les expressions du produit vectoriel ($ 15) et du 
produit scalaire ($ 13) en fonction des coordonnées, on obtient 
abc—(axb)-c=(bxXc)a=a.(b x c) = 


i 7j k 
= (a.i+a,] +a.k) |b, b, b,|— 
Cx Cy Cz 
b,, b, b, b, b, b, 
4x cn Cr Tules Cz “lot 
c’est-à-dire 
x y Gr 
abc=—|b, b, b,|. 

Ce CCE 
EX ERCICES 


1. Déterminer la longueur et l'orientation du vecteur æ — {1, —1, y 2). 

2. Calculer la valeur et déterminer la direction de la résultante F de trois 
forces F, — {10, 20, 0}, Fa — {0, —10, 20}, F3 — {—10, 0, —20)}. 

3: culer la valeur de la projection du vecteur æ = {1, 2, —2} sur le 
vecteur b — {1, 0, —1}. 

4. Calculer le travail accompli par la force F — {10, 20, 30} lors du dépla- 
cement rectiligne du point M (0, 1, 2) au point N (3, —4,5 

5. Trouver l'aire S et l’angle @ du parallélogramme construit sur les vec- 
teurs a = {1, —2, 3} et b — {3, 2, 1}. 

6. Les vecteurs a = j + k, b=#*<+i, c = i + j sont-ils coplanaires? 


CHAPITRE XIX 


QUELQUES NOTIONS DE GÉOMÉTRIE 
ANALYTIQUE DANS L’ESPACE 


$1. Equations de la surface et de la 
courbe dans l’espace 


Définition 1. — On appelle équation de la surface 
dans l’espace rapporté au repère Oxyz une équation entre les variables 
z, y, z qui est satisfaite par les coordonnées de tous les points de cette 
surface mais n'est pas satisfaite par les coordonnées des points qui ne 
sont pas silués sur cette surface. 


Donc, si 
F (x, y,2)=0 (1) 


est l'équation d’une surface P (fig. 189), alors pour M (x, y, z)E P ?) 
on a F'(x, y, z) = 0, tandis que pour 
N(z, y, z)éP')onaF(z,y,z)0. 
Ainsi, l'équation (1) est vérifiée 
si, et seulement si, le point M (x, y,2) 
appartient à la surface donnée. Les 
coordonnées d’un point quelconque de 
la surface sont appelées coordonnées 
courantes de ce point. C’est pourquoi, 
établir l'équation d’une surface équi- 
vaut à trouver la relation entre les 
coordonnées courantes de ses points. 
Exemple 1 (équations des plans de . 
coordonnées). — Tout point M (x, y, 2) Fig. 189 
situé sur le plan de coordonnées Oyz a 
l’abscisse x — 0; inversement, si l’abscisse d’un point quelconque 
M (x, y, z) est égale à 0, ce point est situé sur le plan Oyz. Par suite, 


= 0 


est l’équation du plan de coordonnées Oyz. 
De façon analogue, 


y=0 


1) La relation MEP signifie que le point Mappartient à P (v. chap. 
I1, $ 1 


2) La relation NéP signifie que le point N n'appartient pas à 
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est l’équation du plan de coordonnées Ozxz et 
z = 0 


est celle du plan de coordonnées Oxy. 
Dans le cas plus général, 


= a y—=b, z2=c (2) 


sont les équations de trois plans perpendiculaires aux axes de coor- 
données correspondants Oz, Oy, Oz, qui découpent sur ces axes des 
segments numériquement égaux à a, bet c. 


Théorème. — L'équation d'une surface cylindrique dont les géné- 
ratrices sont parallèles à un axe de coordonnées ne contient pas de coor- 
donnée courante de même nom que cet axe et inversement. 


Démonstration. — Soit par exemple une surface cylindrique P 
engendrée par une droite MN || Oz (génératrice) qui se déplace le long 
d’une courbe donnée L (directrice) située dans le plan Ozxy (fig. 190). 


Fig. 190 Fig. 191 


Désignons par M (x, y, z) un point de coordonnées courantes x, 

y, z, appartenant à la surface P. Il est évident que la génératrice MN 

passant par le point W rencontre la directrice au point !V (x, y, O). 
Soit 

F(z y)=0 (3) 


l’équation de la directrice L dans le plan de coordonnées Ozxy. Les 
coordonnées du point V vérifient cette équation. Le point M de la 
surface P ayant la même abscisse et la même 
ordonnée y que le point W,et la variable z n’intervenant pas 
dans l'équation (3), les coordonnées du point M satisfont, elles aussi, 
à l'équation (3). Ainsi, les coordonnées de tout point M(x, y, 2) 
de la surface P vérifient l'équation (3). Inversement, si les coordon- 
nées d’un point quelconque M (x, y, z) satisfont à l'équation (3), 
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ce point est situé sur la droite MAN || Oz telle que sa trace sur le plan 
Ozy, le point N (x, y, 0), est située sur la courbe L et donc le point 
M appartient à la surface cylindrique P. Par suite 


F (x, y) =0 


est l'équation de la surface cylindrique dans l’espace Oxyz, la coor- 
donnée z étant absente de cette équation. 

Exemple 2 (équation du cylindre elliptique). — En vertu du 
théorème précédent, le cylindre elliptique dont la base est l’ellipse 
de demi-axes a et b, et l’axe est l’axe Oz 
(fig. 191) a pour équation 


z2 y° . 
at 


Dans le cas particulier où a = b,on obtient 
l'équation du cylindre à base circulaire 


zx? + y° EE — a?. 


Une courbe ZL de l’espace peut être dé- 
finie comme l'intersection de deux surfaces 
données P, et P, (fig. 192). Tout point 
M (zx, y, z) situé sur la courbe L appartient 
tant à la surface P, qu'à la surface P.et donc 
les coordonnées de ce point satisfont aux équations des deux surfaces. 

C’est pourquoi, on appelle équation de la courbe de l’espace l'en- 
semble de deux équations 


F, (x, y; z)=0, 
Pa (e, y, Le G@ 


qui sont celles des surfaces dont l’intersection détermine cette courbe. 

I1 faut se garder de penser que pour trouver l'équation de la 
courbe il est nécessaire de « résoudre » le système (4). Il est en géné- 
ral impossible de le faire parce que le nombre d'équations consti- 
tuant le système (4) est inférieur au nombre d’inconnues. Le sens 
exact qu'on attribue aux égalités (4) est le suivant : les points M (x, 
y, z) appartiennent à la courbe L si, et seulement si, leurs coordonnées 
vérifient les deux équations du système (4). 

Remarquons qu’une courbe donnée, considérée comme l'inter- 
section de deux surfaces, peut être définie de différentes façons. C'est 
pourquoi, à une courbe de l’espace correspond une infinité de systè- 
mes d'équations équivalents. 


Fig. 192 


Définition 2. — On appelle équation de la courbe 
dans l'espace Ozxyz un ensemble de deux équations entre les variables 
Z, Y, 2, qui sont vérifiées par Les coordonnées de tout point situé sur cette 
courbe et qui ne le sont pour aucun point extérieur. 
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Exemple 3 (équations des axes de coordonnées). — L'’axe Oz 
peut être considéré comme l'intersection des plans de coordonnées 
Ozxy et Oxz. Par suite 


y =0, 
2 | 
sont les équations de l'axe Ox. 
De façon analogue, 
z—0, 
2:—=0 | 


sont les équations de l'axe Oy et 
x =0, 
y =0 
sont les équations de l'axe Oz. 


Exemple 4. — Ecrire l'équation de la circonférence F de rayon ‘:R = 1 
dont le centre est au point C (0, 0, 2) et le plan est parallèle au plan de coor- 
données Ozy (fig. 193). 

._ La circonférence T peut être considérée comme l'intersection d’un cylindre 
circulaire de rayon 1 et d’axe O: et d’un plan horizontal passant à la distance 


Fig. 193 Fig. 194 


de deux unités au-dessus du plan de coordonnées Oxy. L'équation de la circon- 
férence donnée s'écrit donc sous la forme 


En mécanique, la courbe L est souvent considérée comme la trace 
d'un point en mouvement (fig. 194). Soient zx, y, z les coordonnées 
courantes d’un point M de la courbe L. Puisque le point M se dé- 
place au cours du temps et ses coordonnées varient, celles-ci sont 


S 1] EÉQUATIONS DE LA SURFACE ET DE LA COURBE DANS L'ESPACE 363 


fonction du temps t. Par conséquent on a 


z—=œl{t), y = (), z= %x(t), (9) 


où p, +, x sont des fonctions définies. En généralisant les équations 
(5), on entend par t une variable auxiliaire (un paramètre) qui n'est 
pas nécessairement un temps; c’est pourquoi les équations (5) por- 
tent le nom d'équations paramétriques de la courbe de l'espace. 

Si on élimine le paramètre £ entre les équations (5) on obtient 
deux relations entre les coordonnées courantes x, y et z qui consti- 
tuent les équations de surfaces passant par 
la courbe donnée. 

Exemple 5. — Ecrire l'équation de la ligne 
hélicoïdale de rayon a et de pash (fig. 195). 

Soit M (x, y, =) un point courant de la ligne 
hélicoïdale et soit M’ (x, y, 0) sa projection sur 
le plan Ory. 


ÉD 
En prenant pour paramètre t — M'Ox et en 


tenant compte du fait que la cote z de la ligne 
hélicoïdale croît proportionnellement à l’angle de 


rotation t, On aura 
T=a Cost, 
y=asinié, (6) 


2: =bt. 


Pour déterminer le coefficient de proportionna- 
lité b, posons t = 2x; alors : = h. Par suite ona Zx ÿ 


h Fig. 195 

2x ° 
En éliminant le paramètre t entre les première et deuxième, ainsi qu'entre les 
première et troisième équations (6), on obtient 


zx + y = a, | 


T—= a cos - 
= D 


h=—=27rb et b— 


(6) 


La ligne hélicoiïdale représente donc l'intersection d'un cylindre circulaire de 
génératrice parallèle à l’axe Oz et d’une surface cylindrique de génératrice pa- 
rallèle à l’axe Oy et de directrice une cosinusoiïde située dans le plan Ozz. Des 
équations (6’) il résulte aussi que la projection de la ligne hélicoïdale (6’) sur 
le plan de coordonnées Ozxy est une circonférence et que sa projection sur le 
plan de coordonnées Ozz est une cosinusoïde. 


Le point courant M (x, y, z) de la courbe Z peut être caractérisé 
par lerayon vecteur(erayon vecteur asservi») (fig. 196) 


r=zi<+y]+:k 


(ë, j, k, vecteurs unitaires). On obtient alors à partir de (5) l’équation 
vectorielle de la courbe: 
r=f(t), (7) 
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D] 


ou 


LE) = ip (t) + 74 (8) + kx (1) 
est appelé vecteur fonction de l'argument scalaire t. 

En mécanique, pour paramètre t on prend généralement le temps. 
Dans ce cas on donne à la courbe (7) le nom de trajectoire du point 
M (zx, y, 2). 

L'ensemble des points M (x, y, 2) 
de l’espace dont les coordonnées satis- 
font à une équation donnée (ou à un 
système d'équations) est appelé image 
géométrique (ou représentation graphi- 
que) de cette équation (ou du système 
d'équations). 

Exemple 6. — Quelle est l’image géo- 
métrique qui correspond à l'équation 


Fig. 196 2 —41—= 0? (8) 
La résolution de l'équation (8) donne z = À 
ou z — —41. L'image géométrique de l'équation (8) est donc constituée par deux 


plans parallèles au plan de coordonnées Ozy et situés par rapport à celui-ci à 
des distances égales à l’unité (fig. 197). 


M[z,y,2) 


F 
——_—_—__— Je 
Ed C4 
rs 
N(2,3,0) 
Fig. 197 Fig. 198 
Exemple 7. — Quelle image géométrique correspond au système de deux 
équations 
z=2, y—=3? 


L'image cherchée est l'intersection des plans z = 2 et y — 3 et repré- 
sente donc une droite parallèle à l'axe Oz et ayant pour trace sur le plan de 
coordonnées Ory le point N (2, 3, 0) (fig. 198). 


$ 2. Équation générale du plan 


Un plan P peut être défini dans l’espace par un de ses points 
Mo (Zos Yor Zo) et un vecteur non nul N {4, B, C} (4° + B°? + 
+ C? 0) perpendiculaire à ce plan (vecteur normal ou directeur 
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du plan). Soient ro = {zo, Yo: 20} le rayon vecteur du point M, 
etr = {x, y, z} le rayon vecteur d’un point M quelconque du plan 
(rayon vecteur courant) (fig. 199). Alors, le vecteur r —r, = {x — 
— Los Y — Yos Z — Z,} est situé dans le plan considéré et donc ortho- 


Fig. 199 


gonal au vecteur {V, c’est-à-dire V LL (r —r,). En utilisant la condi- 
tion d’orthogonalité de deux vecteurs (chap. XVIII, $ 12), nous en 
déduisons 

N:(r —ro) = 0. (1) 


Cette relation constitue justement l'équation du plan sous forme vec- 
torielle. L'expression analytique, c'est-à-dire en fonction des coor- 
données, de l’équation (1) est 


À (2 — 20) + B (y — yo) + C (2 — 20) = 0, (2) 
ou 
Az + By + Cz + D = 0, (3) 
avec 
D = —Az, — Byo — Czo = —Nro. 


L’équation (3) est appelée équation générale du plan. C'est une 
équation du premier degré par rapport aux coordonnées courantes z, 
y, z. Ainsi, le plan est une surface du premier 
degré. 

Réciproquement, soit donnée une équation non dégénérée (3) 
(A? + B? + C?-Æ0). Choisissons un point M, (Zo, Yos Zo) Situé 
sur la surface (3) (par exemple, on peut prendre M, (—-<+ M0: 0} si 
A0). On a 

Aïto + Byo + Czo + D = 0. (4) 


Soustrayons membre à membre l'équation (4) de l'équation (3), 
il vient 


À (z — 20) + B (y — yo) + C (z — 20) = 0. (5) 
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D'où, en introduisant les vecteurs N = {4, B, C}, ro = {zos Yo» 
Zo}etr = {x, y, z}, nous obtenons 


N(r—ro) = 0. 


Par suite, la surface donnée par l'équation (3) est un plan passant 
par le point M, (xs, Yo, Zo) et perpendiculaire au vecteur N. 
Exemple 1. — Calculer l'angle fait par le plan 
z— 2y +2: —10 = 0 
avec l'axe Oz. 

Par angle 4 d'une droite et d’un plan on entend l'angle fait par cette droite 
avec sa projection sur ce plan; cet angle est le complément de l'angle q que 
fait la droite avec la perpendiculaire (la normale) 
au plan. 

Le vecteur directeur de notre plan est N — 
= {1, —2, 2}. Nous en déduisons que 

: 2 2 
SN ECS = —_—____—_—_—_——————_—— 7 
EEE 
et donc 


d—= arcsin £ = 41°50". 


Fig. 200 Si, dans l’équation (1), on prend pour 
vecteur directeur du plan le vecteur unitaire 


n=(N=VA+B+ C0), 


on obtient une équation dite équation normée du plan 
ne(r — ro) = 0, (6) 


ou, en fonction des coordonnées, 
Az+By+C:+D 0 7 
Var () 
avec D = —Azs — Byo — Cz,. L'équation (7) est commode pour 
trouver la distance d’un point à un plan. 
Problème. — Calculer la distance À du point M; (Z;, Yr, Z1) au 
plan P donné par l'équation (6) (fig. 200). 


Soit À — MN, où MIN; 1 P, N; È É: 
_—— 
Considérons le vecteur MoM, = ri — ro Où roetr1 sont les 
rayons vecteurs des points M, € Pet Mi. Du fait que MiN, ||, 
nous déduisons du triangle M,.M;N;: 


| Az, + By, + C1 + D | | 


h=|proj, (ri—r)|1=|nr-(r—ro) | = V A+ B?+ C: 


$ 3] ANGLE DE DEUX PLANS 367 


D'où la règle: pour calculer la distance d’un point à un plan il 
faut introduire les coordonnées du point au premier membre de l’équa- 
tion normée du plan et prendre la valeur absolue du résultat obtenu. 

En particulier, en posant zx, = 0, y, = 0, z, = 0, on obtient la 
distance du plan à l'origine des coordon- 
nées: 

_ |D] 
V'AÆ+B+ CI" 


Ro 


$ 3. Angle de deux plans 


Soient donnés deux plans 


Az + By+Cz+D=0, A'z+B'y+C'z+D"=0 (1) 


ayant pour vecteurs directeurs V = {A, B, C} et N'={4’,B, C’}. 
Alors, le dièdre @ qu'ils forment est égal à l’angle des vecteurs W 
et N’. Ainsi, on a (v. chap. XVIII, $ 12) 

cos p = ns : (2) 


où NN'—=AA'+BB'+CC' et 


N=VÆTPECE N'=VAT+ETFC*. 


On en déduit: 1)la condition de parallélisme 
des plans (au sens large) 


4-5 © @) 
et 2) la condition de leur perpendicularité 
AA” + BB'" + CC' = 0. (4) 
Remarquons que si les plans (1) ne satisfont pas à la condition 
(3), ils ne sont ni parallèles ni confondus, mais sécants. 
Exemple. — Calculer l’angle @ des bissecteurs 
z—2z—=0, y—:z—=t0. 
Ici, 
N={1,0, —1}, N'= {0,1, —1}. 
[On a 


1:0+0-14+(—1)-(—1) _ 1 


eu y 2.y 2 2 


et donc, @ = 60°, 
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$ 4. Équation de la droite de l’espace 


La droite est univoquement définie dans l’espace par la donnée 
d’un point M, (Zos Yo, 20) et d’une direction (d’un certain vecteur). 
Soit ro = {Zos Yor 20} le rayon vecteur du point M, et soit 
s — {l, m, n}le vecteur directeur non nul de la droite (sa lon- 
gueur est arbitraire). En désignant par r = {x, y, z} le rayon vec- 


Fig. 201 


teur d’un point quelconque de la droite (rayon vecteur courant), 
nous déduisons du triangle vectoriel OM,M (fig. 201) 


—— 


= ro + Mo. (1) 
RE e # e 
Les vecteurs MM et s étant colinéaires, on a 


—— 
MM =ts, (2) 


où t est un scalaire (—00 << t << +0). En portant cette expression 
dans l'équation (1), on obtient l'équation vectorielle de la droite de 
l'espace 
r=ro+ts (3) 
(t, paramètre). 
En projetant l'égalité (3) sur les axes de coordonnées, on obtient 
les équations paramétriques de la droite de l'espace 


LT= Lo + LE, 
y = Yo + Ml, (4) 
2= 29 +Anê. 
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Si on élimine le paramètre t entre les équations (4), on obtient les 
équations dites canoniques de la droite de l'espace: 


SE ne dl 6) 
Le système (5) contient deux équations, si bien que pour nr # 0 par exemple 

on peut poser 

0 0 0 
on m n 

Ces équations sont celles de deux plans dont la droite donnée est l'intersection. 
Remarquons que la première équation ne contient pas de coordonnée y, et la 
deuxième, de coordonnée x. Cela signifie (v. $ 1) que le premier plan est parallèle 
à l'axe Oy, et le second, à l’axe Oz, c'est-à-dire que ce sont des plans qui pro- 


jettent notre droite respectivement sur le plan de coordonnées Ozz et sur le 
plan de coordonnées Oyz. 


Les nombres /, m, n sont appelés coefficients directeurs de la droite. 
En désignant par &, B, y les angles faits par la droite avec les axes de 
coordonnées (fig. 201) et compte tenu de ce que cos &, cos f, cos y 
sont les cosinus directeurs du vecteur s, on aura 


[= scosa, m=scosf, n —=s cos, (6) 


« 


ou 
s=V l+im+n£0 (7) 


est la longueur du vecteur s. On en tire 
cos x = — cos f = — cos Ÿ = — 
HS Es sr 


(cos2x + cos?f + cos2y — 1). 


Ainsi, les coefficients directeurs d'une droite sont proportion- 
nels aux cosinus directeurs correspondants de cette droite. 


Les équations de la droite (5) peuvent se mettre sous la forme 
standard 


= ’ 
COS cosB cosy * (57) 


où cos æ&, cos B, cos y sont les cosinus directeurs de la droite. 
Exemple 1. — Les équations de mouvement de la fusée sont 


T— 21, 
y= —4t, | 
z:=4t, 
où le temps £ est donné en secondes et les coordonnées (x, y, z) du point en mou- 
vement, en kilomètres. | 

Quelle est la trajectoire de la fusée? A see distance au point de départ 
O (0, 0, 0) la fusée sera-t-elle au bout de 10 secondes ? 

1) Ces équations ont le sens de proportions, c'est-à-dire que quelques-uns 
(deux au plus) des nombres 1, m, n peuvent être nuls.- à | 
24—0131 
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En éliminant le temps t entre les équations données, nous o btenons l’équa- 
tion de la trajectoire 


ZT _Y _= 

2 à 
ou 

z y Se 

1°-273 


Ainsi, la trajectoire de la fusée est une droite passant par l'origine des coor- 


données. 
Pour t = 10s on a zx = 20, y — —40, z = 40 et 


r=0M =Vz+y°+25= V 400 + 1600 + 1600 — y 3600—60 km. 


Problème. — Ecrire l'équation de la droite passant par deux 
points non confondus M, (to, Yos Z0o) et Mi (Zi Yrs Z1)- 
Pour vecteur directeur de la droite on peut prendre 


8 — {T1 — Los Yi — Yos 1 — 20} Æ 0. 


Par suite, en vertu de (5) on a 


T—Zo ___Y—Vo 2 29 (8) 


Exemple 2. — Ecrire l'équation de la droite passant par le point 
Mo(3, —4, 5) et parallèle à l’axe Oz. 
On a évidemment 


cos a — 0, cosB — 0, cos y = 1. 


Ainsi, par (5’) on obtient les équations de la droite cherchée 
z—3 _ y+4 z—9 


0 O0 1 
qui sont équivalentes au système de deux équations 


ou 
z—3=0, y+4—=01) 


Le vecteur directeur de la droite (9) est {0, 0, 1}, ce qui signifie que cette droite 
est perpendiculaire aux axes Oz et Oy. 


La droite L de l’espace peut être aussi définie comme l’intersec- 
tion de deux plans P et P” (fig. 202): 


SR 


A'z+ B'y+C'z2+D'=0. (10) 


1) Voir note au bas de la page 369. 
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Ces plans sont supposés non parallèles et non confondus (v. $ 4). 
Les vecteurs N = {A, B, C} et N° = {4’, B’', C'} sont les vec- 


Fig. 202 


teurs directeurs de ces plans. Le vecteur directeur s de la droite satis- 
fait évidemment aux conditions 8 1 N et s L ÆV’. On peut poser 


s=NXN 
(X signe de produit vectoriel (v. chap. XVIII, $ 15)). 


Exemple 3. — Calculer les cosinus directeurs de la droite 


z—92y+3:—4=0, 


3r—2y+z—=0. 
On a 
N = {1, —2,3}, N'=— {3, —2, 1} 
D'où 
i 1 k 
s=NXN'—=|1 —2 3|—=4it+8j+4k=4(i+2/+k)- 
9 


1 


897 8—{1, 2, 1}, 
dont la longueur so = V6. D'où 
cos a — : cos — = on 
V6 ? ® V6 ° G = 


24% 


372 QUELQUES NOTIONS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE [CH. XIX 


8 5. Notions sur la dérivée d’un vecteur fonction 


Soit donné un vecteur fonction 
r(t)=z(tit+y(t)j +z(t)k (1) 


(œ <t< B), où les fonctions du paramètre t qui représentent les 
projections du vecteur r (t) sur les axes de coordonnées sont dési- 
gnées, pour plus de commodité, par des lettres correspondantes (cf. 
$ 4). Si l’on interprète r ({) comme le rayon vecteur d’un point 
M (x, y, 2) de l’espace rapporté au repère Oxyz, l'extrémité du vecteur 
variable r (t) décrira dans l’espace Oxyz une certaine courbe ÆX dont 
les équations paramétriques sont constituées par l’équation vecto- 
Ari) . rielle (1). En mécanique, cette courbe 
TA — ra est appelée hodographe du vecteur varia- 
ble r (t). | 
Il est naturel de définir la limite du 
vecteur fonction en posant 
limr(t)=à lim zx(t)+ 
t bo 


lo {— 


+jlimy(+klimez(),  @ 
{—to t—t 


r(É) 


: à condition que les limites intervenant 
Fig. 203 au second membre de l'égalité (2) exis- 
tent. 
Donnons au paramètre t un petit accroissement At; le point 
M (zx, y, 2) de la courbe À passera sur cette courbe au point M° (x + 
+ Az, y+ Ay, z + Az) dont le rayon vecteur est 


rt)=rt(t) + Ar (t). 
Le triangle vectoriel OMM" donne (fig. 203) 
Ar (t) = MM° = Ari + Ayj + Azk. 
D'où, en posant pour préciser les idées, que At = 0, nous obtenons 


Au + Az 


Ar(t) __ Ar . je 
Barton) Far hr (3) 
; NN - Ar (t) ; $ : . 
c'est-à-dire que le vecteur —©= est orienté suivant la sécan- 
— 
te MM. 
Dans le cas général, lorsque At =£ 0, le vecteur _ ® sera coli- 


_—— 
néaire au vecteur MM". de 
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Définition. — On appelle dérivée (géométrique) du vecteur 
fonction r = r (t) le vecteur 


dr __,.  Ar(t) (4) 


Si z (t), y (t), z (t) sont des fonctions différentiables, la formu- 
le (3) permet d'écrire quand At —+ 0 
dr __ dr. dy : d= 
Dé a dla (9) 
Puisque la position limite d’une sécante est par définition une tan- 


gente, le vecteur se est dirigé suivant la tangente à la courbe K en 


son point { (dans le sens de croissance du paramètre t). 
De Ia formule (5) nous déduisons comme à l'ordinaire 


VE 06 


ar 
dt dt 


Si le paramètre t est le temps, le vecteur _. = v représente la 
vitesse du point MW (x, y, z) en mouvement, considérée comme vec- 
teur. 

Exemple. — Ecrire l'équation de la tangente à la courbe 

r=t, y=t, 2= 
au point W (1, 1, 1) (t = 1). 
Ici, 
r=tit tj + 6k 
et 


dr E ; 
—————— 9 «A : 
7 1 27 +3°k 


Il en résulte que la direction de la tangente au point 4 est définie par le 
vecteur 


dr ; PE 
(+), =i+2i+s. 


Ainsi, l'équation de la tangente cherchée s'écrit 
CS OT Es 


1 2 3 


$ 6. Equation de Ia sphère 


Définition. — On appelle sphère de rayon R l'ensemble des 
points de l’espace dont chacun est situé à la distance R d'un point donné 
(appelé centre). 

Proposons-nous d'établir l'équation de la sphère. Soient C (xo, 
Yor Zo) le centre d’une sphère de rayon À et M (x, y, z) un point 
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quelconque situé sur cette sphère (fig. 204). Alors 
CM = R. 


En appliquant la formule donnant la distance de deux points, nous 
avons 


CA — VG— Lo)* + (y — Yo) + (2 — 20)°. 


En égalant cette expression à À, nous obtenons l'équation de la 
sphère 


VE Gun ER 
et, finalement, 
(x — 20) + (y — Yo) + (2 — 20)° = R?. 


Si le centre de la sphère est à l’origine des coordonnées, on à x, = 0, 


Fig. 204 


yy = 0, z0 = 0 et l'équation de la sphère prend la forme 
+ y + a = R*. 
Exemple 1. — Calculer les coordonnées du centre et le rayon de la sphère 
+ y + 2 — 2y — 3z = 0. 


En réunissant les termes contenant les coordonnées courantes de même nom 
et en les complétant de façon à faire apparaître des carrés parfaits, nous aurons 


3\2 13 
2 — 2 œ—æ — ——— 
T (y 1) (: Ê 2 ] = 4 e 
Par suite, le centre de la sphère est au point C (o. 1, +) , alors que son rayon 


a pour valeur 
R=+ VT. 


Remarquons que le système 
(x — 20)? + (y — Yo)? + (2 — 20) = À, | 
Az+ Br+Cz+D=0 
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formé par l’équation d’une sphère et l'équation d'un plan détermine 
une circonférence suivant laquelle se coupent ce plan et cette sphère 
(si cet ensemble n’est pas vide). En 
particulier, si Azxo + Byo + Co + 
+ D = 0, le système de ces équations 
représente le grand cercle. 
L'équation de la circonférence peut 
s’écrire aussi sous forme paramétrique. 


Exemple 2. — Ecrire l'équation de la 
méridienne de la sphère 
R+yp+s= R*, 
passant par les pôles AN (0, 0, R) et 
S (0, 0, —R), si la méridienne fait un angle 
a avec le plan de coordonnées Ozz (fig. 205). 
Prenons pour paramètre du point cou- 


rant M (zx, y, z) de la méridienne l’angle - S{£.0-A) 
où Fig. 205 
+ = ÏOM', c'est-à-dire la latitude de ce 1g- 


point, où M” (x, y, 0) est la projection du 
point 4/ sur le plan de coordonnées Oxy. Puisque M'O = r = R cos, on dé- 
duit de la figure 205 


z=rcosa— R cos Ÿcosu, 
y=rsina=Rcosvsina, 
z= R sin Ÿ, 


où 


16 T 
TH Nes 


$ 7. Equation de l’ellipsoïde 


Définition. — On appelle ellipsoiïide à trois axes 
la surface obtenue par suite d'une déformation uniforme (dilatation ou 


contraction) d'une sphère suivant trois directions perpendiculaires 
entre elles (cf. chap. IV, $ 4). 


Considérons une sphère de rayon R et de centre à l’origine des 
coordonnées : 
X°+Y'+Z7= R?, (1) 


où X, Ÿ, Z sont des coordonnées courantes d’un point de la sphère. 

Supposons que cette sphère soit soumise à une déformation uni- 
forme dans le sens des axes de coordonnées Oz, Oy et Oz, les coef- 
ficients de déformation respectifs étant k,, k, et ks ?). 


1) En d'autres termes, les dimensions linéaires de la sphère dans le sens de 
l'axe Oz deviennent Z fois plus petites si 0 < k,< 1, et k, fois plus grandes si 
1 
k > 1, etc. 


376 QUELQUES NOTIONS DE GEOMÊTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE [CH. XIX 


A la suite d'une telle déformation, la sphère se transformera en 
un ellipsoïde et le point de la sphère M (X, Y, Z) de coordonnées 
courantes X, Y, Z deviendra le point de l’ellipsoide M” (x, y, 2) 


de coordonnées courantes z, y, z. telles que 


r=kX, 
y=kY, 
z= k32 
(fig. 206). D'où 
T 1 mA 
LT Y=-; DT 


Introduisant ces formules dans l’équation (1), on obtient 


LH sn À pe 
k? ‘ki ki 
ou encore 
x y 2 
a T Op? + c? 1, 
avec 


a=kR, b=kR, c=—kR. 


L'équation (2) relie les coordonnées courantes du point M” de l'el- 


Fig. 206 


lipsoïde et constitue donc l'équa- 
tion de l’ellipsoïde à trois axes. 

Les quantités a, b, c sont appe- 
lées demi-axes de l’ellipsoïde; les 
quantités doubles 2a, 2b, 2cs'appel- 
lent axes de l’ellipsoide et repré- 
sentent évidemment ses dimensions 
linéaires dans les directions de 
déformation (dans le cas envisagé, 
dans les directions des axes de coor- 
données). 

Si deux demi-axes d'un ellip- 
soïde sont égaux, cet ellipsoïde est 
dit de révolution parce qu'il peut 
être engendré par une ellipse tour- 
nant autour de l’un deses axes. En 


géodésie par exemple, on prend la surface du globe terrestre pour 
un ellipsoïde de révolution de demi-axes 


a = b — 6377 km et c = 6356 km. 


Lorsque a = b = c, l’ellipsoïde se transforme en une sphère. 
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$ 8. Équation du paraboloïde de révolution 


Soit la parabole 
X°? = 2pZ (1} 


d’axe vertical située dans le plan Ozz et tournant autour de son axe. 
(axe Oz). La surface engendrée porte 
le nom de paraboloïde de révolution 
(fig. 207). 

Pour établir l'équation du parabo- 
loïde de révolution, considérons un 
point quelconque M (x, y, z) de cette 
surface et supposons que ce point soit 
engendré par le point V (X, O0, Z) de 
la parabole donnée, tournant autour 
du point C (0, 0, Z). 

Les points M et N étant situés 
dans un même plan horizontal et 
CN = CM comme rayons d’une même 


circonférence, on a #7 
X=Vr+y?, Fig. 207 
Z =: @) 


Introduisant les formules (2) dans l'équation (1), on obtient l'équa- 
tion du paraboloïde de révolution 


x? + y? = 2pz. 


Remarquons que la surface de mercure remplissant un récipient cylindrique- 
vertical prend la Line de paraboloïde de révolution, si ce récipient est animé- 
d'une rotation rapide autour de son axe. Cette circonstance est mise à profit 
pour l'obtention de miroirs paraboliques. 


EX ERCICES 


1. Quelles sont les images géométriques de l’espace qui correspondent 
aux équations suivantes: 


a) zy = , e) y=1,z2= —2; 

b) zz = yz; f) 2 = 0; 

©) P+y—2=0; )2+ÿ= 0; 
LIL )2+ += 0? 


2. Déterminer la longueur de la perpendiculaire menée de l'origine des. 
coordonnées au plan 


z—y+z V2—8—0, 


et les angles faits par cette perpendiculaire avec les axes de coordonnées. 

3. Ecrire l'équation du plan parallèle à l'axe de coordonnées O0: et décou- 
pant sur les axes Or et Oy respectivement des segments de longueur 2 et 3. 

4. Ecrire l'équation du plan passant par le point A (1, 2, 3) et perpen- 
diculaire à l'axe Oz. 
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a Soit z = f (x, y) une fonction donnée par le tableau à deux en- 
trées: 


Trouver la valeur approchée de z pour x — 72 et y — 20 en supposant la 
fonction =: linéaire, c'est-à-dire du premier degré par rapport à x et y. 
6. Quels sont les angles faits par la droite 
z—1 __y+2 2 


1 —1 — y/2 


avec les axes de coordonnées ? 
7. Trouver les « traces » (c'est-à-dire les points d’intersection) de la droite 


z+1i _y—1 _ :+2 
2 4 


.sur les axes de coordonnées. 

8. Ecrire l'équation de la sphère de centre au point C (2, —2, 1) passant 
par l’origine des coordonnées. 

9. Ecrire les équations paramétriques de la parallèle de la sphère 


+yÿ+zi= R: 


-de distance angulaire @& (| &| << 5) à l'équateur z — 0, en prenant pour para- 
mètre la longitude @ du point courant M (zx, y, 2). 
10. Calculer les demi-axes de l’ellipsoïde 
22 + 2y° + 32 = 4. 


11. Calculer les demi-axes de l’ellipse obtenue par l'intersection de l'ellip- 
soïde 


z° y* 2° . 
Di 9 a 
et du plan zx = 3. 
12. Ecrire l’équation de la tangente à la ligne hélicoïdale 
z—=acosSt, y—=asint, 2: = bt (1) 


-au point M, correspondant au paramètre t = t,. 
Quel est l'angle fait par cette tangente avec l'axe O:? 
Trouver les projections de la ligne hélicoïdale sur les plans de coordonnées. 


CHAPITRE XX 


FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


$ 1. Notion de fonction de plusieurs variables 


Jusqu’à présent nous n’avons étudié que les fonctions d'une seule 
variable, mais en pratique (dans de nombreux problèmes de géo- 
métrie, de sciences naturelles, etc.) on a souvent à étudier des fonc- 
tions de deux, de trois et d’un plus grand nombre de variables. 
Indiquons quelques exemples de telles fonctions. 


Exemple 1. — L'aire d’un triangle 
1 
U mr] Ty 


de base z et de hauteur y est une fonction de deux variables indépendantes 
x et y, définie dans le domaine de x > 0 et y > 0. 
Exemple 2. — En résolvant l'équation de la sphère 


++ R 
par rapport à :, on obtient pour = > 0 


Ici, la cote z d’un point situé sur l'hémisphère supérieur est une fonction 
de deux variables z et y qui sont l’abscisse et l’ordonnée de ce point. Cette fonc- 
tion est définie dans le cercle 1° + y < R%. 

Exemple 3. — Le volume d'un parallélépipède rectangle 


V = 2yz 
de dimensions r, y et = est une fonction de ces trois variables, définie dans l'oc- 
tant positif de l'espace rapporté au repère Ozryz. 
Exemple 4. — Suivant la loi de Newton, la force F avec laquelle s'attirent 


deux points matériels de masses m et m,, occupant les positions respectives 
M (x, y, 5) et Mi (ti Yas 1), est 


mm 
C1 2) +19 + (2) 


où k est une constante (appelée « constante de l'attraction universelle »). La 
force F est donc une fonction de six variables: x, y, 2, r;, ÿy1, z. 


F=khk 


Faisons une remarque importante: foute fonction de plusieurs 
variables devient une fonction d'un plus petit nombre de variables si 
on fixe une partie de variables, c’est-à-dire si on leur donne des valeurs 
constantes. 
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Soit donnée par exemple une fonction de trois variables x, y et z 
u = f(x, y, 2). 
Si l’on pose que z garde une valeur constante 
Z2 = 0; 


on obtient une fonction de deux variables z et y: 


u = f(x, y, c). 


En supposant par ailleurs que deux variables y et z restent in- 
changées : 
y=betz=ce, 
on obtient une fonction 
u = f(x, b, c) 
d’une seule variable x. ; 
Ainsi, dans de diverses questions on peut considérer la fonction 
à volonté comme une fonction d’une seule, de deux ou de trois va- 
riables. 


En toute rigueur, la presque totalité de dépendances physiques nous four- 
nissent des exemples de fonctions d'un assez grand nombre de variables. Mais 
en étudiant ces dépendances, nous négligeons une partie de facteurs secondaires 
et limitons par là même le nombre de variables en le réduisant au minimum. 

Par exemple, l'espace s parcouru pendant le temps & par un corps en mouve- 
ment de chute libre dépend des variables suivantes: t temps de chute, Q aire 
de la section droite du corps. ç latitude de l’endroit, À altitude de l’endroit 
au-dessus du niveau de la mer, P pression de l'air, T7 température de l'air, 
n coefficient de viscosité de l'air, etc. On doit donc écrire 


= f (t, Q, F, À, P, T, n: +. 
En première approximation, toutes les variables sauf le temps t sont peu 
importantes. En les négligeant, on obtient 
| s= j (1) 
et on retrouve la formule connue 


S=—— 


D) 7 


où g est l’accélération de la pesanteur qu'on prend pour une constante. 

Si on tient compte, au moins en partie, du rôle des autres variables, on 
aura pour s des formules de plus en plus précises dépendant d’un nombre de 
variables de plus en plus grand. 


L'image géométrique (représentation graphique) d’une fonction de 
deux variables 


z = f(x, y) 


est en général une surface dans l’espace Oxyz. 

En effet, supposons que la fonction donnée soit définie dans une 
région @ du plan Ozxy. Alors, à chaque couple de valeurs de x et y 
prises dans la région w correspond, suivant la formule (1), une cer- 
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taine valeur de z; en d'autres termes, à tout point (x, y, 0)E w 
on fait correspondre un point M (x, y, z) appartenant au graphe de 
la fonction et constituant l'extrémité de la perpendiculaire NM 
menée au plan Ozry (MN 1 Oxy). 

Si le point N parcourt toutes les positions possibles couvrant la 
totalité de la région &, le point À qui lui est lié, décrira dans le cas 


Fig. 208 


général une certaine surface .P !) de l’espace qui « surplombe » Îla 
région ©. On peut se représenter dans l'esprit que P est un «toit » 
construit au-dessus de la surface w. C’est la surface P qui est la repré- 
sentation graphique de la fonction (1) (fig. 208). La représentation 
géométrique des fonctions de trois et d'un plus grand nombre de 
variables n’est pas susceptible d’une interprétation géométrique 
simple. 

Dans certains cas on peut interpréter géométriquement le com- 
portement d’une fonction en considérant ses lignes de niveau (ou ses 
surfaces de niveau), c'est-à-dire des lignes (ou des surfaces) où la 
fonction donnée prend une valeur constante. 


Définition 1. — Or appelle ligne de niveau d'une 
fonction 


z = f(x, y) 


l’ensemble des points du plan Oxy en di us cette fonction a une seule 
et même valeur (isocourbe). 


Ainsi, l'équation de la ligne de niveau s'écrit 


f (x, y) = C, 


où C est une constante. 


1) Il s'agit des fonctions élémentaires les plus simples. 
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Exemple. — Construire la famille de lignes de niveau de la fonction 
2 = 2° + y?. 


En donnant à z des valeurs non négatives z = 0, 1, 2, ... (il est évident 
que : ne peut pas être négatif), on obtient respectivement les équations des li- 
gnes de niveau de la fonction : x* + y? — 0 qui traduit le point O (0, O0): z° +- 
+ y° = 1 qui donne une circonférence de rayon À — 1 de centre © (0, O); 
+ y? = 2 qui représente une circonférence de rayon R = V2 de centre 
O (0, 0), etc. 

Ainsi, les lignes de niveau de notre fonction constituent une famille de 
circonférences concentriques de centre O. En traçant ces lignes, on obtient pour 
la fonction donnée une « carte de la sur- 
face » avec des cotes (fig. 209). 

La figure 209 nous montre clairement 
de la fonction = croît le long de toute 

irection radiale. Aussi, l’image géomé- 
trique de la fonction dans l’espace Ozy: 
représente-t-elle un « trou » géant à bords 
abrupts. Théoriquement, c’est un para- 
boloïde de révolution  (v. 
chap. XIX, 8 8). 


Définition 2. —On appelle 
surface de niveau d'une 
fonction 


— f(x, y, 2) 


Fig. 209 l'ensemble des points de l’espace Oxyz 
en lesquels cette fonction a une seule 
et même valeur (isosurfaces). 

Les lignes et les surfaces de niveau se rencontrent constamment 
dans les problèmes de physique. C’est ainsi par exemple qu’en re- 
liant sur la carte de la surface terrestre les points qui sont à la même 
température diurne moyenne ou ceux qui sont à la même pression 
atmosphérique, on obtient respectivement les isothermes et 
les isobares qui constituent d'importantes données de départ 
pour les prévisions météorologiques. 


$ 2. Continuité 


Soit z = f (x, y) une tonction de deux variables x et y dont l’en- 
semble des valeurs (x, y) sera appelé, pour abréger, tout simple- 
ment un point; ainsi, z est fonction d'un « point ». 

Donnons à la variable x un accroissement Az sans toucher à la 
variable y. Alors la différence 


A,z = f(x + Az, y) — f(x, y) (1) 


est appelée accroissement partiel de la fonction f (x, y) par rapport à 
la variable x. On peut donc écrire 


Axf (x, y) — Î (z + Az, y) —/ (x, y). (2) 
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D'une manière analogue, si on donne un accroissement Ay à 
la variable y, en laissant la variable x inchangée, la différence 


Auf (&, y) = f(&, y + Ay) — f(x, y) (2'} 


est appelée accroissement partiel de la fonction f (x, y) par rapport à 
la variable y. 

Enfin, il se peut que les deux variables zx et y s’accroissent à la 
fois respectivement de Az et Ay. Alors l'accroissement correspondant 
de la fonction 


Af (x, y) = f (x + Az, y + Ay) — f (x, y) (3} 
est appelé accroissement total de la fonction f (x, y) (ou tout simple- 
ment accroissement de la fonction). 


Naturellement, nous ne considérons ici que des points 


(x, y), (x + Az, y), (x, y + Ay), (x + Az, y + Ay), 


pour lesquels la fonction f a un sens, c’est-à-dire est définie. 

Remarquons que des formules (2), (2°) et (3) il résulte qu’erz 
général l'accroissement total d'une fonction n'est pas égal à la somme 
des accroissements partiels de cette fonction: 


Af (x, y) # ÀA.f (x, y) + AÀ.f (x, y). 


Exemple. — Calculer l'accroissement de la fonction 
ÊG y) = + zy — 2, 


si x a varié de 2 à 2,2 et y de 1 à 0,9. 
Ici, 
Ar = 0,2 et Ay = —0,1. 


On a 
12, 1)=2%+21—2.1 = 4 
et 
1 (2,2; 0,9) = 2,2? + 2,2.0,9 — 2.0,9 — 5,20. 
Donc 


Af (2: 1) = 5,20 — 4 = 1,20. 


On définit et on note de même les accroissements partiels et to- 
taux d’une fonction d’un nombre de variables supérieur à deux. 


Définition 4. — On dit qu'une fonction f (x, y)est continue 
2n un point (zo Yo) Si: 1) elle est définie en ce point et celui-ci 
est un point limite du domaine d'existence de cette fonction; 2) aux 
accroissements infiniment petits \ 


Aïo = ZT — 2zo et Ayo = y — Yo 
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des variables x et y correspond un accroissement infiniment petit Af (x, 
Yo) de La fonction f (x, y), c'est-à-dire sion a 


lim Àf (20 Yo) — Fe au (to + A%o, Yo+ AYo) — f (Xo: Yo)] =0!), (4) 


AXo—0 

AYn—0 A0 

quelle que soit la façon dont les accroissements Azx, et Ay,, pour 
lesquels j (zo + Azxo, Yo + Ayo) a un sens, tendent vers zéro. 


Pour plus de clarté, on peut admettre qu'une fonction f (x, y), 
continue en un point (xs, yo), est définie aussi bien en ce point que 
dans un certain voisinage de ce dernier et 
que si les accroissements Az, et Ay, sont suffisamment petits en 
module on a l'égalité (4). 


Définition 2. — On dit qu'une fonction f(x, y)estcontinue 
sur un domaine donné si cette fonction est continue en 
tout point de ce domaine, c'est-à-dire si pour tout point (x, y) du 
domaine on a 


lim Af(x, y) — in [f(r+Ax, y+Ay)—f(x; y)]=0. (5) 
Au—0 A 0 


Nous supposons ici, comme d'habitude, que le point translaté (x + 
+ Az, y + Ay) appartient au domaine considéré et que f (x + Az, 
y + Ay) existe (d’après la définition 1 l’ensemble de tels points 
n’est pas vide dans tout voisinage du point (x, y)). Ainsi, on peut 
dire qu’une fonction est continue si, et seulement si, à des accroisse- 
ments infiniment petits de ses arguments correspond un accroissement 
infiniment petit de la fonction. 


Exemple. — La fonction 


JU D=Vr+V ut Viry 


est définie et continue dans le triangle: A= {12>0,y>0;r+u< De 
Remarquons que les points appartenant à la frontière de l'ensemble À ne son 
pas ses points intérieurs. 


11 résulte de la formule (5) que 
f(x + Az, y + Ay)= f(x y)+ a, (6) 


où « est un infiniment petit quand Azr —+ 0 et Ay — 0. Ainsi, lors- 
qu'une fonction f (x, y) est continue, Les valeurs qu’elle prend en deux 
points infiniment proches diffèrent d'une fonction infiniment petite. 

Posons z + Az = zx, et y + Ay = y,; il est évident que lorsque 
Az 0, Ay—0,on az, —zxet y, + y et inversement. La formu- 
le (5) permet alors de donner la définition de la con- 


1) Pour la définition de la limite d’une fonction, v. chap. VII, $ 3, remar- 
que. PR | che 
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tinuité d'une fonction, équivalente à la 
précédente: 

Jim f (m; y) = f(x, y). 

1X 


Vi 


$ 3. Dérivées partielles premières 
Soit donnée une fonction 


2 — Î (z, V)E 
Ici et dans les paragraphes qui suivent, nous supposerons par souci 
de simplification que pour tout point considéré (x, y) la fonction 
est définie aussi bien en (x, y) que dans un certain voisinage de ce 
point. 
Considérons le rapport de l'accroissement partiel 


A,z = f(x + Az, y) — f(x, y) 

de la fonction z par rapport à la variable x à l'accroissement Az 
de cette variable: 

A +2 —{&w+Ar, y) — f(z, y) 

Az Az 
La limite de ce rapport, si elle existe, quand Azx tend vers zéro est 
appelée dérivée partielle première (ou du premier ordre) de la fonction 
z = f (x, y) par rapport à x. On la note 


dz , 
= je(x, y) 
(et on prononce « d rond z sur d rond zx»). 
Aiïinsi,ona 


& - on [Et ÊE, pie g) 
Ax-0 
On définit de même la dérivée partielle + = f, (x, y) de la fonc- 
tion z = f (x, y) par rapport à y: 
05 lim f(z, y+Ay)—Ff(x, y) 
0Y  Ay-0 Ay 
Définition. — On appelle dérivée partielle d'une fonc- 
tion de plusieurs variables par rapport à l’une de ces variables Le rap- 
port de l'accroissement partiel correspondant de la fonction à l’accrois- 
sement de la variable indépendante, considéré à condition que ce dernier 
tende vers zéro. 
Remarquons que si on prend la dérivée : de la fonction z = 
= f(x, y), yest considérée comme constante; 


si on calcule +, c'est r quiest prise pour constante. 


25 -0131 
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La dérivée partielle d'une fonction de plusieurs variables est donc 
égale à la dérivée de la fonction d’une seule variable qu'on obtient si 
l’on admet que toutes les variables indépendantes sont constantes, sauf 
celle par rapport à laquelle on prend la dérivée, c'est-à-dire 

of 
dz 

Le calcul de dérivées partielles n’exige donc aucune nouvelle 
règle de dérivation. Aussi, peut-on utiliser les formules connues 
(v. chap. X, $ 13). 


Exemple 1. — Soit la fonction 
: = 2 sin y + y\. 


d s 
(x, y)], où y=—constante, etc. 


11 est facile de voir que 
0z Oz 
7-92. PS LES 3. 
3x 3r°? sin y, Er x3 cos y + 4y 
On définit et on calcule de même les dérivées partielles d’une fonction 
u — f(x, y, z) de trois variables x, y, z, etc. 
Exemple 2. — Soit la fonction 


u = 28 — yt + 32%. 


On a 
ou 8 d u 
— = —— — Lys ns ne 4 
2x 6x, 5 iyS, - 1524. 
Lorsqu'on a une fonction 
z = (x, y) 


Fig. 210 


il n’est pas difficile de donner une interprétation géo- 


métrique de ses dérivées partielles _. = f, (x, y) et 2e = 


= f, (x, y). L'image géométrique de cette fonction est une certaine 
surface P (fig. 210). 
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En posant y = constante, nous obtenons une courbe plane F.. 
qui représente la section de la surface P par un plan correspondant 
parallèle au plan de coordonnées Ozxz. Soient MX la tangente à la 
courbe T', au point M (x, y, z) et « l’angle fait par cette tangente 
avec la direction positive de l’axe Ox. Puisque 


CRE 
0x lL dr Jy=constante”? 
la signification géométrique de la dérivée ordinaire permet d'écrire 


0: 
x —t8 Œ. 


D'une manière analogue, si , est la section de la surface P 
par un plan x = constante, et 8 l’angle entre l’axe Oy et la tangente 
ML à la courbe l, au point M (x, y, z),ona 


Ôz 
PTE tg B. 


$ 4. Différentielle totale d’une fonction 


Soit z = f (x, y) une fonction de deux variables indépendantes z 
et y. L'’accroissement total de cette fonction: 


Az = f (x+ Az, y + Ay) — f(x, y) 


est la différence des valeurs que cette fonction prend aux points 
M (zx, y) et M° (x + Az, y + Ay). Désignons par p la distance de 
ces points: 


p=V (Ar) + (Ay}°. 


Si, quand p tend vers zéro, on peut choisir des quantités 4 et B 
indépendantes de Azx et de Ay et telles que l'expression 


A Az + B Ay 


ne diffère de l’accroissement total Az de la fonction que d’un infi- 
niment petit d'un ordre supérieur à p, on appelle cette expression 
partie linéaire principale de l'accroissement total de la fonction. 
Dans ce cas, on obtient 


Az = À Az + B Ay + Yyp, (1) 


où y — 0 lorsque p —+ 0 (ou, ce qui revient au même, y —+ 0 quand 
Az — 0 et Ay —+ 0). 

L'expression (1) peut s’écrire sous une autre forme. Puisque Ar = 
= pcosp, Ay = psin op (fig. 211)},on a 


p = Az cos + Ay sin y; 
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Az = À Az + B Ay + «à Az + BAy, (1°) 


a = ycosp—>0 et B = y sin p—+0 


lorsque p —+ 0, c'est-à-dire lorsque Az —+ 0 et Ay —+ 0 et inversement. 


M 


Fig. 211 


En généralisant la définition de la différentielle de la fonction 
d’une seule variable au cas d’une fonction de deux variables indé- 
pendantes, on peut énoncer les définitions suivantes: 


Définition 1. — On appelle différentielle d'une va- 
riable indépendante l'accroissement de cette variable, 
c'est-à-dire 

dx = Az et dy = Ay. 


Définition 2. — On appelle différentielle totale 
(ou tout simplement différentielle) de la fonction 
z = f (x, y) de deux variables indépendantes x et y la partie linéaire 
principale de l'accroissement total de cette fonction. 


Cette définition s'étend de façon naturelle à des fonctions de 
n'importe quel nombre de variables. 
En désignant la différentielle de la fonction par la lettre d, on 
peut écrire 
dz = À Az + B Ay, (2) 


où À et B sont indépendantes de Az et de Ay et de plus 
Az — dz = à Az + BAy, 


où « et B sont des infiniment petits si Az — 0 et Ay —+ 0. 

Une fonction qui possède une différentielle dans un domaine 
donné est appelée fonction düifférentiable dans ce domaine. Si une 
fonction z est différentiable, son accroissement total Az est donné 
par la formule (1) ou (1°). 

Remarquons que si une fonction z = f (x, y) est différentiable, 
elle est continue. En effet, en passant à la limite dans la for- 
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mule (1°) lorsque Az —+ 0 et Ay —+ 0, on obtient 


ce qui signifie que la fonction z est continue (v. & 2). 
Exemple. — Calculer la différentielle de la fonction 
2 = Zy. 


La fonction = peut être considérée comme l'aire d’un rectangle de côtés x 
et y (fig. 212) 1). En donnant aux côtés z et y des accroissements Az et Ay, 


DIN ML; 


Fig. 212 


nous obtenons l'accroissement Az de l'aire z représenté par l’aire de la « bor- 


dure »: 
Az = (zx + Az) (y + Ay) — zy = y Az + x Ay + Az-Ay. 


Quand Az —+ 0 et Ay — 0, la partie principale de cet accroissement, constituée 
par deux rectangles de côtés y, Az et r, Ay,est la différentielle dz de l'aire z; 


par suite 
dz = y Az + x Ay. 


Théorème 1. — La différentielle d’une fonction est égale à la 
somme des produits des dérivées partielles de cette fonction par les diffé- 
rentielles des variables indépendantes correspondantes. 


Démonstration. — Soit z = f (r, y) une fonction différen- 
tiable, c'est-à-dire ayant une différentielle 
dz = À Az + B Ay. (3) 
Pour déterminer les coefficients À et B, écrivons l'accroissement 
total de cette fonction 
Az = À Az + B Ay + & Az + B Ay, (4) 


où « et B sont des infiniment petits lorsque Az —> 0 et Ay —+ 0. 
En posant Ay = 0 dans la formule (4), nous obtenons l’accroissement 
partiel 


À,z = À Az + «& Az. 


1) Pour plus de clarté, nous supposons z et y positives. 
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D'où 
Axz _ 
Az A+a 
et donc, lorsque Az —+ 0, nous aurons 
Axz ôz 
lim == =— — A 
Ax—0 Az GE 4 


De façon analogue, en posant Ar = 0 dans la formule (4), nous 
trouvons 


Au 
liim——-=——8p 
ay-o AY y 
Ainsi, 
Oz 0z 
As B=. 


En introduisant ces valeurs dans la formule (3) et en tenant compte 
de ce que Az = dr et Ay = dy, nous obtenons en définitive 


| “8z . : 8 , + 
Pr to de (5) 
ss TE 


Corollaire. — Une fonction donnée ne possède qu'une seule diffé- 
rentielle. 


En effet, de la démonstration du théorème 1 il résulte que la dif- 
férentielle de la fonction z = f (x, y), si elle existe, s'exprime néces- 
sairement par la formule (5). 


Remarque. — Il s'ensuit de la formule (5) que la différentielle d: d'un: 
fonction z = f (x, y) de deux variableszetyest une fonction de qua- 
tre variablesindépendantes zx, y, dr. dy, quiest linéaric (c'està- 
-dire du premier degré) par rapport au second couple de variables. Le premier 
couple de variables, z et y, représente les coordonnées du point M (x, y) en 
lequel on calcule la différentielle ; le second couple de variables, dx ct dy, donne 
les coordonnées du vecteur déplacement du point 
M (x, y) lorsque celui-ci passe en un point infiniment proche M' (zx + dx, y + 
+ dy), où dr et dy sont les projections du segment MM” sur les axes de coordon- 
nées correspondants Oz et Oy. 


Théorème 2 (condition suffisante de différentiabilité d’une 
fonction). — Une fonction z = f(x, y) est différentiable dans un 
domaine donné et sa différentielle s'exprime par la formule (5), si 


cette fonction possède dans ce domaine les dérivées partielles continues 
Hf(z jet f(x Poe ee CU 
êz x ? y dy —— JY ‘ y . 


Démonstration. — Considérons l’accroissement total de la fonc- 
tion 


Az = f(x + Az, y + Ay) — f (zx, y). 
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En retranchant et en ajoutant le terme f (x, y + Ay), nous aurons 
Az = (f(x + Az, y + Ay) — f(x, y + Ay)l + 
+ Tf (x, y + Ay) — f(x, y)l. (6) 


Le premier crochet de la formule (6) représente l'accroissement 
della fonction f (x, y) par rapport à la variable x pour une valeur 
fixe y + Ay de la seconde variable y, qui peut donc être considéré 
comme l'accroissement de la fonction d'une seule variable x. En 
fixant la valeur de y + Ay et en appliquant le théorème des accrois- 
sements finis de Lagrange (chap. XI, $ 1), nous obtenons 


f (x + Az, y + Ay) — f(x, y + Ay) = Azfi (x, y + Ay), 


où z est une valeur intermédiaire entre x et x + Ax. 

De façon analogue, le deuxième crochet de la formule (6) est 
l'accroissement de la fonction f (x, y) par rapport à la variable y 
pour une valeur fixe de la variable zx. Par 
suite, l'application du théorème de La- P(E,y+4y) 
grange nous donne 


f(x, y + Ay) — fa, y) = Ayf, (x, Ÿ), Gr) 

h (8) 
où y est une valeur intermédiaire entre y 
et y + Ay. Des formules (6), (7) et (8) il M&y) F 
résulte que . 
Az = Az fa (x, y + Ay) + Ayfi (x, ÿ). HER 


(9) 
Soit Az —+ 0 et Ay —+ 0. Les dérivées f, (x, y) et f, (x, y) étant con- 
tinues, les valeurs qu'elles prennent aux points infiniment proches 


P(z, y + Ay)et M (x, y) et respectivement Q (x, y) et M (x, y) 
(fig. 213), diffèrent l’une de l’autre de quantités infiniment peti- 
tes ($ 2); par suite 


fe (&, y + Ay) = fax, y) +a et fox, y) = f,(x, y) + B, 


où œ et $ sont des infiniment petits quand Az —+ 0 et Ay —+ 0. On en 
déduit par la formule (9) 


Az = (fc (x, y) Az + f(x, y) Ayl + (& Ar + B Ay). (10) 


La partie linéaire principale de l’accroissement total Az d’une 
fonction est, par définition, la différentielle dz de cette fonction. 
Par conséquent, la formule (10) donne 


di=fi(e, y) Az+f(e y) Ay = dr + dy, 


ce qu’il fallait démontrer. 
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Exemple 1. — Calculer la différentielle de la fonction 


z = zx. 
Ici, 
= et = In z. 
D'où 
FAC dz FAR dy =yzV"1 dr + xV ]n x dy. 
Ôz ôy 


Remarque. — De manière analogue, si une fonction u = f (x, 


y, z) possède des dérivées partielles _. ; Fe et = , Sa différentielle 


s'exprime por la formule 
ou ôu ou 
TL 71 UT 


où dr = Az, dy = Ay et dz = Az. 


Exemple 2. — Calculer la différentielle de la fonction 


=— €7, 
On a 
du 1, du _ 5, du _z 
OZ y dy y À y 
Par suite, 
| z z 
lien ce (<a à + &). 
x y y? y+ y 


Si les accroissements Az et Ay sont suffisamment petits, l’accrois- 
sement d’une fonction différentiable 


Af (x, y) = f (x + Az, y + Ay) — f (x, y) 
peut être remplacé de façon approchée par la différentielle df (x, y) 
de cette fonction : 
df (x, y) = fx (x, y) Az + fy (x, y) Ay. 
On peut donc écrire une égalité approchée 
f(z + Az, y + Ay) — f(x, y) © fa (2, y) Az + fe (x, y) Ay, 
qui est relativement d’autant plus exacte que | Ax | et | Ay | sont 
plus petits. 


Exemple 3. — On considère un rectangle de côtés z — 6 m et y = 8 m. 
Quelle sera la variation de la diagonale de ce rectangle si le côté x est augmenté 
de 5 cm et le côté y est diminué de 10 cm? 

En désignant la diagonale du rectangle par u, on a 


u= Vr y. 
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D'où, en remplaçant l'accroissement Au de la diagonale par la différen- 
tielle du de cette dernière, on obtient de façon approchée 


z y __zAr+yAy 
Var Va Van” 
En posant dans la dernière formule 

= 6 m, Az = 0,05 m; 
y = 8 m, Ay—= —0,10 m, 


Au = du= 


on obtient 

__ 6-0,05+8-(—0,10) _ 
V'36+64 

Ainsi, la diagonale du rectangle diminuera d'environ 5 cm. Un calcul plus exact 

donnerait Au = —0,045 m. 


Au —0,05 m. 


$ 5. Application de la différentielle d’une fonction 
aux calculs approchés 


En utilisant la différentielle totale d’une fonction on peut établir 
comment les erreurs commises sur ses arguments influent sur la va- 
leur de la fonction. 

Problème. — Calculer la marge d'incertitude absolue A, de la 
fonction 

z = f(x, y) 


connaissant les marges d'incertitude absolue A, et A, des argu- 
ments x et y: 
[Az |< A, et | Ay|< A. 
On a 
[Az 1= {f(x + Az, y + Ay) — f(x, y) |. 


En remplaçant l'accroissement de la fonction par sa différentielle, 
on obtient 


[Az IÆ fe (e y) Az + jy (2, y) Ag |. 
On en déduit une majoration approchée 
dz 02 
jasi<||1ar1+]<E|raur. 
La marge d'incertitude absolue de la fonction z est donc égale à 
Oz 

a=|#|4.+|# |A. (4) 
Exemple. — L'hypoténuse d'un triangle rectangle z— 120 m!'+2 m 
et l’un des angles aigus y = 30° + 1°. Avec quelle précision peut-on calculer 


le côté z de ce triangle, opposé à l’angle donné? 
On a 


2 
dx 


z = zx Sin y. (2) 
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D'où 


En posant z—120, A,—=2 et = Ay= 355" on trouve par les formu- 
les (2) et (1) 
z — 120 sin 30° = 60 m 
et 
EL 


A, =sin 30°-2+120-cos 30 ‘180 — 


1+1,8—2,8 m. 
Par suite, 
z = 60 m + 2,8 m. 


. La formule (1) permet aussi de déterminer la marge d'incertitude 
relative de la fonction: 


En particulier, posons 
z= 12 (150, y HO). 
Alors, 


| A =|y|lA:+IzIA, 
et, par suite, 


À: Ay 
ET 

ou 
Ôz = Ôx + Ôys 


c'est-à-dire que la marge d'incertitude relative d'un produit est égale 
à la somme des marges d'incertitude relatives des facteurs. 


$ 6. Notion de dérivée d’une fonction suivant une direction donnée 


Soit u = f (x, y) une fonction définie dans un domaine «w. Con- 
sidérons un point M (x, y) € w et une direction ! définie par les 
cosinus directeurs cos & et cos B = sin &« (c’est-à-dire que cos & 
et cos B sont les cosinus des angles faits par le rayon / avec les direc- 
tions positives des axes de coordonnées Ox et Oy). Lorsque le point 
M (zx, y) se déplace suivant la direction donnée ! au point M” (x + 
+ Az, y + Ay)E w, la fonction u = f (x, y) varie d’une quantité 


Au = f (x + Az, y + Ay) — f(x, y), (1) 
que l’on appelle accroissement de La fonction u dans la direction donnée I 


(fig. 214). Si MM” = Al est le déplacement du point M, du triangle 
rectangle MPM" on tire 


Az= Al:cos «, 
C2) 


Ay= Al.cosh, 


$ 6] DERIVÉE D'UNE FONCTION SUIVANT UNE DIRECTION DONNÉE 395 


par suite, 
Au = f(x + Alcos a, y + Al cos B) — f (x, y). 
Définition. — On appelle dérivée d'une fonction u 
dans une direction donnée l la limite du rapport de 


Fig. 214 


l'accroissement de la fonction dans cette direction à la valeur du dépla- 
cement, lorsque cette dernière tend vers zéro, c'est-à-dire 


ou : Au 
——= lim (3) 
8 ho Al 

De ce point de vue, les dérivées Le et © — — peuvent être considérées 


comme les dérivées de la fonction u re les directions positives des 
axes de coordonnées Oz et Oy. 

La dérivée Sdonnelavitesse de variation de la 
fonction dans la direction L. 

Proposons-nous d'établir la formule pour la dérivée en sup- 


posant la fonction u = f (x, y) dérivable. En vertu de la définition 
de la différentielle d’une fonction, l'accroissement de la fonction 
diffère de sa différentielle d’un infiniment petit d’un ordre supérieur 
par rapport aux accroissements des variables indépendantes. Par 
suite, en appliquant la formule de la différentielle totale ($ 4, (5)), 
on aura 


Au = + 2 Az+ T Ay+e,Az+eAy, 


où 8e, —> 0 et e — 0 au us et Ay —+ 0. On en déduit en 
vertu des relations (2) 
Au = (+ cos a +5 cos B) A+ (e, cos « + €, cos B) Al. 


Par suite, 


Ô 
Le = _ cos a+ cos +8, cos a +e, cosf. 
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En passant à la limite dans la dernière formule pour Al tendant vers 
zéro, c'est-à-dire lorsque Az —> 0 et Ay —+ 0, en partant de la défi- 
nition (3), on obtient la formule cherchée pour la dérivée de la fonc- 
tion dans la direction donnée: 

ou du ôu e 

TZ cosa+ cos f, (4) 
où cosf = sin &@. 

Exemple 1. — Calculer l'accroissement de la fonction 
u= 2 + 2zy — 

lorsque le point M (1, 2) se déplace d'une distance AZ = 0,1 dans la direction £ 
faisant un angle «a —arctg — avec la direction positive de l’axe Oz. Quelle est 


4 
la valeur de la dérivée + au point M? 
On a ga=+ et 0<a<+. D'où 


seca=YV1+tga— V'1+£-5 : 


par suite, 


cos a = ms 
= __S$ 


sec & 
et 
3 
Fa L 1 


3 


sina=tg a-cos a— LORS 
Te T4 5 5 


En utilisant les cosinus directeurs cos a=+ et cos p—< obtenus pour la 


direction !, on trouve les accroissements des coordonnées du point M: 


Az=Al:-cos a=0,1:-2—0,08 


5 
et 
Ay= Al:-cos B—=0,1 += 0,06. 
Ainsi, le point M’ a pour coordonnées 
Z = z+ Az = 1 + 0,08 = 1,08 
et 


ÿY1 = y + Ay = 2 + 0,06 = 2,06. 
D'où l'accroissement cherché de la fonction u: 
Au = (1,08° + 2-1,08-2,06 — 2,062?) — (1° + 2-1-2 — 2°) = 
= 1,3724 — 1 — 0,3724. 
Remarquons que 


= 3,17. 


Au 
l 
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On a par ailleurs 


Ou ou 
x 27 + 2y, on 
il s'ensuit 
Ou ou 
hs (Gi 
et donc 


CO ORASE EE ET 


Remarque. — La dérivée de la fonction u = f (x, y, z) dans 
la direction L = {cos æ, cos B, cos y} a pour expression 


ou ôu ou ou 
A — 97 0SAT 3 COS p+-— cos Ÿ. 


$ 7. Gradient 


Définition 1. — On dit qu'un champ scalaire est dé- 
fini dans un domaine «w ?), si pour tout point M € w est donné un 
certain scalaire (c'est-à-dire un nombre) 


u = f (M). (1) 


Ainsi, w est une fonction numérique d’un point. 

Comme exemples de champs scalaires on peut citer : le champ de 
température, c’est-à-dire la distribution de la température dans un 
corps échauffé, la distribution de concentration d’une substance dans 
la solution, etc. 

Si le domaine « est situé dans le plan Ozy, tout son point M 
est défini par la donnée de deux coordonnées (x, y), de sorte que le 
champ scalaire plan (1) peut s’écrire sous la forme 


u — f(x, y) ((x y) E ao). (2) 
De façon analogue, pour un domaine « de l’espace Ozxyz, on aura 


u = f(x, y, 2) ((x, y, 2) € ©). 


Ainsi, la notion de champ scalaire donne une interpréta- 
tion physique de la fonction de plusieurs variables. 


Définition 2. — On dit qu'un champ vectoriel est 
défini dans un domaine donné w, si à tout point M € w est associé un 
certain vecteur 


a=F(M). (3) 


1) Conformément à la tradition, le terme « domaine » est ici synonyme du 
terme « ensemble ». Pour la définition de la notion de domaine, v. $ 11. 
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À titre d'exemples de champs vectoriels on peut indiquer: le 
champ de vitesses, à un instant donné, des points d’un courant de 
fluide, le champ de force produit par un centre d'attraction, etc. 

Pour le cas d’un champ vectoriel plan (3) (w € Oxy) on aura un 
vecteur fonction 


a=#F(z, y) ((x, y) € ©). (4) 
D'où, en passant aux coordonnées du vecteur a, on obtient 
ax = Fi (zx, y), y — Fa (x, y). (5) 


Ainsi, la donnée d’un champ vectoriel plan (4) est équivalent à 
la donnée de deux champs scalaires (5). 
_ De façon analogue, pour le cas d’un champ vectoriel dans l’es- 
pace (© € Oryz), on obtient 
a=F (x, UE z), (6) 
ou encore, en coordonnées, 
ax = Fix, y, 2), ay = Fa (x, y, 2), a; = Fa (x, y, 2). 
(7) 
Ainsi, le champ vectoriel (6) est équivalent à trois champs scalaires 
(7). On s'explique ainsi la commodité du langage 
vectoriel: il permet d'exprimer plusieurs relations scalaires 
par une seule formule vectorielle. 


L'ensemble des points M pour lesquels le champ scalaire (1) 
conserve une valeur constante 


j (M) = constante 


est appelé surface (ou ligne) de niveau du champ scalaire (isosurfaces) 
(v. $ 4). 
Définition 3. — Soit 


un champ scalaire plan dérivable *). Alors le vecteur 
ts) ô 
grad u — (5. ) (9) 


est appelé gradient de ce champ; ou, sous forme plus dé- 
taillée, 
. Ou . ou 
grad u=i— +] FTÉ 
où &, j sont des vecteurs unitaires orientés suivant les axes de coordon- 
nées Oz et Oy. 


1) C'est-à-dire que f (zx, y) est une fonction de deux variables dérivable. 
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De même, pour un champ scalaire dans l’espace 
u = f(x, y, 2) (8°) 
le gradient est un vecteur 
ou ou ' 
grad u= {+ ET +) (9°) 


Ainsi, le champ scalaire engendre un champ vectoriel, appelé 
champ de gradients. 
On appelle dérivée du champ scalaire (8”) dans une direction donnée l 
l'expression (v. $ 6) 
ou ou 


Ou 
DE ge ce COSa TS cos B +2 cos y, (10) 


où cos «&, cos B, cos y sont les cosinus directeurs du vecteur /. La 


Lé e Ô Ld e e e 
dérivée ns représente la vitesse de variation 
grad z{#) 


du champ dans la direction donnée. \ 
Théorème 1. — La dérivée d'un champ en 

scalaire dans une direction donnée est égale 2 

à la projection du gradient de ce champ sur _J-} 


cette direction (au point correspondant). 


Ou 
Démonstration. — Désignons par L, — Te 
— {cos &, cos B, cos y} le vecteur unitaire Fig. 215 


de la direction L. Alors, en tenant compte de 
la formule (9° JE et en se rappelant la définition du produit scalaire 


(chap. XVIII, $ 12), on peut mettre l'expression (40) sous la forme 
suivante : 


LE u-l,=|gradu||l|cosp—]|grad u|cosp, (11) 


ù grd us l) (fig. 215). 
D’ 


0 - : 
= proj, grad'u. (12) 


Corollaire. — Le gradient d'un champ scalaire en un point donné 
est égal en grandeur et en direction à la vitesse maximale de variation 
du champ en ce point. 

En effet, la formule (11) entraîne 

ou 
MAX = = | grad u |, 
et de plus cos ® = 1. On en déduit que = Det donc la me 
vecteur / = l* doit coïncider avec la direction de grad uw, c’est-A- 


2 Dre 
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que L* = k grad u, où k > 0. En outre, on a pour cette direction 
ou du \2 du \2 , f du \2 
me =lgadul=}/ (À) +(+) + (5) s (13) 


Remarque. — Il résulte du corollaire que le gradient du champ 


ne dépend pas du choix d’un système de coordonnées rectangulaires 
Ozyz. 


Exemple. — Déterminer la grandeur et la direction du gradient du champ 


2 
=— +2 
u ù + 
au point M, (2, 1, 0). 
On a 


Par suite, 
gradu(M,)=i—2]. 
D'où 
|gradu(Ms)|=V5 
et 
Co cos D cos y = 0 
V5” V5 | 


Le point M, en lequel grad u (M,) = 0 est appelé point singulier 
du champ scalaire; dans le cas contraire, le point M, est dit non 
singulier (ordinaire). 

Enonçons sans démonstration un théorème qui définit la direction 
du gradient d’un champ scalaire. 


Théorème 2. — En tout point non singulier d'un champ scalaire 
plan le gradient du champ est dirigé suivant la normale à la ligne 
de niveau passant par ce point, dans le sens de croissance du champ. 


$ 8. Dérivées partielles successives 


Soit, par exemple, z = f (x, y) une fonction de deux variables z 
et y. Ses dérivées partielles 
0 ’ 9: ’ 
= f(x, g) et = fr ) 
sont fonctions des variables x et y. Dans certains cas ces fonctions 
admettent, elles aussi, des dérivées partielles que l’on appelle dé- 
rivées partielles du second ordre (ou tout simplement dérivées partielles 
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secondes) : 


0?z 4) ôz d°z 6) 0z 
FPE = (+) = (x, U)E 0x dy = (+)= 6 y), 
d?z Ô 


= (Een = (= y. 


En continuant, on peut calculer les dérivées partielles du troisième 
ordre (dérivées partielles troisièmes), etc. 

On définit et on note de même les dérivées partielles successives 
(d'ordre supérieur) des fonctions de trois et d’un plus grand nombre 
de variables. 

On démontre le théorème suivant : si toutes les dérivées partielles, 
considérées comme des fonctions de leurs variables indépendantes, sont 
continues, le résultat de la dérivation ne dépend pas de l’ordre dans le- 
quel on effectue les opérations. 


— : 5. 02z 922 
En PATHGENeE si par exemple les dérivées 3x0 et EITE sont 
continues, on a l'égalité 


dz _ Oz 
0x Ôy  0dyôx ° 
Sans donner la démonstration générale, vérifions cette dernière 
assertion sur un exemple. 
Exemple. — Soit 


z= 1 (zx > 0). 


On a 
ôz y-1 22 vi] 
D Grp 
et 
Ôz 0°z 
—— zl = 7 gVæl F 
ay zV]nz, TEE yzV-1Inz 
On voit que la fonction z donnée vérifie l'égalité 
2z d®z 


Oz ô0y  dyôr ? 


comme il fallait s'y attendre. 


$ 9. Condition nécessaire de différentielle totale 


Si une fonction u = f (x, y) est différentiable, sa différentielle 
totale est de la forme ($ 4, formule (5)) 


du = P (x, y) dr + Q (x, y) ày, (1) 
où 
PA p=S € QU n=T. (2) 


26—0131 
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Un problème inverse se pose: sous quelles conditions l'expression 


différentielle 
P (x, y)dz + Q (x, y) dy, (3) 
où les fonctions P (x, y) et Q (x, y) sont continues de même que 
leurs dérivées premières, est-elle la différentielle totale d’une fonc- 
tion u? 
La condition nécessaire de différentielle totale est donnée par 
le théorème suivant. 


Théorème. — Pour que l'expression différentielle (3) soit dans un 
domaine G la différentielle totale d’une fonction u = F (x, y), il faut 
que dans G soit réalisée l'identité 


= (« EG (a) 


(appelée condition de différentielle totale). 


Démonstration. — Supposons que l'expression (3) soit la diffé- 
rentielle totale de la fonction u = F (x, y). Alors,ona 


ou ou 
du = dr + dy. (4) 


En vertu de l’unicité de la différentielle ($ 4, théorème 1, co- 
rollaire), on en tire 


ou 
P (x, y)=—— : Q(z, =. (9) 
Dérivons la première égalité (5) par rapport à y, et la seconde par 
rapport à zx, il vient 
OP. _ du _2Q _ du 
"ôy  Ôrdy * Ôr  ôyôr * (6) 


Vu que pour des dérivées mixtes continues le résultat de la dériva- 
tion ne dépend pas de l’ordre de dérivation, il résulte de (6) 


c'est-à-dire que la condition (œ) est réalisée. 

.. Corollaire. — Si la condition (x) n'est pas réalisée, l'expression 
P (x, y)dr + Q (x, y) dy n'est pas dans le domaine G une différen- 
tielle totale d'une fonction. 


Remarque. — On démontre que pour un domaine rectangulaire 
fini ou infini 
G= {a<z<b; A<y<B} 
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la réalisation de la condition (œ) est aussi suffisante pour qu'il 
existe une fonction u telle que 


P (x, y)dz + Q (x, y) dy = du. 
Exemple. — Les expressions 
y dr — zdy et y dx + x dy 


sont-elles les différenticlles totales de certaines fonctions? 


Pour la première expression on a P = y, Q — —zx. D'où 
Ds Hs 
dy _" dr 


et donc la condition de différentielle totale n'est pas réalisée, c'est-à- 
dire qu'une fonction dont la différentielle totale est égale à y dx — x dy 
n'existe pas. 

Pour la seconde expression on obtient 


—= y; Q= 7z 
et donc 
_9P ___9Q _ 
dy Oz 


La condition de différentielle totale cest réalisée. Un plan pouvant être considéré 
comme un domaine rectangulaire infini, y dr + x dy est la différentielle totale 
d'une certaine fonction. En effet, 


y dx + x dy = d (ry). 


$ 10. Maximum et minimum d’une fonction de plusieurs variables 


Rappelons (v. chap. VII, $ 3) que par voisinage d'un point du 
plan on entend l’intérieur de tout rectangle encadrant ce point et ne 
le contenant pas (voisinage percé). 

De façon analogue, par voisinage d'un point de l’espace on en- 
tend l’intérieur de tout parallélépipède encadrant ce point, excepté 
le point lui-même. 


Définition. — On appelle maximum (strict) d'une fonction 
f (x, y) une telle valeur f (x1, y1) de cette fonction qui est supérieure à 
toutes les valeurs f (x, y) prises par la fonction aux points d'un cer- 
tain voisinage du point (x;, y) *). (Les dimensions linéaires de ce 
voisinage peuvent être très petites). 

D'une manière analogue, on appelle minimum (strict) d’une 
fonction f (x, y) une telle valeur f (x:, y2) de cette fonction qui est 
inférieure à toutes les valeurs f (x, y) prises par cette fonction aux points 
d'un certain voisinage du point (z:, ya). 


Le maximum ou le minimum d’une fonction f (x, y) est appelé 
ertrémum de cette fonction, et le point où la fonction passe par un 


= 1) D'après le sens de la définition, la fonction f (x, y) doit avoir un sens sur 
un certain ensemble des points de ce voisinage. | 


26% 
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extrémum est appelé point d'ertrémum (respectivement, point de 
maximum ou point de minimum de la fonction). 

On définit de même l’extrémum d’une fonction de trois variables, 
etc. 
Indiquons la condition nécessaire d'’extrémum 
d’une fonction de plusieurs variables. 


Théorème. — Au point d'extrémum d'une fonction de plusieurs 
variables, chacune de ses dérivées partielles premières est nulle ou n'exis- 
le pas. 


Démonstration. — Considérons, pour simplifier, une fonction de 
deux variables u = f (x, y) et soit f (xs, yo) Son maximum (les rai- 
sonnements pour un minimum de la fonction sont tout à fait analo- 
gues). 

Fixons l’une des variables, par exemple y, en posant y = y. 
On obtient alors une fonction d’une seule variable: 


U1 = f (2, Yo); 


qui passera évidemment par un maximum pour z = z,. On en dé- 
duit en partant de la théorie de l’extrémum de la fonction d'une seule 
variable (chap. XI, $ 7) que 


d ’ 
( = ]..= Îz (ro Yo) ne 0 
ou que fe (To: Yo) n'existe pas. 


On démontre exactement de la même manière que fy (ïo, Yo) = 0 
ou que f, (To, Yo) n'existe pas. 


Corollaire. — Au point d'extrémum Mo (to, Yo) d'une fonction 
dérivable f (x, y) on a les égalités 


fe (Zos Yo) = 0,  fy (os Yo) = 0. 


De façon analogue, si une fonction dérivable f (x, y, z) présente 
un extrémum au point M, (To; Yo» Zo), alors 


fx (Zos Yos Zo) = 0, fu (Zos Yor Zo) = 0, fz (Zor Yor Zo) = 0. 


Remarque 1. — Le point en lequel les dérivées partielles pre- 
mières d’une fonction sont nulles ou n'existent pas sera appelé point 
critique de cette fonction. 

Le théorème que nous venons de démontrer est équivalent alors 
à l’assertion suivante: une fonction de plusieurs variables ne peut 
passer par des extrémums qu'en ses points critiques. 


Remarque 2. — Les conditions d'existence d'extrémum d'une 
fonction de plusieurs variables que nous avons établies plus haut ne 
sont pas en général suffisantes, c'est-à-dire que si toutes les dérivées 
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partielles premières de la fonction sont nulles en un certain point, 
ceci ne signifie pas que la fonction a forcément un extrémum en ce 
point. 

Exemple {. — Pour la fonction 

1 (, y) = zy 
on a 
fm y= y fyG y) = 7x. 
Par suite, 
fx (0, 0) = f;, (0, 0) = 0. 
Le point O (0, 0) n’est cependant pas un point d’extrémum de cette fonc- 


tion parce que dans tout voisinage du point © il existe des points À (e, #) et 
B (—e, &) (8 >> 0 arbitraire) tels que 


f(A4)=&#>0—=7f(0) et f(B) = —e?< f (0). 


Exemple 2. — De tous les parallélépipèdes rectangles dont la somme de 
trois dimensions est égale à une quantité positive a, trouver celui dont le volume 
est maximal. 

Désignons les dimensions du parallélépipède considéré par x, yetz(r > 0, 
y > 0, z > 0). Alors, son volume s'exprime par 


V = zryz. 
En outre, d’après les hypothèses du problème on a 
z+Ty+z:=a. 


En exprimant z: en fonction de r et de y à partir de la dernière équation et en 
portant cette valeur de z dans l’expression de V, on obtient 


V= zy(a—z— y), 


où les variables z et y sont indépendantes. 
Calculons les dérivées partielles de V par rapport à x et y, il vient 


(] 4 OV 
me En, =. 2 —— > — RTE 
5x = 0Y—21y—4Y*, du ar—zx?—21y. 


En annulant ces dérivées partielles, on aura 
ay— 2zy — y =0, 
ax—zx?—2ry =0. 
Les dimensions x ct y étant nécessairement non nulles pour le parallélépipède 


cherché, nous pouvons simplifier nos équations en les divisant par ces nombres. 
Après quelques transformations simples on obtient le système 


27+y=a, } 
z+2y=a. 
En résolvant ce système par le procédé habituel, on trouve 
a a 
Fe + et 1= 7 - 


Par suite, 
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Ainsi, le parallélépipède cherché est un cube dont l’arête est égale à — 
(on démontre que dans ces conditions son volume est maximal). 


$ 11. Extrémum absolu d’une fonction 


Considérons un ensemble G de points du plan (ou de l’espace). 

On dit qu’un point M est intérieur à l’ensemble G, si cet ensemble 
contient ce point et un certain voisinage de ce point (fig. 216). 

On dit qu’un point W est un point frontière de l’ensemble G, 
si dans son voisinage complet, quel qu’il soit, il existe tant des points 


C4 
NS 4n 
4 


Fig. 216 Fig. 217 


qui appartiennent à G, que des points qui ne lui appartiennent pas 
(fig. 216). Le point NV lui-même n'est pas nécessairement contenu 
dans l’ensemble G. 


L'ensemble des points frontières de G s'appelle frontière T de G. 


Définition 1. — L'ensemble G sera appelé domaine, si tous 
ses points sont intérieurs ?). 


L'ensemble G = G {J T contenant sa frontière l' s'appelle do- 
maine fermé. 
Un domaine est dit borné s’il est contenu en totalité à l’intérieur 
d'un cercle (ou d’une sphère) de rayon suffisamment grand. 
Exemple {. — L'intérieur À du disque (fig. 217) 
a+ y <1 
est un domaine; sa frontière est la circonférence 2? + y? = 1; le disque con- 


tenant sa frontière, c'est-à-dire l’ensemble des points pour lesquels 2° + y° < 1 
est un domaine fermé. 


Définition 2. — La plus petite ou la plus grande valeur d'une 
fonction dans un domaine donné s'appelle ezxtrémum absolu 


1) Un tel ensemble est généralement dit ouvert. 
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(respectivement, minimum absolu ou maximum absolu) de la fonction 
dans ce domaine. 


On a le 

Théorème de Weierstrass : — Une fonction continue dans un 
domaine fermé et borné atteint dans ce domaine sa plus petite et sa plus 
grande valeurs. 


Théorème. — Une fonction dans un domaine donné passe par son 
exitrémum absolu soit au point critique appartenant à ce domaine, soit 
au point frontière de ce domaine. 


Exemple 2. — Trouver l’extrémum absolu de la fonction z = ry dans le 
be te triangulaire S de sommets O (0, 0), À (1, 0), B (0, 2) (fig. 218). 
n a 


On en trouve le point critique © (0, 0) de coordonnées zx = 0, y = 0 appar- 
tenant au domaine S 

Etudions le comportement de la fonction z sur la frontière l = 0ABO 
du domaine S 


Sur le segment OA,onay—=0(0< r< 1). y 
Par suite, z — 0. De façon analogue, sur le seg- , 
ment OB:z=0(0< y < 2) on obtient z = 8(0.2) 
Enfin, le segment AB a pour équation ++ s 
+= touy=2—2: 0<z<1) 
D'où 
z = zy = 2r — 2rt. 
On a S 
UE 5 20 
dt mi 
pour r=——, d'où y—=1 PITTZ, 77. 
Be sé A9) © 
uisque 
ee 5. Fig. 218 
dx? 


la fonction z atteint au point D (+ ; 1) sa plus grande valeur sur le segment 


Ainsi, la pone petite valeur de la fonction z dans le domaine S 
est m — 0 et elle est réalisée aux points des segments OA et OB qui consti- 
tuent une partie de la frontière l du domaine S; la plus grande va- 


leur de cette fonction M =+ est atteinte au point D (+ a 1) appartenant au 
segment AB de la frontière Tr. 
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$ 12. Établissement de formules empiriques par la méthode 
des moindres carrés 


Dans les sciences de la nature et en particulier dans les sciences 
physiques et biologiques on est souvent amené à utiliser des formules 
empiriques basées sur des données de l’expérience et des observa- 
tions. L'une des meilleures méthodes permettant l’établissement de 
telles formules est celle des moindres carrés. Dans ce qui 


Zi 
Fig. 219 


suit nous exposons l’idée de cette méthode, en nous limitant au cas 
de la dépendance linéaire de deux grandeurs. 

Soit à établir la relation entre deux grandeurs zx et y (par exem- 
ple, entre la température et l’allongement d’une tige métallique 
droite). Effectuons des mesures correspondantes (par exemple, nr 
mesures) et rassemblons leurs résultats dans le tableau 


Considérons z et y comme des coordonnées rectangulaires des 
points du plan. Supposons que les points ayant des coordonnées cor- 
respondantes prises dans notre tableau sont presque alignés, c'est-à- 
dire situés suivant une certaine droite, comme l’indique la figure 219. 
Il est naturel de considérer que dans ce cas les grandeurs x et y sont 
liées par une dépendance presque linéaire, c’est-à-dire 
que y est une fonction linéaire de z s'exprimant par la formule 


où a et b sont des coefficients constants à déterminer. La formule (1) 
peut être mise aussi sous la forme 


az+b—-y—=0 (2) 
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Puisque les points (x, y) ne se situent pas exactement sur notre 
droite, (1) et (2) sont des formules approchées. Par conséquent, en 
introduisant dans la formule (2) au lieu de z et y leurs valeurs z;, 
Y13 Tar Yo + + +5 Lnr Un prises dans le tableau précédent, nous ob- 
tiendrons un système d'égalités 


ati +0—yi=e:, 
AT + b—y, = 225 (3) 


où 
Egr Egr co) En (4) 


sont des nombres, généralement non nuls, que nous appellerons er- 
reurs. 

I1 s’agit de choisir les coefficients a et b de telle sorte que ces 
erreurs soient, en valeur absolue, aussi petites que possible !). La 
méthode des moindres carrés est la suivante : il faut choisir les coeffi- 
cients a et b de telle sorte que La somme des carrés des erreurs soit aussi 
petite que possible, c'est-à-dire qu’il faut imposer à la somme 


U=d+e+...+e (5) 


d’être minimale. Si cette somme minimale des carrés est petite, les 
erreurs elles-mêmes seront petites en valeur absolue. 

Remarque. — On pourrait être tenté de prendre au lieu de la somme des 
carrés des erreurs tout simplement la somme de ces erreurs et de chercher les 
coefficients a et b de manière que cette somme soit aussi petite que possible en 
valeur absolue. Pourtant, il est évident qu'un tel procédé n'’assure pas la peti- 
tesse des erreurs parce que ces dernières peuvent être de signes contraires. Ceci 
est exclu lorsque le problème est résolu par la méthode des moindres carrés. 


En remplaçant dans l’expression (5) les nombres (4) par leurs 
valeurs tirées des égalités (3), on obtient la quantité suivante 


U = (ax, + b — y) + (azs + b — y) +... 
see + (at + b — ya). (6) 


Dans la formule (6), les nombres z;, y,, Ze, Ya, + - +, Zn, Yn Sont ob- 
tenus par des mesures et donc considérés comme des données ; quant 
aux coefficients a et b, ce sont des quantités inconnues devant être 
déterminées. 


1) Ce problème est le cas particulier le plus simple du problème général de 
la « meilleure approximation de fonction » qui a été posé et résolu, dans des con- 
ditions assez larges, par le grand mathématicien russe Tchébychev. 
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Ainsi, U peut être considéré comme une fonction de deux varia- 
bles a et b. Choisissons les coefficients a et b de telle sorte que la fonc- 
tion U prenne une valeur aussi petite que possible. A cet effet, d'après 
le paragraphe précédent, il faut que soient réalisées les conditions 


En calculant ces dérivées partielles et en les multipliant, pour la 
commodité des calculs, par le facteur ss , On aura 

1 OU 

5 ga = (ari+b—yi)ri+ (are +b—yr)2z2+... + (azs +b—VYn)tn; 


LU 2 (or + by) + (ar + by) + + (an +b— Un). 


D'où, en annulant ces dérivées partielles, on obtient un système li- 
néaire de deux équations à deux inconnues a et b: 


(ars + b—ys) ri + (ax + b— y) 2H... + (azra +b—yn) rh =0, | 
(ar +b— y) + (ar +b—y) +... + (arr +b—yn) =0. 


En effectuant des transformations algébriques habituelles, met- 
tons ce système sous une forme plus simple: 


af +i +... +) +b(t+z+...+m) = 
= Lis + Taÿe + eee + Taÿns 
ani trt... +) +bn= y +yste.. + Yn 


ou encore, en introduisant des notations abrégées, 


n n 
a NY Q 
zi + b ne Ti — à SAUT 


n n (7) 


C'est la forme définitive du système dit normal dans la méthode des 
moindres carrés. À partir de ce système on trouve les coefficients a 
et b et on les introduit dans la formule empirique 


y = az + b. 


Exemple. — Soient les résultats de mesure des grandeurs x et y rassemblés, 
après traitement, dans le tableau suivant: 
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Posons 
y = ax + b. 
Le système normal (7) est de la forme 
25a + 5b = 16,5 
Sa + 5b=8. 


La résolution de ces équations donne 
a = 0,425, b = 1,175. 
D'où 
y = 0,425r + 1,475. 


La dernière colonne du tableau indique les erreurs correspondantes. 


EX ERCICES 
1. Déterminer Îles domaines d'existence des fonctions: 
a) u—=rz Vi—yi; Db) u= Vr+y—1; c) u=ln(r+y). 
2. Construire les lignes de niveau des fonctions suivantes 
a) z—r—7y, b) = ; c) z=2?—y, d) 2=y—7?. 
3. Construire les surfaces de niveau des fonctions: 


a)u=z+y+z;, bu=p+z. 


4. Calculer les dérivées partielles premières et la différentielle totale des 
fonctions suivantes: 


z F1 


5. Calculer la dérivée _ de la fonction 


U = 


2z 
Vy 


au point W,(1, 1) dans la direction Z qui fait un angle & avec l'axe Oz, si 


14 LS 3x 57 3x 7x 


rire ri ir 


27. 
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Quelle est la valeur de | grad u (M,)1? 
6. Les isothermes de température sont de la forme 


n+typ=c. 


Sachant que pour l’isotherme passant par le point À (3, 4) la fonction u = 30° 

et pour l’isotherme passant par le point B (5,1) u = 35°, calculer de façon 

approchée | grad u (4) |, si les dimensions linéaires sont données en km. 
7. Calculer les dérivées secondes des fonctions 


a) u=zlny+Vsinz; b) = ; c) u=ln(z+y?); 


d) u—=Y) z—arctg y: e) u=(Z)". 


8. S'assurer que 
ô?u ô?u 


Ôr dy  Oyôz ? 


si 
u—zxarcsin D 
y 


9. Le poids d’un corps est p = 5,2 N + 0,2 N dans l'air et q = 3,1 N + 
+ 0,1 N dans l’eau. Avec quelle précision peut-on déterminer le poids spécifi- 
que de ce corps? 
10. Lesquelles des expressions données sont les différentielles totales 
dz 2x dy 
a) d dy; D) —— 
) dr+ydy; b) PE PS 


(> 0, y > 0)? 


(y > 0), 


y dx — zx dy 
MCE 


11. Quelle est la condition pour que la somme de trois termes positifs 
z, y et z soit minimale, si le produit de ces termes est une constante égale à a? 

12. Inscrire dans un hémisphère de rayon a un parallélépipède rectangle 
de volume maximal. , 

13. Dans un cône circulaire droit dont le rayon de la base est r et la hau- 
teur h, inscrire un parallélépipède rectangle de volume maximal. 

14. Les résultats des mesures des grandeurs z et y sont réunis dans Île ta- 
bleau suivant: 


En supposant que les grandeurs z et y sont liées par une dépendance li- 


néaire 
= az + b 


déterminer les coefficients a et b en appliquant la méthode des moindres carrés. 
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15. Remplacer la parabole y = zx? sur l'intervalle 2 < x < 4 par une droite 


Y = kr + b de telle sorte que l'erreur quadratique moyenne w = | (y — Y}?dr 
2 
soit minimale. 
16. Trouver l’extrémum absolu de la fonction 
u= 3z+4y +5 


dans le domaine x? + y < 


1: 
. Indication. — Utiliser l'équation paramétrique de la frontière de ce do- 
maine. 


CHAPITRE XXI 


SÉRIES 


8 1. Exemples de séries 


: Dans ce chapitre nous nous proposons d'étudier les propriétés 
des séries, ainsi que le développement des fonc- 
tions en séries entières et en séries trigo- 
nométriques. 

Un exemple de série qui est étudiée en algèbre élémentaire est 
fourni par la progression géométrique décroissante illimitée !) 


a +ag+ag+...+ag +... (1) 


où |[g|<1. Ici, chaque terme est obtenu à partir du précédent 
suivant une loi déterminée, à savoir : chaque terme est égal au pré- 
cédent multiplié par la raison q de la progression. Par suite, le 
n-ième terme ou le terme de rang nr que l’on appelle terme général 
de la progression s'exprime par la formule 


Un = aq * (n = 1, 2, 3, ...). 


Un autre exemple de série est donné par la série harmonique 


ALLIER +SRH ++, (2) 


dont le 7-ième terme est u, — L . 
Il existe aussi des séries formées de fonctions, par exemple 
z z- Es zx 
A de an PP Gand 0 (3) 
où le n-ième terme est égal à 
an an 3) 
Un 12..on nl * 


1) D'une manière plus précise, il faudrait dire une série de termes d’une 
progression géométrique décroissante illimitée. Pour abréger, la série de la for- 
me (1) sera appelée par la suite tout simplement « pro ion géométrique ». 

2) Le symbole n! (se lit « factorielle n ») désigne le produit des nr premiers 
entiers naturels consécutifs. 
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La loi de formation des termes d'une série est donnée par son 
n-ième terme qui s'appelle terme général de cette 
série. Connaissant la formule du terme général d’une série, on 
peut déterminer n’importe quel terme de cette série. 

Proposons-nous donc d'étudier les propriétés 
d'une série en supposant son nième terme 
connu. 

Remarquons que la théorie des séries trouve de nombreuses ap- 
plications, ce qui s’explique par le fait qu'une fonction donnée 
peut être représentée sous la forme d’une série de fonctions plus 
simples, par exemple d’une série de polynômes, si bien qu'on peut 
trouver facilement la valeur approchée de la fonction pour une valeur 
donnée de son argument. 


$ 2. Convergence d’une série 


Donnons la notion générale de série. Soit une suite infinie 
de nombres ou de fonctions formés suivant une loi déterminée et 
réunis, d’une façon purement formelle, par le signe plus: 


© 
uit uetust... Hunt... X'un. (1) 

n= 
Une telle expression est appelée série et les termes u,, Us, Us, . .. 
+ Un, - . . sont appelés termes de cette série. Si les termes d’une 


série sont des nombres, cette série est dite zumérique; si les termes 
sont des fonctions, la série est dite fonctionnelle. 

Remarquons que l’étude des séries fonctionnelles se ramène à 
celle des séries numériques. Ep effet, si 


= @} (= t:.2:62:), 


on obtient pour chaque valeur fixe de l’argument x une série numé- 
rique correspondante (1) dont on étudie les propriétés. 

Le terme u, de la série (1) occupant le n7-ième rang à compter 
du premier est appelé terme général de cette série. La série (1) est 
considérée comme donnée, lorsqu'on connaît son terme 
général exprimé en fonction du rang n. Telles sont 
par exemple les séries (1), (2) et (3) du $ 4, où on a respecti- 
vement 


1 
ni 
Un = ag ’ ARE Un = ——- 
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En supposant la série (1) donnée, nous pouvons former ses som- 
mes partielles: 


Si = Us 

S3 = Ui + Us, 

Ss=U + us + Us, 

Sn = U + Us +uüug+... + Un + Une 


Supposons d’abord que la série (1) est numérique. Considérons deux 
Cas. 

I. La somme des n premiers termes S, de la série (1) 
tend vers une limite finie S, lorsque le nombre de termes nr aug- 
mente indéfiniment : 

lim S,—S. 
700 

On dit alors que la série (1) est convergente et que le nom- 
bre S est sa somme. 

II. La somme des n premiers termes S, de la sé- 
rie (1) croît indéfiniment ou ne tend vers aucune limite, lorsque le 
nombre de termes r augmente indéfiniment. On dit alors que la 
série (1) est divergente et n’a pas de somme. 


Définition. — Une série numérique est dite convergente 
s’il existe une limite finie de la suite de ses sommes partielles, cette 
limite s'appelle somme de la série; dans le cas contraire la 
série est dite divergente. 


Si la série (1) est une série de fonctions, c’est-à-dire si 
Un = fn (z) (n = 1, 2, sn); 


la série numérique correspondant à chaque valeur fixe x, de l’argu- 


ment zx: 
f1 (Go) + fe (Go) +. - + + fn (Go) + - .. (1°) 


peut être convergente ou divergente. Le point x, s'appelle respecti- 
vement point de convergence ou point de divergence de la série fonction- 
nelle donnée et l’ensemble des points de convergence, domaine de 
convergence de la série fonctionnelle. 

Si un = fn(z) (Rm—=1, 2, ...)et si la série  fonction- 
nelle (1) converge en tout point x d’un certain ensemble, on dit que 
cette série est convergente sur cet ensemble et que la fonction S — 
— $ (x), définie pour chaque valeur considérée de x par la formule 

S=lim S, (x), 


ñn +00 


est la somme de cette série sur l’ensemble donné. 
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Si la série (1) converge, la différence entre la somme S et sa som- 
me partielle S, : 


R=S—Sh 


s'appelle reste à l'ordre n de la série. Le reste R, représente l'erreur 
commise, lorsqu'on prend pour valeur approchée de la som- 
me S celle, S,, de ses n premiers termes. 
La somme S étant la limite de la suite S,, il est évident que 
lim R,—=lim(S—S,) =0. 
n — 00 n 0 
Aussi, en prenant un nombre suffisamment grand de termes d’une série 
convergente, peut-on calculer sa somme avec toute précision désirable. 
On conçoit dès lors qu'un premier problème fondamental qui 
se pose devant la théorie des séries est l'étude de leurcon- 
vergence. Le calcul de la somme d’une série 
convergente est un problème d'ordre secondaire parce qu'après 
avoir établi la convergence d’une série il est facile dans la plupart 
des cas pratiquement importants de trouver la valeur approchée 
de sa somme. 


Les exemples qui suivent éclaireront les notions de convergence et de diver- 
gence des séries. 
Exemple {. — Considérons une progression géométrique illimitée 


a+ag+af+...+agni +... (2) 
où a # O. 
On sait que la somme S, des #7 premiers termes de la progression géométri- 
que s'exprime par la formule 


On a à considérer ici séparément quatre cas. 

1) Soit | 91 << 1. Alors, g7 tend vers zéro lorsque n augmente indéfini- 
ment et donc 
a 


limS,= ; 
fi 00 É 1— 9 
Dans ce cas la série (2) converge et sa somme est 


a 
1— 9 


S = 


2) Soit | gl > 1. Lorsque nr augmente indéfiniment, la puissance g* croit 
aussi indéfiniment en valeur absolue et il en est évidemment de même de la 
somme S, des x premiers termes. La série (2) est dans ce cas divergente et n'a 
pas de somme. 

3) Soit q — 1. La série (2) prend alors la forme suivante 


a+a+k...+a+... (ax 0). 


Il est facile de voir que S, = na et donc, lorsque r augmente indéfiniment il 
en est de même de la somme S,. La série (2) est dans ce cas divergente. 
4) Soit q = —1. Dans ce cas la série (2) devient 


a—ata—a+k..o+(—1)1a+.., 
27—0131 
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La somme S$, sera égale à zéro ou à a suivant que n est pair ou impair. Il est 
clair que pour a  Ô la somme S, ne tend vers aucune limite lorsque r aug- 
mente indéfiniment. La série (2) est dans ce cas divergente. 

Ainsi, La progression géométrique illimitée (2) est convergente si, et seulement 
si, sa raison est inférieure à l'unité: | q| < 1. 

Exemple 2. — Soit donnée la série 


1 1 1 1 1 1 
ratzstaatasteet tonight ” 


Montrons que cette série converge. Prenons la somme de ses n premiers 
termes : 


1 1 1 1 1 1 
Sn=ritrstsatrstsct amine 


Il est facile de voir que chacun d'eux pris isolément peut être mis sous Ja 
forme suivante: 


Par suite, 
= (5)+(4h+ (4-94 
| +(5-5)+ +5): 
D'où 
PR ee 
et donc 
be st. 


Ainsi, la série (3) est convergente et sa somme est égale à 1. 


Sauf mention du contraire, les propriétés qui suivent sont rela- 
tives aux séries numériques. 


Théorème 1. — La convergence d’une série 


n'est pas troublée, si tous ses termes sont multipliés par un 
seul et même nombre non nul k. Ceci étant, Les sommes de ces séries 
vérifient l'égalité 


So ku,=k à u,. 
n=! n=! 
La démonstration de ce théorème est immédiate, si l’on passe à la 
limite quand N —+ © dans l'égalité 


x x 
VS ku,=k Tu 


n e 
Nu! + nai L 
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On appelle la somme (la différence) de deux séries 


co co 
“ V 
23 Un € 2vn 
n=! næ=| 


respectivement la série de la forme 
à (Un E Va). 
n= 


Théorème Z2.— La somme (la différence) de deux séries con- 
vergentes est encore une série convergente telle que 


S Qntone Suns Vos. (4 


n= n=i n=! 


En effet, puisque 


ÿ N 
: (Un = 2 Vn) = 2 Un Æ > Un 
nz 


pour tout NW fini, on re à la limite, quand Ÿ — oo, l'égalité (4). 


$ 3. Condition nécessaire de convergence d’une série 
Théorème.— Si une série 
U+ua +... +uüun +uüun +... 


est convergente, son n-ième terme u, tend vers zéro lorsque le rang de ce 
terme tend vers l'infini. 


Démonstration.— On a 


Sn1 = tu +... +un 


et 
Sn = +uüu +... + Un + un. 
D'où 
Un — Sn — D Le 
La série considérée étant convergente, 
lim S,—=S et limS,_, =S. 
ne neo 
D'où 
limu,=lim(S,—S,_4)—=limS,—limS,4—S—S=0, 


ce qu'il fallait démontrer. 


L 2 
21% 
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Corollaire.— Si le n-ième terme d'une série ne tend pas vers zéro 
? e e Lg æ e LA 
quand son rang tend vers l'infini, cette série est divergente. 


La condition ci-dessus de convergence est nécessaire, mais 
elle n’est pas en général suffisante. On peut indiquer des séries 
dont le terme général u, tend vers zéro quand n —+ «, alors que la 
série n'en reste pas moins divergente. 


Exemple. — Considérons la série harmonique 
1 1 1 1: 1 1 1 1 
RTS Tes Fe ras rot Ducs (4) 
Le terme général de cette série 
Un—=— 
tend vers zéro lorsque son rang augmente indéfiniment. Néanmoins, nous allons 
montrer que la série (1) est divergente. A cet effet, prenons la somme des 2" 


premiers termes; de la série (1) et groupons ces termes comme il suit: 


(het tetes) 
ne, —— —— 


Un 
CE) 
2 
] 
pd 
| => 


2 termes 23 termes 
11,14, 1,1, 1,1, 
Hs te tata t +... 


== 


23 ‘termes 
{ | | 

(pr te + 5). 
NS EE 

2-1 termes 


Il est facile de voir que 


1 1 1 1 1 1 1 1 4 
s'iotrte”stetsts 5 2: 


1 1 1 | 1 Â 1 1 
stwotitD tit tiwt 16 


1 1 1 | 1 
gta tom 7m t ce re 


2m-1 termes 
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Q . » #P eo + { 
Ainsi, chacune des sommes entre les parenthèses est supérieure à —. Leur 


nombre, sans compter les deux premiers termes, étant évidemment égal à m — 1, 
on a 


S,m > 1+—5. 


Si le nombre de termes n- 2" de la somme S ,m augmente indéfiniment, 
l'exposant m croît, lui aussi indéfiniment. Aussi, la somme S, tend-elle vers 
l'infini et donc la série harmonique (1) est divergente. 


Ainsi, la condit nionécessaire de convergence que nous venons 
de considérer ne permet pas en général de reconnaître si une série 
donnée est convergente ou divergente. Nous passons maintenant à 
l'établissement de critères qui permettent dans nombre de cas de 
donner une réponse précise quant à la convergence ou la divergence 
d’une série donnée. 


$ 4. Comparaison de deux séries 


Pour la démonstration des théorèmes qui suivent nous aurons be- 
soin du lemme suivant. 


Lemme.— Si dans une série 
buse Le, Lou tua. (1) 


on supprime un nombre fini de premiers termes, par exemple p termes, 
on obtient une série 


Up+1 + Up+a + Up+s Fe... (2) 
de même nature (convergente ou divergente) que celle de la série donnée (1). 
Démonstration.— Désignons par Q@ la somme des termes 


supprimés : 
Q=u+u+...+u. 


Soient S, la somme des nr premiers termes de la série (1) et S, la som- 
me des nr premiers termes de la série (2). On a alors l'égalité :vi- 


dente 
Sn+p = Q + SA. 
D'où 
Sn = Sn+y DE Q. 
Supposons la série (1) convergente et soit 
lim S,—S, 
donc 
Jim Sd nr = S. 


ñn — © 
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Dans ce cas 
lim San =S—0Q, 


n -° 0 


et donc la série (2) est aussi convergente. 
Supposons maintenant que la série (2) converge et soit 


lim S, =: S"; 
70 


alors 
lim S,=lim Ship =S"+Q. 


n°0 n 00 


Par suite, la série (1) est, elle aussi, convergente. 

Nous avons démontré par là même que la convergence de 
l’une de nos séries entraîne la convergence de l’autre et réciproque- 
ment. 


Le lemme est donc démontré. 


Corollaire 1.— Quand on aura un critère de convergence ou de diver- 
gence, on pourra l'appliquer à partir d'un certain terme, en ignorant 
un nombre fini de termes qui le précèdent. 


Corollaire 2.— Si la série (1) est convergente et si S est sa somme, 
le reste à l'ordre n de (1): 


R,=S—S, 
est la somme de la série 


Un+1 + Un+e + Un+s +... 
c'est-à-dire que 
Rn = Un+ti + Un+2 + Unts +... 
Démontrons maintenant le théorème suivant. 


Règle de comparaison directe des séries.— Si les termes d'une 
série 
Utü+...+un +... (3) 


sont positifs (ou plus exactement, non négatifs) et au plus égaux aux 
termes correspondants d'une série convergente 


Du +... +un +... (4) 


la série donnée (3) est aussi convergente. 
Démonstration.— Notons 


Sn = U + Us + Us +... + Un 
Sn = Vi + Va + Va + eee + Un. 


et 
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La série (4) étant convergente, on a 
lim S,—S"”, 
n—-œ 
où S’ est la somme de la série (4). D’après les hypothèses du théorème 
on a les inégalités 


Su, SLR, 115, VSD Li. 
11 en résulte que 
Sn < Sa < S”. 


Puisque les termes de la série (3) sont positifs, la somme S, croît 
de façon monotone lorsque 7 augmente, tout en restant toujours infé- 
rieure à $S’. Ainsi qu'on le sait (chap. VII, $ 10), toute suite bornée, 
monotone croissante, a une limite. Par conséquent, S, tend vers une 
limite finie, lorsque le nombre nr augmente indéfiniment. et donc la 
série (3) est convergente. 


Corollaire.— Si Les termes d'une série sont au moins égaux aux ter- 
mes correspondants d'une série à termes positifs ) et si la deuxième série 
est divergente, la première série l'est aussi. 


En effet, si la première série était convergente, la deuxième 
série serait, elle aussi, convergente en vertu du théorème, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

Remarque.— Suivant le lemme. la règle de comparaison directe 
des séries (3) et (4), ainsi que son corollaire restent valables si les 
inégalités correspondantes entre leurs termes sont vérifiées à partir 
d’un certain rang (n> N). 

Appliquons cette règle à la démonstration de la convergence 
de certaines séries, en les comparant avec des séries dont la conver- 
gence est déjà établie. 


Exemple 1. — Considérons la série 


1 1 1 1 , 1 
tata taæt...Tart... (5) 
En supprimant son premier terme, comparons cette série à la série (3) du $ 1: 


RE | 4 1 1 : 
1212313448 tee Fam iD 
Il est évident que 

1 4 4 1 1 À 

DT ST 3 Cr cer nt  nmID*' 


D'où on conclut d'après le lemme et la règle de comparaison directe que la 
série (5) est convergente. 


1) Plus exactement, à termes non négatifs. 
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Par ailleurs, la comparaison avec la série (5) montre que la série 
1 14 , 1 1 
tata tt 1e 


est convergente si p > 2. On démontre que cette dernière série converge 
pour p>1i1 et diverge pour p< 1. 
Exemple 2. — Soit donnée la série 


(6) 


1 1 
—— ss ——_— ... 
1 [ 5 ? Le 
3 


1 1 s 2 
+ (n—=2, 3, ...), la comparaison avec la série harmo 


Vr 


nique ($ 3) montre que la série (6) est divergente. 


Puisque 


$ 5. Règle de convergence de D’Alembert 


Il existe beaucoup de critères de convergence des séries, permet- 
tant d'établir la convergence ou la divergence d’une série donnée 
d’après le comportement de ses termes. Considérons l’un d'eux connu 
sous le nom de règle de D’Alembert. 

Règle de D'’Alembert.— Si dans une série à termes positifs: 


Wu... TUn +... 


le rapport du (n “+ 1)-ième terme au n-ième terme tend vers une limite 
finie égale à un nombre !, quand le rang n augmente indéfiniment, 
c'est-à-dire si 


lim —"#t —} 
no Un 
et Si: 
1°. La limite L est inférieure à l'unité, la série est convergente. 
20. La limite L est supérieure à l'unité, la série est divergente. 
30. La limite L est égale à l'unité, il y a doute, c’est-à-dire que la 
série peut être aussi bien convergente que divergente. 


Démonstration.— Soit donnée la série numérique à termes posi- 
tifs 


Ut... + un Fun +... (1) 
et soit 
lim #1 — J, 
ni — 00 n 


Alors, pour un rang n suffisamment grand, c’est-à-dire supérieur ou 
égal à un certain nombre N,ona 


Un] — | 
Un |<e, 
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où & est un nombre positif aussi petit que l’on veut, donné d'avance. 
Il s'ensuit que 


pe << + e 
Un 
ou 
l—e << l+E, (2} 


pourvu que 2 > N. 

Considérons séparément trois cas suivants: 

4°. Soit ! << 1. Nous pouvons prendre le nombre & si petit que 
l + e sera aussi inférieur à 1 ; alors, en posant ? + e = q, on obtient 


0<q<1i. 
Par l'inégalité (2)on a 
Un+ 
ro 
ou 
Un+1 < Un 


cette dernière inégalité étant vérifiée si 
n=N, N+1Â, N+2,... 
En donnant ces valeurs au rang n, on obtient une suite d’inégalités: 
Un +1 < UNG 
Un+e € Un +19 € Un”, 
Un+s C'UN+29 'UNG, 


Ainsi, les termes de la série 


Un+1 + Un+e FT Un+s +... (3) 
sont plus petits que les termes correspondants de la série géométrique 
ung + Un + und +... (4} 


Comme la raison q de (4) est inférieure à l'unité, cette série est 
convergente ($ 2, exemple 1). Or, en vertu de la règle de comparai- 
son directe et de la remarque qui l'accompagne, la série (3) est alors 
aussi convergente, de même que la série initiale (1). 

2°. Soit maintenant ! > 1. Nous pouvons prendre & > 0 si petit 
que le nombre ! — £ sera, lui aussi, supérieur à l'unité. Alors, à par- 
tir d’un rang n suffisamment grand on aura par (2) 

Un: 
ne 1, 
ou 


Un+i > Un 
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pour 


n = N, N +1, N + 2, 
D'où 


Un UN L'Untoe Le. 


Ainsi, à partir d'un certain rang À, les termes de la série (1) crois- 
sent lorsque le rang augmente, tout en restant positifs. Par suite, 
le terme général u, ne tend pas vers zéro quand nr —> co. Par consé- 
quent, en vertu du corollaire de la condition nécessaire de convergen- 
ce ($ 3) la série (1) est divergente et son terme général ne tend pas 
vers Zéro. 

3°. Si l = 1, on peut montrer sur des exemples que dans certains 
cas la série est convergente et dans d’autres, divergente. Dans ce 
<as on doit avoir recours soit au théorème de comparaison, soit à 
d'autres critères. 

Remarque 1.— Si la série (1) est fonctionnelle, c'est-à-dire si 

Un = fn (x) > 0 
et ! = L (x) est la limite correspondante, notre schéma 1°, 2° et 3° 
reste valable pour chaque x. 


Remarque 2.— Il résulte de la démonstration de la règle de 
D'Alembert pour le cas 2° que si une série 


U+üu+... Fun +... 


vérifie l'inégalité 


: u 
lim n+1 > 4, 
no Un 


le n-ième terme u, de cette série ne tend pas vers zéro quand son rang 
n augmente indéfiniment. 


Exemple 1. — Considérons la série 
FR RESE HER PRE 5) 
D ZT... ct Tr ( 


où a est un nombre positif. 
On a 


et donc 


D'après la règle de _ Alembert la série (5) est convergente pour 0 << a < 1 
et divergente pour a > 1 

Si a = 1, la règle de D'Alembert ne donne pas de réponse. Mais dans ce 
<as la série (5) prend la forme 


DRE +. 
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C'est une série harmonique; ainsi que nous l'avons vu plus haut ($ 3), elle est 
divergente. 
Exemple 2. — Considérons la série 
1000 1000 , 10003 
11 js 21 + 3! Des 


dont le terme général 


10007 
Un — n Ï . 
On a 
10007+1 
SONT TUE 
D'où 
Un+ Le 10007+1.n ! LEA 4000 
Un (n+1)1-1000%  n+1 
et donc 
1000 
lim T1 — lim ————0 
He Un no +1 


Cette série est donc convergente. Remarquons qu’au début de cette 
série les termes croissent (jusqu’au 1000-ième rang) et ensuite décroissent rapi- 
dement. Une telle série est peu propice aux calculs pratiques. 

Exemple 3. — La série 


1 1 
tarte tte 


n° 


se caractérise d’après la règle de D'Alembert par la limite ? = 1. Ainsi qu'on 
1e sait ($ 4, exemple 1), elle est convergente. 


$ 6. Convergence absolue 


Les conditions suffisantes de convergence que nous avons analy- 
sées plus haut s'appliquent aux séries à termes positifs. Les séries 
à termes négatifs jouissent des propriétés analogues. 

Passons maintenant à l’étude des séries dont certains termes 
sont positifs et d’autres négatifs ou nuls. De telles séries sont dites 
à termes quelconques. 


Théorème.— Une série à termes quelconques 


Ui+u+...+u+...= Yu, (A) 


est convergente, si la série de valeurs absolues de ses termes 


fut + luel +... Hunt... = S lual (B) 


nn = 


est convergente. 
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Démonstration.— Considérons une série auxiliaire 


Ga + lnel) + (ue + fuel) +02 + un + ln) + = Ÿ un lun). 
(C) 


Puisque 
0<u +|u |]<2]|u | 
(n = 1, 2, ...) et la série 


Ÿ @lu1) (B') 


est convergente du fait de la convergence de la série (B), la série (C) 
l’est aussi en vertu de la règle de comparaison directe ($ 4). Or, notre 
série (A) est la différence de deux séries convergentes 


co O0 O0 
Sun À +lul)—Z lus) 
n=!| n=! n=! 

et est donc elle-même convergente (v. $ 2). 

Le théorème est démontré. 

Remarque.— La réciproque n’est pas vraie. À savoir, si une série 
donnée est convergente, la série de valeurs absolues de ses termes n'est 
pas forcément convergente; cette série peut diverger. 

Ainsi, toutes les séries convergentes peuvent se répartir en deux 
classes. 

La première classe comprend les séries convergentes pour les- 
quelles les séries de valeurs absolues de leurs termes sont elles-mêmes 
convergentes. De telles séries sont dites absolument convergentes. 

Dans la deuxième classe se rangent les séries convergentes 
pour lesquelles les séries de valeurs absolues de leurs termes sont 
divergentes. De telles séries sont dites semni-convergentes. 


Définition. — On dit qu'une série est absolument con- 
vergente quand la série de valeurs absolues de ses termes est elle- 
même convergente. 

Une série est ditesemi-convergente sielle est convergente 
alors que la série de valeurs absolues de ses termes est divergente. 


Par exemple, la série convergente 
{ 1 1 1 1 
5 +r-stz mt... 
est une série absolument convergente parce que la série de valeurs 


absolues 
1 1 1 1 1 
La a Puel eut 
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est aussi convergente. (Les deux séries sont des séries géométriques 


dont les raisons sont respectivement —— et 3.) 
Au contraire, la série 
1 1 4, 1 1 
Da aus po 


est, comme nous le verrons plus loin (v. $ 7). convergente 
sans l'être absolument parce que la série de valeurs 
absolues de ses termes 


1 1 1 1 1 
ds ha Lo de ds de 
est divergente (une série harmonique). 


Règle de convergence absolue d’une série. — Supposons qu'une série 


u+u+...+u +... (A) 
vérifie la condition 
lim | "n+t | 7. 
n—00 Un 


Alors: 1) si L < 1, La série (A) est absolument convergente; 2) si L > 1, la 
série (A) est divergente. 

En effet, notre condition n’est rien d'autre que la règle de D'Alembert 
appliquée à la série de valeurs absolues 


lul+lusl+...+lul+... (B) 


I1 en résulte que si L << 1, les deux séries, (A) et (B), sont convergentes et 
par suite la série donnée (A) est absolument convergente. 

Au contraire, si L > 1, alors, en vertu de la remarque sur la règle de D'Alem- 
bert, | u, | ne tend pas vers zéro lorsque 7 —+ oc. Dans ce cas, les deux séries 
(A) et (B) sont divergentes. 


$ 7. Séries alternées. Critère de convergence de Leibniz 


On appelle série alternée une série de la forme 

Uy — Va + Va — U + Us — 08 +... + (—1) lu, +...5, (1) 
où v, > 0 pour n = 1,2,3, ..., c'est-à-dire une série à termes alter- 
nativement positifs et négatifs. 

Théorème de Leibniz.— Si les valeurs absolues des termes d’une 


série alternée (1) décroissent de façon monotone lorsque leur rang aug- 
mente, c'est-à-dire si 


>> m>UZ>... (2) 


1) D'une manière plus précise, la série (1) devrait s'écrire 


D + (— vs) + vs + (— ve) + … 
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et le n-ième terme de la série tend vers zéro quand son rang augmente 
indéfiniment, c'est-à-dire si 
lim v, =0, (3) 
ñn +00 


cette série est convergente (sans l’être en général absolument). 


Démonstration.— Prenons la somme S., des 2m premiers termes 
de la série (1) et écrivons-la sous la forme suivante: 


Sem = (V1 — Ve) + (Us — 0) +... + (Vom-1 — Vam). (4) 


Les différences entre les parenthèses de la somme (4) étant par 
la condition (2) positives ou nulles, on a 


Sym > 0. 


Lorsque 2m augmente, S,, ne décroît pas parce que chaque fois 
sont ajoutés des termes positifs ou nuls. 

D'autre part, cette somme peut se mettre aussi sous la forme sui- 
vante : 


Sam = Vi — (Ve — Vs) — (04 — Vs) — . .. — (Uem-2 — Vem-1) — Vem- (9) 
D'où 
S 9m LU: 
Par suite, étant une suite monotone croissante (ou plus exacte- 


ment, non décroissante) et limitée, la somme S,, tend vers une cer- 
taine limite S quand m —+  (v. chap. VII, 8 10), c'est-à-dire 


lim Sym =S. 


m 00 
Or, il est évident que 
Sem+1 = Sam + Vem+i 
et, d’après (3) on a 
lim vom+s = 0. 
M — Co 
En tenant compte de ce fait, on obtient 
lim Som+i= lim Som<+ lim Lomri— S+O0—=S. 


mn — M — 0 M — 0 


Ainsi, lorsque le nombre r augmente indéfiniment, la somme S, 
tend vers une seule et même limite S, quel que soit n, pair ou impair. 
Aussi, la série (1) est-elle convergente. 


Remarque. — La valeur absolue de l'erreur commise en prenant pour la 
valeur approchée de la somme d’une série alternée satisfaisant aux conditions du 
théorème de Leibniz la somme de ses n premiers termes est au plus égale à La valeur 
absolue du premier terme négligé. 

En effect, si dans une série alternée convergente, on supprime tous les ter- 
mes après le terme (—1)}2-lv, et qu'on désigne par p, l'erreur qui en résulte, 
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on obtient 
Pn = (Long + (Aus +. = 
= (A1) (ont — Vnte) + (nts — Una) + +. Je 


d'où 
lOnl = n+1 — Vn+e) + (n+s — Vata) +... 
ou soit: 
On = Vn+i — (n+e — Un+s) — (Unts — Vngs) — 
Par suite, 
| On | < Un+1- 


Exemple. — La série 
1 1 1 1 1 


indiquée à la fin du $ 6 est convergente parce qu'elle satisfait à toutes les con- 
ditions du théorème de Leibniz. 


$ 8. Séries entières 
On appelle série entière une série de la forme 
Go +ar tam +... + ar +... (1) 


c'est-à-dire une série de puissances entières non négatives croissan- 
tes de la variable x dont les coefficients @,, @, @:, . . ., An, . .., 
sont indépendants de zx. Parfois, on considère une série entière de 
forme plus générale 


do +am(z—a)+a(rz-a}ÿ +...+a(z—- a) +..., (2) 


où a est un nombre constant. La série (2) se réduit aisément à la for- 
me (1), si l'on pose 
z—a—=z.. 


C'est pourquoi, dans ce qui suit nous nous occuperons presque exclu- 
sivement des séries de la forme (1). 

Posons-nous le problème de la convergence de la série entière (1). 
En donnant à la variable x une valeur fixe, nous obtenons une série 
numérique convergente ou divergente suivant la valeur de z. 

On démontre que pour toute série entière (1) il existe un nombre 
non négatif, fini ou infini, R appelé rayon de convergence et tel que si 
R > 0, la série est convergente pour | zx | << R et divergente pour 
Iz|>2R.Silz|—R, c'est-à-dire si x — R ou zx = —R, la série 
peut être convergente ou divergente. L’intervalle ]—R, RÎ est ap- 
pelé intervalle de convergence de la série entière. Si R = +00, l'in- 
tervalle de convergence représente toute la droite numérique. 
Dans le cas où R = 0, la série entière (1) ne converge qu'au point 
z = 0 et à la rigueur l'intervalle de convergence n'existe pas. 

Dans les cas les plus simples, le rayon de convergence de la série 
entière (1) peut être trouvé à l’aide de la règle de D’Alembert. Con- 
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sidérons à cet effet la série de valeurs absolues des termes de la 
série (1): 


lal+limallzl+leællzF+...+laltizF +... (3) 


Ainsi que l’on a vu plus haut, la série (1) est absolument convergente 
si la série (3) est convergente. Pour établir la convergence de (3), 
appliquons la règle de D'Alembert. Désignons le (7 + 1)-ième 
terme de la série (3) par v,, c'est-à-dire 


Un = [aa llz}; 
d'où 
Un+i = |an#1 | 1 [Te 
Composons le rapport 
Un+1_ __| Cn+#1 xl 
Un An ° 


An+] 


Supposons que le rapport ait une limite quand n —+ co. 


an 
Désignons cette limite par l: 
lim |" | — J. (4) 
n— 00 n 
Alors, 
lim—"#i 7x]. (5) 
n—0oo Un 


Il est évident que si |z| . on a l|z|<iet la série (3) 


est convergente. Par conséquent, la série (1) est, elle aussi, conver- 
gente, d'ailleurs absolument. 

Au contraire, si |[z|>=>{, alors 2|z| >1. En vertu de 
la remarque 2 du $ 5 les deux séries (3) et (1) sont dans ce cas diver- 
gentes. 


Ainsi, À =+>0 est le rayon de convergence de la série en- 
tière (1), et la relation (4) permet d'écrire la formule 
An 


R=lim 


nn — 0 


(6) 


Une question reste toutefois ouverte : la série (1) est-elle conver- 
ente pour À =—>0 aux extrémités de l'intervalle de convergence 
—R, RI, c'est-à-dire lorsque x — R ou x — —R? La réponse est 

différente suivant le cas. 


Exemple. — Considérons la série 


SC TE SC HE Ein ri D . LL — + , (7) 


An+1 
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Ici, 
=— et a = —. 
An — n n+1— n+1 ” 
D'après la formule (6), le rayon de convergence de la série (7) a pour valeur 
3 
RA=hne--jpiyees (142 )=1. 
n—-œ0 1 n—00 n n—0co n 

n+ 1 


La série (7) est donc convergente sur l'intervalle ]—1, 1f[. 
Pour établir si la série (7) est convergente aux extrémités de l'intervalle, 
posons d’abord x = 1. On obtient une série harmonique 


tt +, 


qui est, comme nous l'avons vu, divergente. 
Faisons maintenant x — —1. La série (7) devient 


1 1,1 1 (—1}" 
RL a la nd esetis das 


D'après le théorème de Leibniz, cette série est semi-convergente. 
Ainsi, le domaine de convergence de la série (7) est l'intervalle semi-ouvert 


{[—1, 1 


$ 9. Dérivation et intégration de séries entières 


La somme d’une série entière 
f(H)=t+ar+as +... +ar +... (1) 


est une fonction définie sur l'intervalle de convergence |l—R, RI 
de cette série où l’on suppose que R > 0. 

On démontre que la fonction f (x) est dérivable et que sa dérivée 
f' (x) peut être trouvée par la dérivation terme à terme de la série (4), 
c'est-à-dire que 

f )=a<+2axz+...<+naz +... 

pour —R << x << R. Ceci est également valable pour des dérivées 
d'ordre supérieur. 

D'une manière analogue, l'intégrale indéfinie de la fonction 
f (x) peut être obtenue pour toutes les valeurs de x appartenant à 
l’intervalle de convergence par l'intégration terme à terme de la sé- 
cie (4), c'est-à-dire que 

Are 4 az? CRE aArr"t 
| F2) de = C +008 + ++ +. 

si —R <zr<R. 

Ainsi, par rapport aux opérations de dérivation et d'intégration, 
la série entière se comporte dans son intervalle de convergence cora- 
me un polynôme comportant un nombre fini de termes. 


28-0131 
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$ 10. Développement d’une fonction donnée en série entière 


Pour les applications pratiques il importe de savoir dévelop- 
perune fonction donnée f(r)en série entière,c'’est-à-dire 
de représenter la fonction f (x) sous la forme de la somme d’une série 
entière, parce que cela permet de calculer les valeurs de cette fonc- 
tion avec une précision aussi élevée que l’on veut. 

Avant d'aborder la question sous sa forme générale, étudions 
quelques cas particuliers. 

Considérons la série entière 


Atirtr +... + +... 


Cette série représente une progression géométrique de raison zx. Ainsi 
que nous l'avons vu, elle converge si | x | << 4, et sa somme est égale 


LS] 


à: On peut donc écrire 


4— 7° 
hr tat Hat... (1) 


1— 7 


Or, cette dernière égalité peut être considérée comme le développe- 


e 4 Lé e ." Cd 
ment de la fonction 7—; °n série entière ordonnée par rapport 


aux puissances croissantes de la variable x. A partir du développe- 
ment (1) il est facile d'obtenir d’autres développements d’un haut 
intérêt pratique. 
Développement de la fonction In(1-+zx).— En remplaçant dans 
le développement (1) zx par —z, on aura 
1 2 
us don en 12e (2) 
Si 
O<I:1<Irz1<1, 


l'égalité (2) pourra s'intégrer, comme il a été dit au $ 9, terme à 
terme par rapport à z dans les limites de 0 à x. C’est pourquoi, en 
multipliant l'égalité (1) par dz et en intégrant terme à terme depuis 0 
jusqu’à zx. on obtient 


—— — — 2d2—...+(—14ÿ | 2 ne 
| 1 | d EURE dz + (—1) | z dz + 
0 0 0 0 0 
D'où 
x 2 |x z® |x 23 |x à senti [x 
In (1+2 G=<+l +++ +1) +1 lo Te 
soit : 


In({+a=$i-S +... +(—4) — FS 
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si |z | << 41. On démontre que ce développement s'applique aussi 
pour z = 1 et donc 


1 1 1 
nets Es ses. 


Développement de la fonction aretgzx.— Posons x — —z*? dans 
le développement (1): 


1 2 ” _4A\n,°n 
gr = 1-2 +5 7 un ose 


En multipliant la dernière égalité par dz et en intégrant terme à 
terme entre 0 et x, où | x | << 1, on obtient 


x x x E 4 x 
\ = = \ ds— | #d:+ | z* dz—...+(—1)" | z2n dz+..., 
0 : 0 0 0 0 
ou 
73 0 an+1l 
arctgz (6 = 2 [5 —— + + (1) 2 | 
Puisque arctg 0 = 0, on a finalement 
ES. #9 n znti 
arcigr=r—— + ———... +(—1) DREt 0 


si |z|<<1. On démontre que ce développement s’applique aussi 
pour z = À et pour x = —{. 
En particulier, pour x = 1, on obtient 


ñ 1 1 1 1 
arctgi==Î—te-—t— js 


Nous voyons que de nombreuses fonctions, par exemple In (1+z), 
arctg x, etc., admettent le développement en série entière par rap- 
port à l'argument x. Il est naturel de poser la question générale sur 
le développement d’une fonction donnée f (r) en une série de puis- 
sances entières non négatives croissantes de la variable x. Cette ques- 
tion est étudiée dans le paragraphe suivant. 


$ 11. Série de Maclaurin 


Supposons que la fonction donnée f (x) soit développable en série 
entière : 


Î (&) = @& + @t + ao? + ag + at + ar + ..., (1) 


OÙ Ggs Aj» Ge, - - . Sont des coefficients indéterminés et l'intervalle 
de convergence | x | < À de cette série ne se réduit pas à un point, 
c'est-à-dire que À > 0. 

Comme cela a été établi plus haut, la série entière (1) peut, dans 
son intervalle de convergence, se dériver terme à terme n'importe 


28* 
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quel nombre de fois, si l’on entend par cela que toutes les séries ob- 
tenues seront convergentes et leurs sommes seront égales à des déri- 
vées correspondantes. 
En dérivant successivement terme à terme la série (1) un nombre 
infini de fois, on aura 
JG) = & + 2asx + Sasx° + 4aix° + Sasrt + ..., 
J" (x) = 2a; + 2-3asx + 3-4aix? + 4-5a;ù +. 
f(x) = 2-3as3 + 2-3-4aix + 3-4.5a;x? + . 
FIN (x) = 2:3-4a, + 2-3-4.5ax + ..., 
En posant z — 0 dans ces égalités ainsi que dans (1), on obtient 
f (0) = as f' (0) = ax, f” (0) = 24, 
f" (0) = 2-3as, fIV (0) = 2-3-4a, . .. 
D'où 
" (0 "(0 
= O, a=LO, = ®, 
{7 0) FIV (0) 
FT 42 Ÿ UT 42234 et 
Introduisant maintenant les valeurs des coefficients &@o, &j, &e, As, 
dans la série (1), on obtient la série de Maclaurin ?) 


f (= (0+ 0 r+ Lu LO 4... 


fm) (0) x 
er + .. (2) 


(cf. chap. XI, $ 6, formule (6)). 


$ 12. Application de la série de Maclaurin au développement 
de certaines fonctions en séries entières 


1) Développement de la fonction e*.— Soit 
fa=é 
On a 


J'a)=é, fa=e, fa=eé, Ma=E< 
En posant ici x = 0, on obtient 
f(0)=æ@—1, f (0)=1, f"(0) =1, 7 (0) = 1, f!V (0)=1, … 


Introduisant ces valeurs dans la série de Maclaurin ($ 11, formule (2)), 
on a finalement 


PAR EEE HER HE (1) 


1) Dans le cas général, ce n'est pas forcément que la série de Maclaurin comn- 
posée de façon formelle pour une fonction f (r) converge vers cette fonction. 
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Le terme général de la série (1) est 


zn 
U — tn 
L. n! 


Appliquons la règle de D'Alembert à la série de valeurs absolues, 
il vient 

Uns zn+il , zn ts \z| : 
| RH ‘nl =liu n+i = 0; 


= [1 


n--00 


lim 


no 


n 


ce qui signifie que la série entière ({) est convergente 
quelquesoit zx, c'est-à-dire que son intervalle de convergence 
est }—oco, + oof. On démontre dans des cours complets que pour tou- 
te valeur de x la somme de cette série est égale à la fonction €. 

2) Développement de la fonction sin x.— Soit 


f(x) = sin z; 
d'où 
f(x) = cos x, f” (x) = —sin x, 
f" (x) = —cos x, fIV (x) = sin x, ... 
En posant z=0,ona 
f (0) = 0, f’ (0) = 1, f” (0) = 0, f”” (0) = —1, IV (0) = 0, ... 


Introduisant ces valeurs dans la formule (2) du $ 11, on obtient 


: z z xs dun +271 
SNT= te... + (— ) Ga (2) 


où z est mesuré en radians. Il n'est pas difficile de se convaincre 
que cette série converge pour tout x. On démontre que sa somme est 
égale à sin z. 
3) Développement de la fonction cos x.— Si 
f (x) = cos z, 
on a 
f (zx) = —sinzxz, f"(z) = —coszx, f” (x) = sin x, 
fN (æ) = cos x, ... 
En posant z = 0, on obtient 
f}" (0) = 1, ... 
Introduisant ces valeurs dans la formule de Maclaorin (2) du 
$ 11, on trouve 


ET Zn 


Cosr= tr + + Sr +... (3) 
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où rest mesuré en radians. Il est aisé de s'assurer que cette série est 
convergente de même que la série (2), pour toute valeur de x. On 
démontre que la somme de cette série est égale à cos x. 

Le développement (3) peut être obtenu à partir du développement 
(2) par dérivation terme à terme. 


4) Développement du binôme de Newton (1+zx)”.— Soit 
f@a)= (4 +7)", 
où m est un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif. Ona 
fa=mA +, 
f'a)=m(m—1)(4 +2)", 
f” (x) ab dele Li a 
f° (2) = m (m — 1) (m — 2). om 1) +2}, 
En posant x = 0 dans toutes ces formules, on obtient 
f(0) =1, f'(0)=m, f"(0) = m(m—1), 
f” (0) = m(m—1)(m — 2), ..., 
f09(0) = m(m—1)(m—2)...(m—n+1), 


Introduisant les expressions de f(0), f” (0), f” (0), f” (0), 
... f9 (0), ... dans la série de Maclaurin (2) du $ 11, on aura 


PC 0 7 m (m—1) (m—2) 


A+a=1+ rt D + 


—1)(m—2) ... (m— 
mm nt nn (4) 


La formule du binôme de Newton pour un exposant non entier ou 
négatif est formellement la même que celle pour un exposant entier 
positif. Si m est un entier positif, le facteur m — n + 1 est nul pour 
n = m + 1. Par suite, la série (4) s'arrêtera et au lieu d’un dévelop- 
pement infini on aura une somme finie (cf. chap. XI, $ 5). 

En appliquant la formule 


R=— lim 


ñn— 00 


? 


Gn+1 


cherchons l'intervalle de convergence ]—R, RI de la série (4). On 
aura 
m(m—1) Sn is 2 F9 è 
1-2-3. . 
m(m—1) C2 - Ce (mn) 
ES 123... nn) 


Zn — 


An+1— 


$ 13] APPLICATION DES SERIES ENTIÈERES AUX CALCULS APPROCHES 439 


D'où 
ln n + 1 
An+l m—n 
et par suite, 
R= lim] #7] = lim ms r|=1. 
no n — 00 


Ainsi, la série binomiale est convergente à l’intérieur de l’inter- 
valle 


—1 <L<rz< +1 
et divergente à l’extérieur de cet intervalle. La convergence de cette 
série pour z = À et x — —1 est à étudier séparément dans chaque cas 


particulier. 
On démontre, mais de façon plus compliquée, que la somme de la 
série (4) pour | x | << 1 est égale à (1 + x)" 


$ 13. Application des séries entières aux calculs approchés 


Les développements obtenus permettent de calculer de façon 
approchée des valeurs des fonctions, ainsi que certaines intégrales 
définies « incalculables », etc. Traitons quelques exemples. 

1) Calcul de sin {.— En posant x = 1 dans le développement de 
sin z, on obtient 


: 1 1 1 
sin 1 = 1 — 3 T5 = de 


Si on néglige tous les termes à partir du 4-ième, l’erreur commise 
1 1 

ZT = 5040 (parce que le 
développement du sin x est une série satisfaisant aux conditions 
du théorème de Leibniz). D'où 


sera plus petite en valeur absolue que 


sin 1 = sin 57248’ 1 + % 0,8417 


à 0,0002 près. 
2) Calcul de racines.— Soit à calculer 


3/5. 


Ecrivons cette expression sous la forme 


/3=/ 8+1-2(1++) 


5 
3 
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et posons dans la formule du binôme de Newton m= + et z=+—, 


il vient 


=? (1 FH 56 A4 .) # 

& 2(1+0,0417 —0,0017 + 0,0001) — 2,0802. 
Quant à la table des racines cubiques, elle donne 
3/9 — 2,0801. 


3) Calcul de logarithmes népériens.— Au $ 10 nous avons obte- 
nu le développement suivant 


2 23 CE 6 
In A+ =s-S +++ se (1) 


La série (1) ne peut pas être appliquée au calcul de logarithmes 
népériens des nombres plus grands que 2 parce qu’elle diverge pour 
z > 1. Cependant, à partir de cette série on peut obtenir une autre 
qui est bonne pour notre but. A cet effet, remplaçons dans Ia for- 
mule (1) x par —x, ce qui donne 


z? zS z\ z° z$ z° (2) 


Les deux séries, (1) et (2), ont un intervalle de convergence com- 
mun: |z|< 1. Ainsi qu'on le sait (v. $ 1), les séries convergentes 
peuvent s'ajouter et se retrancher terme à terme. Par suite, en sup- 
posant que | x | << 1 et en retranchant l'égalité (2) de l'égalité (1), 
on aura 


In = = 2 (++ ++ to (3) 
En posant 
HET (N>0), 
on trouve 
ne 1 


T 2N+1: 
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Introduisons ces valeurs dans la série (3). On obtient 


In (N+1)—In N — 

h 1 1 1 1 1 1 1 

= 2 Carr + ere +5 er 7er +]. 
(4) 


En appliquant la règle de D’Alembert, il est aisé de s’assurer 
que la série (4) converge quelle que soit la valeur du nombre positif 
N. Par conséquent, en utilisant cette série, on peut déterminer, 
pas à pas, les logarithmes népériens de tous les entiers positifs. 


Pour des valeurs élevées de N la série (4) converge très rapidement. Eva- 
luons pour W >> 0 l'erreur p, commise en supprimant dans la formule (4) tous 
les termes mis entre les parenthèses après le n-ièmo terme. On a 


1 1 1 1 
Pn=2| MIT CNE Dee TntS CNEDme 


1 { 1 
+ oo +... 
Il est évident que 
2 1 1 1 
Pa er oies Line net + J. 
En calculant la somme de la progression géométrique décroissante illimitée, 
qui figure entre crochets, on obtient finalement 


1 1 1 
PR SOnED  CNEDMT NN+ED 


Posons dans le développement (4) N = 1 et n — 3 par exemple. Onobtient 


(5} 


1,1 14,1 1 
In 2 2 (5+5.5++.7) — 0,6932; 


dans ce cas, d’après la formule (5) l'erreur a pour valeur 


1 1 
Ps <—5:7.35.1.2 < 5000 ? 


ce qui signifie que nous avons trois décimales exactes. 
En posant par ailleurs N = 2 et en ne gardant que deux termes (n = 2), 
on obtient 
In 3x In 2+2 (++ +)=1 0985 
6) 3 5 - | 
avec une erreur 
1 
P2<5.5.55.2.3 7500 
En réitérant alors l'opération, on peut calculer le logarithme népérien de 
tout entier positif et ceci avec le deu de précision désirable. 
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&) Emploi des séries pour le calcul des intégrales définies.— Soit 
à calculer par exemple l'intégrale 


| sin z dx). 
LT 
0 
L'intégrale indéfinie correspondante 
| sin z 
——— dx 


F4 


ne peut pas être exprimée par des fonctions élémentaires, autrement 
dit, c’est une intégrale « incalculable », donc la formule de Newton- 
Leibniz ne peut pas être appliquée. Néanmoins, l'intégrale définie 
initiale peut être calculée de façon approchée à l’aide de séries. 
Divisons terme à terme par zx le développement de sin x. On aura 


2 


z° F hd 
Ses a iv 


sin z 
= 4 
z 


D'où, en intégrant terme à terme, on obtient 
1 i i 


[are (ar rdz+ | rt dr—... = 
0 0 0 


sL n | = 0,94611 
El +g sl... 3e Ts © 3 . 


Ce développement étant une série alternée et les modules des ter- 
mes décroissant de façon monotone, l’erreur commise, en prenant 


les seuls trois premiers termes, sera plus petite que D = 


71-7 


$ 14. Séries de Taylor 


Dans certains cas, une fonction f (x) ou ses dérivées perdent leur 
sens pour z = 0, comme par exemple la fonction f (x) = In x ou 


f(x) = V zx. De telles fonctions ne peuvent pas être développées 
en séries de Maclaurin. Pour le développement des fonctions de ce 
genre on peut parfois utiliser des séries entières plus générales, ordon- 
nées par rapport aux puissances croissantes de la différence z — a, 
où a est un nombre constant convenablement choisi. 


— = est définie pour z -£ 0. Pour 


z = 0, on pose f (0) = 1 en raison de continuité. 


1) Ici, la fonction à intégrer f (x) — 
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Supposons qu'une fonction donnée f (x) soit développable suivant 
les puissances croissantes de la différence z — a: 


f (x) = 40 + Ar —a) + As (x — a) + A3 (x — a) + 
+ A,(z— a} +..., (1) 
et que ce développement soit valable dans un certain intervalle 
Iz—al<R 
Posons x — a = z. Alors le développement (1) devient 


F(z)=f(z+a)=A,+A;z+ A: +... (2) 


où |z | << À. En vertu du $ 11, le développement (2) est la série de 
Maclaurin de la fonction F(z). Puisque F (z) = f(9 (z + a) 
(n = 1, 2, ...), on en tire 


0 (à 
Ao=F(0)=f(a), 4= 20-10 


1! 11 ©? 
__ F7T(0) _ f”(a) _ F9 (0) __ F0 (a) 
RE A2 AN CU ca 


Introduisant ces valeurs des coefficients dans la série (1), on aura 
f Ce) = (0) + LE (20) + LU (co) + 


DO (ra +... + a+... (3) 
C’est cette série qui . le nom de série de Taylor. 


En particulier, en y posant a = 0, on obtient la série de Maclau- 
rin 
f()=1(0)+1"0)z+ ÉQuer LOss, +R... 


En ne gardant dans la formule (3) qu'un nombre fini de termes, 
on obtient au lieu de la série de Taylor le polynôme de Taylor 


L CR) 
P,(D= D (co) (4) 
k=—0 
(cf. chap. XI, $ 6, formule (1)). Si la série (3) converge dans un voisi- 
nage U, du point a et si sa somme est égale à la fonction f (x), le 


polynôme P, (x) donne une représentation approchée de la fonction 
f (x) dans le voisinage U,. 


Exemple 1. — Développer le polynôme 
1) =8— 52 + 8z +3 


suivant les puissances croissantes de la différence zx — 2. 
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Dérivons la fonction f(x), il vient 
f )=32—10r7+8, f"(r) = 67 — 10, ff" (x) = 6, 
fM) (x) =0 pour nr > 3 
En portant zx = 2, on obtient 
12)=7, f'(2=0, f"(2=2, f"(2)—=6, fn) (2) =0 pour n > 3. 
D'après la formule de Taylor (3), le développement de la fonction f (x) suivant 
les puissances croissantes de F différence z—2 est de la forme 


f()=7+2 2.04 ee 2 24.6 


et en définitive 
fa =T+(G—-2} + (x — 2). 
Exemple 2. — Développer la fonction 
f&)=lnz 
Sent les puissances croissantes de la différence zx — 1. 
n à 
; 1 : 1 L 1.2 1-2-3 
fR=—, Pos, Poe, PQ, 
D'où 
f'(H=1, FH)=—1, f"(4)= 1-2, FV() = —1-2:8, 
Par suite, 


In z= In 1+1-(2—1) — À (—1ÿ+ 


. (z—1)3 — 


1-2-3 
TE (z—1} + 


53 


ou encore 
Er r-er. … 


Co développement est valable si 0<zr< 2. 
Remarquons jt cette série pourrait : s'obtenir directement à partir de la 
série représentant le CO MRPERen de 1n (1 + x) (v. $ 10), en y posant In z = 
= ]n (4 + z), où z=z— 1. 


Inz=(r—1)— 


$ 15. Séries à termes complexes 


Dans certains cas on a à considérer des séries dont les termes sont 
des nombres complexes, c'est-à-dire des séries de la 
forme 


(us + ia) + (ue + ive) +... + (un + in) +... (1) 


où un et Un (n = 1, 2, ...) sont des nombres réels et i? — —1. 
On dit que la série (1) est convergente si le sont séparément la 
série de parties réelles de ses termes 


tu +... +un +... (2) 
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et la série de parties imaginaires de ses termes 
a 2 D 2 (3) 


Si on désigne par S, la somme des nr premiers termes de la série (2) 
et par 7, la somme des x premiers termes de la série (3), il existe, 
lorsque ces séries sont convergentes, 


limS,—=$ et limT,=T. 


nn 00 fn = © 


Dans ce cas, le nombre complexe $S + iT est appelé somme de la 
série (1). 
On a le théorème suivant: 


Théorème.— Si la série des modules des termes de la série (1) est 
convergente, la série (1) l'est aussi. 


Démonstration. — En effet, si la série 
Vui+ui+Vui+uit...+Vui+ui+.……., 


est convergente, alors en vertu des inégalités évidentes 


lu, | SV Un + VA 


et 
CAES AE VA 


(n = 1, 2, ...), et d’après la règle de comparaison ($ 4) et le théo- 
rème du $ 6, les deux séries, (2) et (3), seront, elles aussi, convergen- 
tes et même absolument convergentes. Alors, de par la définition 
même, la série (1) est convergente. Le théorème est démontré. 

On considère aussi dans le domaine complexe les séries entières 


Co+ezw+ec +... +oenz +... 
avec 
Cn = En ibn, 2=2z+iy (n = 0, 1, 2,...). 


En vertu du théorème précédent, une telle série sera a priori 
convergente si l’est la série des modules 


lcol+lallzl+lellzF+...+leallz" +... 


lcnl=Vai+bi et |: = r+y 


(nr = 1, 2, ...). Pour étudier la convergence de cette dernière série, 
il est possible d'appliquer tous les critères connus et notamment la 
règle de D’Alembert. 
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$ 16. Formules d’Euler 


Etudions les développements obtenus de e*, sin x, cos x pour 
établir des formules, très utiles, qui lient ces fonctions entre elles. 

Si x est un nombre réel, on a, ainsi que l’on sait (v. $ 12), le dé- 
veloppement en série 


2° 23 


X T7 RS TE 
TE Est... 


cette série étant convergente pour toute valeur de x. 


Si z= zx + iy, où x et y sont des nombres réels et i* = —1, 
on peut poser par définition 
= 1+ + ++  - (1) 


En appliquant la règle de D’Alembert à la série des modules 


a+ + LL D 


on constate que cette série est convergente pour chaque valeur 
de |z | et il en est évidemment de mème de la série (1). La fonction 
exponentielle e” est définie par là même pour toutes les valeurs com- 
plexes de 2. 

En particulier, pour z = ir, où x est un nombre réel, on à 
(ix)° (ix)* (ix)° 


(x) (ix)' , (iz)* 


“ (iz)° 
SE Pa a ea eo 0 gp nent 
ue 

= —1À1, = —i, “—=1, à = i, etc. 
en introduisant ces valeurs dans le développement de e*, on obtient 
DEN DR OR RDA A RER Re à 
Egg ia ta tisg-a TT at: 


ou encore, après avoir séparé les parties réelles et imaginaires, 


zx xs 


ee (A+) + 


#3 25 2° 


CS EE ME 


D'après les formules (2) et (3) du $ 12, la première parenthèse est 
égale à cos x et la deuxième à sin x. On peut donc écrire la formule 


remarquable suivante 


e = cos x + isinz. (2) 
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En remplaçant ici x par —zx et en tenant compte de ce que 
cos (—zx) = cos x et sin (—zxz) = —sin z, on trouve 
e"* — cos x — i sin z. (3) 
Nous avons obtenu ainsi les célèbres formules d'Euler. 
En résolvant (2) et (3) par rapport à cos z et sin x, on obtient 


eixLe-ix : elx— e-ix 
COST ——— , SURES or 


Dans le cas général, si z = x + iy, on démontre que 
et — e* eu. 
Par suite, 
et = & (cos y + i sin y). (4) 
Exemple. 
1+ 1 


t= 


e = € (cos ++ isin +)=ei. 

Si z = r (cos @ + i sin q) est un nombre complexe sous forme 
trigonométrique (chap. XVI, $ 2), la formule (4) permet d'obtenir 
la forme exponentielle du nombre complexe 

z = reiv, (5) 
où r = |z | et o = Arg z. 


$ 17. Séries trigonométriques de Fourier 


Rappelons (chap. VIII, $ 6) qu'une fonction f (x) est dite conti- 
nue par morceaux sur un intervalle donné (a, b), si cet intervalle 
peut être subdivisé en un nombre fini d’intervalles (a, b,) (s = 
= 4, 2, ..., N) tels que sur chacun d'eux: 1) la fonction f (x) 
est bornée et continue aux points intérieurs ; 2) il existe aux extré- 
mités de l’intervalle les limites à gauche et à droite 


f(as+0)= lim f(x), f(b:—0)= lim f(x) 


Xs—a;s+0 Xx—b;-0 


(s = 1, 2,..., N). 


On appelle intégrale de la fonction f (x) le nombre 


b N bb: 
| dz= Ÿ | f (x) dr. 
a s=1 «ax; 


On démontre que pour une fonction continue par morceaux sur 
(a, b) il existe une primitive généralisée (v. chap. XIV, $ 12) 


F(2= (f(a dr (6la, bd, 26e, 6) 


xo 
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et donc, 
b 


| ft dr=F(b)—F(a). 


a 


Soient œ (x) et + (x) deux fonctions réelles, continues par mor- 
ceaux sur un intervalle borné (a, b). Par analogie avec l'opération 
correspondante de l'algèbre vectorielle (chap. XVIII, $ 13), on ap- 
pelle produit scalaire des fonctions œ (x) et ÿ (zx) l'intégrale 

b 
(e, = | (x) + (2 7. (1) 
Remarque. — On conçoit que le produit de deux fonctions continues par 


morceaux sur (a, b) est encore une fonction continue par morceaux sur (a, b) 
et que par conséquent, dans notre cas, l'intégrale (1) existe. 


Le nombre 
b 1 
lel=V@ D =[ | (4 47 |? (2) 


est appelé norme de la fonction (zx). 
On dit que les fonctions (x) et 1 (x) sont orthogonales sur un 
intervalle donné (a, b), si 
b 
,v)= | p(x) (x) 270. (3) 


a 


Considérons le système fondamental de fonctions trigonométriques 


{cos =, sin =} (nr = 0, 1, 2, ...) (4) 
de période commune 7 = 21 (I, la demi-période). En physique, les 
fonctions 


Un = An COS (4=0,1,2;::.:) 


et 
Un =b, sin = (na =1,2,...) 

sont appelées harmoniques fondamentaux ou premiers; leurs courbes 
représentatives sont des sinusoïdes d’amplitudes respectives a, et 
b, (l’harmonique v, n’est pas considéré parce que v,= Ü). 

Lemme. — Les fonctions trigonométriques fondamentales (4) sont 
deux à deux orthogonales sur tout intervalle dont la longueur est égale à la 
période commune T = 21 de ces fonctions, c’est-à-dire que pour l’in- 
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tervalle standard (—{, 1) les conditions d’orthogonalité sont 


l 
I. (cos TE , COS =.) os Land mn = dr = 0 pour mÆn. 
(- Q 18. | 
L 
II. (sin, sin — te sin nee dr =0 pour m£n. 
L 
HT. (cos out noi 3 sin dr = 0 


(m et n, entiers quelconques). 

Les conditions d'orthogonalité I, II, III sont vérifiées directement 
par calcul des intégrales correspondantes, en utilisant les formules 
trigonométriques suivantes : 

1) cosacos ee 7 [cos (x —$) + cos (a +$)]; 

2) sinasinf— + [cos (æœ —B) —cos (œ +B)]; 

3) sinacosf=— _ [sin (&—$) + sin (œ +$)]. 


Par exemple, pour mn ona 


l 
mix nñix MAT nTT 
£ (cos 7 » COS — | = | COS —— cos ——dx = 


=+ | [ cos Are TT + cos Creme 2 ds | dx — 


=1f. I sin (M) | 1 (+ | 0 


m—n)T l (m+n)x jou -l 


car sin kr = 0, quel que soit l’entier k. 
RS laissons au lecteur le soin de vérifier les relations IT et 
Remarque.— Calculons les normes des fonctions trigonométri- 
ques fondamentales. 
1) Pour rz = 0 on a l’harmonique d'ordre 0: cos Or — 1. En 
appliquant la formule (2), on obtient 


29—0131 
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c'est-à-dire que 


11 11= V 21. (5) 


2) Pour rn>œ1ona 


l 

2 

| cos = | = | cos? = dr = 1 | (1+ cos TE ) dr — 
21 21 


c'est-à-dire que 


cos me |=Vt (n= 1, 2,3, ...). (6) 


3) D'une manière analogue, 


c'est-à-dire que 
] sin re ]=VT (n—1, 2, 3,...). (7) 


Soit f (x) une fonction continue par morceaux et périodique de 
période 7 = 21. Il est naturel de tenter de représenter cette fonction 
sous la forme de la somme d’un nombre fini ou infini d’harmoniques 


Un = An COS + d, sin 
(n = 0, 1, 2, ...)(v. chap. VI,$ 3) de même période 2Z(analy- 
se harmonique de la fonction). C'est ainsi que 
nous sommes conduits à la série trigonométrique de Fourier 


ni 


(= + D (an cos PE +b, sin =) (8) 


n=! 


(ici, pour la commodité des calculs ultérieurs, le coefficient de l’har- 


monique d'ordre 0 est pris avec le facteur 5) . Historiquement, ce 


problème s’est posé pour la première fois lors du traitement mathé- 
matique des résultats des observations de la hauteur de l'onde de 
marée à l'endroit donné, cette hauteur variant périodiquement au 
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cours du temps. L’analyse harmonique de la hauteur de l'onde de 
marée a permis de formuler des prévisions à long terme, ce qui est 
bien important pour la navigation maritime. 
Supposons la série (8) convergente sur l'intervalle (—Z, !) et 
intégrable terme à terme. 
L'intégration terme à terme de la série (8) donne 
l 


( far |ar+ 
_t — lo 
+ S [an f cos = dr +b, sin FE dr |. (9) 
n=! -l -l 
Puisque 
cos “= dr= sin = dr —0 
=! 1 


pour n = 4, 2, ... (ceci résulte aussi des conditions d'orthogonali- 
té), on obtient 


u 
| f(a) dr= #21 00, 
21 

d'où 


l 
= + | f (x) dr. (10) 


représente la valeur moyenne de la fonction périodique 
j (a). — 
Multiplions maintenant les deux membres de l'égalité (8) par 


im=4,2;::) 


mix 
cos 1 


et intégrons terme à terme, ce qui donnera 


ë 
mx 


l 
| f (x) cos — di= | cos TE dx + 
at -{ 


œ ë 7 
+Y [as | cos -cos = dr +06, | sin =. cos _ dx |. (11) 
st - EL 


n=î{ 


29% 
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D'où l’on déduit en vertu des conditions d’orthogonalité I, III 
et de la formule (6): 


l l 
| f (x) cos TE 7 = Gm | cos? TE dr — an (12) 
1 _l 
et, par suite 
l 
am = | f(x) cos TE dr (m1, 2,3, ...). (13) 


l 
De même, en multipliant les deux membres de l'égalité (8) par 


sin TE (m—1,2,...) 


et intégrant terme à terme, on trouve 


re TE ii au dz + 
co Ÿ fa, | cn: me dr+b. js _ = a |. (14) 


n=! : 


D'où, en vertu des conditions d'orthogonalité II et III et de la 
formule (7), 


Î l 
| f(@) sin TE dr=b,, | sin TE dr bl 
21 Li 
et donc 


l 
n=+ |5 f (x) sin TE dr (m—1,2,3,...). (19) 


En remplaçant la lettre m par la lettre n (ce qui est légitime d’a- 
près le sens des formules!) on déduit des formules (13) et (15) les va- 
leurs suivantes pour les coefficients du développement (8) 


_nTz 
a, ; l cos TH 
= TE one d (16) 
n a sin TT 
{n = 0, 1, 2, ...). Remarquons que d’après (10) le coefficient a, 


est obtenu à partir de la formule (16) pour x = 0; ceci explique 
pourquoi le terme constant de la série (8) est pris sous la forme de 
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À @. Les nombres a,, b, (n = 0, 1, 2, ...) sont appelés coeffi- 
cients de Fourier de la fonction f (x). 

Définition.— La série trigonométrique (8) dont les coefficients sont 
les coefficients de Fourier (16) de la fonction périodique donnée f (x) 
est appelée sa série de Fourier (ou plus exactement sasé- 
rie trigonométrique de Fourier), que la somme de 
cette série soit égale ou non à la fonction f (x). 


On dit en ce sens que la fonction f(x)engendre une série 
de Fourier et on écrit 


SO 
fa + y (an cos TE + b, sin ee), (17) 
ne! 
où le signe — signifie « correspond à ». 

Nous indiquerons maintenant, sans démonstration, les condi- 
tions suffisantes pour qu'une fonction périodique soit développable 
en série de Fourier. 

Nous dirons qu'une fonction f (x) est lisse par morceaux sur un 
intervalle (a, b), si cette fonction est continue par morceaux sur 
(a, b)et admet sur cet intervalle une dérivée f” (x) continue par mor- 
ceaux. 


Théorème de convergence.— Soit f (x) une fonction périodique de 
période T = 21 > 0, définie sur ]—oo, +oof, excepté peut-être ses 
points de discontinuité, et lisse par morceaux dans son domaine princi- 
pal 1). 

Alors: 1) sa série de Fourier (17) est convergente pour toute valeur 
de z E |—o, +oof, c’est-à-dire qu'il existe la somme de la série de 
Fourier 


S(x)= lim [æ+S (a, cos + +, sin _ ne (18) 
É n=! 


2) la somme S (zx) de la série de Fourier est égale à la valeur de la 
fonction f (x) aux points de continuité x: 3S (x) = f (x), et à la moyenne 
arithmétique des limites à gauche et à droite de la fonction f (x) aux points 
de discontinuité x, ©), c'est-à-dire que 


. 1 . 
S (0) = + 1f (ro — 0) + f (ro+ O)]. (49) 
Puisque pour un point de continuité z de la fonction f (x) on a 


fa) =f(æ—0)=f(z +0), 


1) C'est-à-dire sur tout intervalle dont la longueur est égale à la péricde 
de cette fonction. 

2) Dans le domaine principal de la fonction périodique f (x) il n'existe 
qu'un nombre fini de tels points. 
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on peut écrire dans le cas général 
S (= 1f(x—0)+f (z+ 0). (20) 


Dans ce qui suit nous supposerons que la fonction f (x) satisfait 
aux conditions du théorème de convergence, et au lieu du signe de 
correspondance — nous écrirons le signe d'égalité = (en négligeant 
les points de discontinuité de la fonction!). Ainsi, pour la série de 
Fourier de la fonction f(r)on a 


f()=<++}r (a, cos = +b, sin =) ; (21) 
n=1 


où les coefficients a, et b, sont donnés par la formule (16). 

Remarque.— Les formules (21) et (16) se trouvent simplifiées 
si la période de la fonction f (x) est égale à 2x1. Dans un tel cas Z = x 
et on a 


f(@=+ + D (a, cos nx + b, sin nr), (21°) 


(16°) 


Fig. 220 


Exemple. — Ecrire la série de Fourier de la fonction périodique f (x) de 
période 7 = 21, sachant que (fig. 220) 
-. s —lt<z<0, 
1@={4 0O<r<l. 
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D'après la formule (16) on obtient 


a = = j f(x) dr =+{ joæ +| ds }=1, 


£ de a | 
c'est-à-dire DT : 


l 0 l 
ne 
an = \ f (xz)cos = de=+ { | 0-cos = dz + [ 1.cos TE 
0 


[4 
=+. sin | =0 Œ=1, 2, ...) 
l 
bn =+ | f (x) sin LE dr= 
a | 
0 
=+{ | 0-sin a+ | 4- sin = ds }= 
1 
=+ (— 005 _—- TETE nn 4) = — À ((— 132 —1], 


c'est-à-dire 


ee » Sin est impair. (22) 
nt 


0, si n est pair; 
An = 


La fonction f (zx) étant lisse par morceaux sur l'intervalle (—{, l),on a le 
développement 


fe = ++ À (sin + sin _ ds Un + . 


l 3 I 5) l ° 
(23) 
(—1<z<l). 
La fig. 220 montre les graphes des sommes partielles de la série de Fourier 
(23) de la fonction f (x): Se = À S1 (x) = ++ sin _ , etc. 
$ 18. Séries de Fourier de fonctions paires et impaires 
Considérons une intégrale symétrique 
l 0 l 
JFG de | fe ax + | r(m de, (1) 


21 21 
où f (x) est une fonction continue ou continue par morceaux sur un 
intervalle fermé [—Z, l]. 

En effectuant dans la première intégrale au second membre le 
changement de variable x = —+, dr — —dt et en tenant compte de 
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ce que l'intégrale définie est indépendante de la désignation de la 
variable d'intégration, on obtient 


(40) dx = ” f(—t) dt + f(x) dx — 
. 


l l l 
= (f(—oét (rad (if(-2+teé. @ 
0 0 0 


4) Soit f(x) une fonction paire, c'est-à-dire que f (—zx) = 
— f (x). Alors la formule (2) donne 


l { 
| f(x) dr = 2 | f (x) dr. (3) 
1 0 


Ainsi, l'intégrale symétrique d’une fonction paire est égale au double 
de l'intégrale de cette fonction prise suivant la moitié de l'intervalle d’in- 
tésration. 


Fig. 221 


2) Soit f(x) une fonction impaire, c'est-à-dire que f (—z) = 
— —f (x). Dans ce cas la formule (2) donne 


l 
| f&)4r=0. (4) 
7 


Ainsi, l'intégrale symétrique d'une fonction impaire est nulle. 
Remarquons que les propositions 1) et 2) résultent immédiate- 
ment des considérations géométriques (fig. 224, a et b). 


Théorème.— 1) La série de Fourier d’une fonction périodique paire 
ne contient que des cosinus des arcs multiples, c'est-à-dire seulement 
des harmoniques pairs y compris le terme constant. 
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2) La série de Fourier d'une fonction périodique impaire ne con- 
tient que des sinus des arcs multiples, c'est-à-dire seulement des har- 
moniques impairs. 


Démonstration.— 1) Soient f (x) une fonction périodique paire 
de période 21, et a, et b, ses coefficients de Fourier. En vertu de la 
formule (4) et compte tenu de ce que les harmoniques sin = 


(nr = 14, 2, ...) sont des fonctions impaires, on a 


! 
bu + | jemsin ME ar0 (5 
(r = 4, 2,...). 
Par suite, 
(= ++ 2 an cos, (6) 
n=! 


avec a, que l'on obtient par la formule (3): 


I 
1 
An = + ] te cos + dx = 


+ f (x) cos = dr (n=0 1,2,...) (7) 


Otn—y de 


2) Soit maintenant f (x) une fonction périodique impaire de pé- 


riode 27. Puisque f (x) = cos — (n = 0, 1, 2, ...) sont des 


fonctions impaires, on a 


(n = 0, 1, 2, ...). 
Par suite, 


f()= D bsin, (8) 
n=i 


où l'on a par la formule (3) 


l l 
ba = | f (x) sin = dz=+ | f (e) sin + dz 
_!{ 0 


(rt 23): 
Le théorème est démontré. 
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$ 19. Notions sur les séries de Fourier de fonctions non périodiques 


Une fonction f (x) lisse par morceaux, non périodique, 
définie sur l’axe entier —oo <zr<<+o ne peut pas être 
représentée par une série de Fourier parce que la somme de cette 
série qui est celle des harmoniques de période commune 7 est une 
fonction périodique de même période 7 et ne peut donc pas être égale 
à la fonction f (x) pour toutes les valeurs de x. Pourtant, il est possible 


Fig. 222 


de construire la représentation de cette fonction sous la forme d'une 
série de Fourier correspondante sur toutintervalle borné. 
Supposons que l'intervalle qui nous intéresse soit (—L, 1), 
c'est-à-dire un intervalle symétrique par rapport à l’origine des coor- 
données (on peut toujours y arriver par une translation de l’axe Oz). 
Construisons une fonction q (x) de période 21 telle que (fig. 222) 


e (x) = f (x) pour —l<r<l. (1) 


En supposant que la fonction (x) vérifie les conditions du théo- 
rème de convergence ($ se on a 


o=$ +3 (an cos = +6, sin =) (2) 
PRÉ PS 
avec 
. ,: cos — 
+ fee sin 2e ” 
@ = 0, 4, 2, 


-). 
D'où, en vertu de l’identité (4), on déduit 
f(2=<+ > (an cos = +b, sin =.) (2’) 
n= 


(—I<z<i), 
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où 
RC 
TC e 
n 2} sin j 


(n = 0, 1, 2, ...). 
Calculons la somme S (x) de la série (2°) ou de la série correspon- 


dante (2) aux extrémités de l'intervalle zx — +1. D'après la formule 
générale ($ 17) on a 
(1— 0) + (1+0) 
s(D=-2-0F809 (4) 


Or, compte tenu de l'identité (1) et de ce que (x) est une fonc- 
tion périodique de période 21, il est géométriquement évident (fig. 222) 
que 

P(l—0)=f(—0), pU+0)=p(—-1+0)=f(—i+ 0). 

Par suite, la formule (4) donne 


S (= ICE (5) 


Du fait que S (x) est périodique de période 21 il résulte que 
S(—1) =S (. (6) 


Exemple 1. — La fonction f (x) = e* est développée en série de Fourier 
sur l'intervalle ]J—1, 1[. Quelle est la valeur de S (1) si S (x) est la somme de 
da série de Fourier ? 

Par la formule (5) on a 


el-0 + e-1+0 


Soit maintenant à représenter une fonction non périodique f (x) 
par une série de Fourier de période 2! sur une « demi-période » 0 < 
<z<l. 

En posant 

f(x), 0O<z<li, 
g&=| _ (7) 
fa (x); l<z<O, 
où /. (x) est une fonction quelconque, lisse par morceaux, on obtient 
à partir des formules (2) et (3) une infinité de séries de Fourier 


fa=++Y (an cos + + b, sin EE ) (0< z< 1) (8) 


n=!i 


qui donnent la représentation de la fonction f (x) sur l'intervalle 
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En particulier, si l'on pose dans la formule (7) f, (x) = f (—zx) 
(—lI<z<0) (sprolongement pair»), on aura 


f[(H=R+ TS acos + (0<z<i), (9) 
n=si 
où 
L 
an =+ | f(x) cos dr (n—0, 1,2, ...) (10) 
0 
De même, si l’on pose dans la formule (7) f1 (x) = —f (—zx)} 
(—l<zxz<0) (“prolongement impairs), on obtiendra 
f(H=Y bsin = (0<z<i), (41) 
= 1 
où : 
L 
= (f(x)sinE dr (n—1, 2, ...). (12) 


(n 
Ainsi, une fonction lisse par morceaux, définie sur une demi-période, 
peut être développée en une série de Fourier correspondante par une 
infinité de procédés. En particulier, on peut à volonté représenter cette 
fonction sur la demi-période donnée : 1) par une somme d'harmoniques 
pairs ou 2) par une somme d’'harmoniques impairs. 


Exemple 2. — Développer la fonction f (x) = x en série de cosinus des arcs 
multiples dans l'intervalle ]0, x. 

Remarquons que la fonction f (x) est ici impaire et il s’agit d'obtenir sa 
série de Fourier qui ne contient que des harmoniques pairs. On peut y arriver 
cn réduisant l'intervalle de développement. 

En posant ! — x, on obtient par la formule (9) 


Î = + D an COS AT. (13) 
num 


L'application de la formule (10) donne 
x 


E À A 
a=+ | 1 = à sd 
0 


7 u 
2 = 
z cos ns de= + | za }= 
T ñ 


0 
xl [1 
DL 
— | sin nz dr}= 
0 n 
0 


ES 
> 
Î 
alt 
On) à] 


2 { sin nx 
= 4 Z° 
T n 


ce 


2 cosnz |* 2 _ __2 4m 
= — ere (cos n1—1) mr [(—1) 1] 
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0, si r est pair, 
— ,» Si nest impair, 


ni 


Ainsi, pou 0<r<zona 


HW à fcosx , cos3x cos 9z 
mises, 


La fig. 223 montre les courbes représentatives de la fonction y = zx et de 


la somme y = S (x) de Ja série de Fourier (14). Ces courbes coïncident pour 
0 Lz< nr, mais sont différentes en dehors de l'intervalle fermé [0, x]. 


4 FT 


Fig. 223 


En posant z — 0 dans la formule (14), on obtient une série numérique remar- 
quable (due à Euler) 


2 
tte. = (45) 


EX ERCICES 


Etudier la convergence des séries suivantes en appliquant la condition 
nécessaire de convergence et la règle de comparaison directe : 


t. 1—4+141—1+... 
2. 0,001+ V/0,001+70.001+ ..… 


(Ce 


5. ESP SET Tr se 


Indication. —Comparer avec la série harmonique miltipliée par Le 
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Etudier la convergence des séries suivantes en appliquant la règle de 
D'Alembert : 


5, 
OT É ZT... 


1 1 1 
8. TTatat PR 
10007 2000 ! 3000! 
d. vb OC en CL GP Ge KDE 


_— 
1 SE 


12. tt su 
Etudier la convergence des séries suivantes: 
1 1 1 
13e 1 —— > +———— + ... 
V2 Vs Vat 
1 1 | 
14. start sé 


2 3 
15. 1-5 + 7 + CCE 
1 9 a. — 


Déterminer les intervalles de convergence des séries entières suivantes et 
étudier leur comportement aux points frontières: 


z zx? zS 
SN ap ane Be or 
19. 4! +21 z2+3I z3+ . 


z—i EE (z—1}s 


_ 1.2 2.23 + 3.23 LE 


Développer en série de Maclaurin les fonctions: 

21. f(x) = a7 (a > 0). 

22. f (x) = sin° z. ” 

23. Développer la fonction f(x) = Vz suivant les puissances entières 
croissantes de la différence z — 1. 

En utilisant les développements usuels, représenter sous forme des séries. 
entières les fonctions suivantes: 

24. f(x) = e7*. 

25. f (x) = cos? x. 
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Indication. cos* z — _ (1 + cos 2r). 


1 


26. [DE 7. De. 


28. En utilisant le développement en série, calculer la valeur approché’de 
a) Ve; b) sin18; c) y 1,2. 
29. Calculer la valeur approchée de l'intégrale 


30. Etablir une formule approchée pour la fonction 


j{)= | cos Vz a, 
0 


si | z| est suffisamment faible. 


31. Développer en série trigonométrique de Fourier dans l'intervalle 
{[—x, al les fonctions suivantes: 


d fH=5x D [Her 


CHAPITRE XXII 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


& 1. Notions fondamentales 


De nombreux problèmes de géométrie, de physique, de mécanique, 
de sciences naturelles, de techniques, etc. font intervenir des équa- 
tions dites différentielles. On appelle ainsi des équations qui relient 
une fonction y = f (x) avec une ou plusieurs de ses dérivées de divers 
ordres par rapport à x. L'ordre d’une telle équation est celui de la 
dérivée la plus élevée. 

Ainsi, une équation différentielle d'ordre n se présente sous la 
forme générale 


F(z y, y, y", ..., y9) = 0, (1) 
cette équation pouvant, dans des cas particuliers, ne pas comporter 


z, y et certaines dérivées d’un ordre inférieur à nr. Par exemple, les 
équations 


/ ' 2 e ” / ni C4 
y +=y=sinz, y"+4y +18y=0, y” +yy =0 
sont respectivement du premier, du second et du troisième ordre. 


Üne équation différentielle (1) est dite linéaire, si son premier 
membre est un polynôme du premier degré par rapport à la fonction 


inconnue y et ses dérivées y”, y”, . .., y() (et ne comprend pas de 
leurs produits), c'est-à-dire si cette équation est de la forme 
do (x) Y9 + a (2) y +... + an (x) y = f (x). (2) 


Ici, les fonctions as (x), a (x), . . ., an (x), généralement définies 
et continues sur un certain intervalle commun, sont appelées les 
coefficients de l’équation linéaire, alors que la fonction f (x) porte 
le nom de second membre de cette équation. Si le second membre 
f (x) d’une équation linéaire (2) est identiquement égal à zéro, on 
dit que cette équation est homogène; dans le cas contraire, elle est 
dite non homogène. Les équations différentielles linéaires ont d’in- 
nombrables applications. 
Toute fonction 


y = (x), 
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qui, étant introduite dans l'équation (1), transforme celle-ci en une 
identité, s'appelle solution ou intégrale de cette équation. Résoudre 
ou intégrer une équation différentielle donnée, c'est trouver toutes 
ses solutions dans un domaine donné. La courbe représentative de 
la solution s'appelle courbe intégrale. 

Remarquons que le problème fondamental du calcul intégral, qui 
consiste à trouver une fonction y dont la dérivée est égale à une fonc- 
tion continue donnée f (x), se ramène à l'équation différentielle la 
plus simple: 


y = f (a). 
La solution générale de cette équation est 
y= |f(r)dr+c, (3) 


où C est une constante arbitraire et | f(x) dx, l'une des primitives 
de la fonction f (x) !). 
En choisissant convenablement la constante C, à condition que 


la fonction f(x) soit continue, on peut obtenir toute solution de 
cette équation différentielle la plus simple. 


L'intégration des équations différentielles d'ordre supérieur fait 
apparaître plusieurs constantes arbitraires. 
Exemple 1. — Considérons l'équation du second ordre 


y" = 0. 
Puisque 


il en résulte que 
y" = Ci. 


L'intégration de cette dernière égalité donne 


y = À Ci dr Wüp=Cir+ Ce. (4) 


Ainsi, la solution (4) comporte deux constantes arbitraires C, et C,, ou encore 
le nombre de constantes arbitraires figurant dans (4) est exactement égal à 
l'ordre de l'équation. Une telle solution s'appelle la solution générale de l'équa- 
tion; dans le cas considéré, elle représente toute une infinité de solutions de 
l'équation différentielle. 


1) D'une manière plus précise, la formule (3) devrait s'écrire 
x 
y= (t)ar+0, (3°) 
Xo 


où x, est un point initial du domaine donné. La formule de la forme (3’) est com- 
mode pour les applications parce qu’elle permet d’expliciter la constante arbitrai- 
re C. Dans la suite on ne perdra pas de vue cette remarque. 
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Définition 1.— On appelle solution générale d’une 
équation différentielle (1) une solution 


y — P (x, Ci Cas RS Ch) 2); 


dont le nombre de constantes arbitraires indépendantes C;, C:, ..., Ch 
est égal à l'ordre de cette équation. 


On dit dans ce cas que les constantes arbitraires sont irndépendan- 
tes, si le nombre total de constantes que comporte la fonction œ ne 
peut pas être réduit par introduction d’autres constantes arbitraires 
continüment dépendantes des constantes données. 

Dans le cas où la solution générale est donnée sous une forme 
implicite 

D (z, y, Ci, Co -. Cn) = 0, 
on l'appelle le plus souvent intégrale générale. 


Définition 2.— Toute solution d'une équation différentielle qu’on 
obtient à partir de sa solution générale en donnant des valeurs détermi- 
nées aux constantes arbitraires qu'elle comporteest appelésolution 
particulière de cette équation. 

Exemple 2. — Soit l'équation du second ordre 

y +y— 0. 
On conçoit sans peine que les fonctions sin x et cos z seront des solutions 
de cette équation parce que 
(sin x)” = —sin z et (cos x)” — —cos z. 
Il n’est pas difficile de vérifier directement que la fonction 
y = Cisinz+ C,;cosz, 
où C\ et CA sont des constantes arbitraires indépendantes, est, elle aussi, une 


solution de notre équation et représente donc sa solution générale. Si l’on pose, 
par exemple 

C\=2et Ca = —5, 
on obtient la fonction 

Y\ = 2SiNnxz—9cos7z, 
qui est une solution particulière de l'équation différentielle con- 
sidérée. 

Si, en résolvant une équation différentielle, on trouve une fonc- 
tion, on peut vérifier la validité de la solution en introduisant cette 
fonction dans l'équation. 

Exemple 3. — Montrer que la fonction 

y = (C1 + Caz) & 
cest solution de l'équation 
y" —2y + y = 0. 


1) La fonction qç est supposée continüment dérivable un nombre de fois suf- 
fisant par rapport à tous ses arguments. 
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En effet, on a ici 
y = (C1 + Caz) 7 + Ca = (C1 + Ca + Cox) 


y" = (C1 + Ca + Car) ex + Cas = (C1 + 2Ca + Car) x. 
Par suite, 
y — 2y + y = (C1 + 202 + Car) € — 2 (C1 + Ca + Caz) + 
+ (C1 + Cox) eXJam 0, 


et 


ce qui prouve notre assertion. 


$ 2. Équations différentielles du premier ordre 


Une telle équation se présente sous la forme générale suivante: 
F (x, y, y) = 0. 


Dans les cas les plus simples, cette équation peut être résolue par 
rapport à la dérivée y’: 


y = f(x, y). (4) 


La solution générale de l’équa- 
tion (1) est de la forme 


y = oz, C), (2) 


où C'est une constante arbitraire. 
Géométriquement, la solution gé- 
nérale (2) représente une famille 
de courbes intégrales, c’est-à-dire 
l’ensemble de courbes correspon- Fig. 224 

dant aux différentes valeurs de la 

constante C (fig. 224). Les courbes intégrales présentent cette pro- 
priété qu'en chacun de leurs points M (x, y) la pente de la tangente 
satisfait à la condition 


tga —=f(x, y). 


Si l’on se donne un point M, (zo, Yo) par lequel doit passer une 
courbe intégrale, on choisit par là même, dans le cas le plus simple, 
parmi l’infinité de courbes intégrales la courbe qui correspond à 
une solution particulière de notre équation différentielle. 

Analytiquement, cette exigence se ramène à une condition dite 
initiale: y = yo pour z = to. Si la solution générale (2) est connue, 
on a 


Yo = P (Zn C)- 


En partant de cette condition, on peut en général déterminer la cons- 
tante arbitraire C et donc trouver une solution particulière corres- 
pondante. C'est ce qui constitue le problème de Cauchy (problème ini- 
tial). 


30% 
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Problème de Cauchy.— Trouver une solution y = œ (x) de l’équa- 
tion différentielle (1), qui satisfait à une condition initiale donnée: 
Yo = P (to), c’est-à-dire qui prend pour z = x, la valeur donnée 
Y — Yo- 

Géométriquement, le problème de Cauchy s’énonce ainsi: trou- 
ver une courbe intégrale de l'équation différentielle (1), qui passe par 
un point donné Mo (Zos Yo). 

I1 y a lieu de noter ce qui suit : les équations différentielles constituent un 
appareil mathématique à l’aide duquel nous pouvons étudier les phénomènes 
se déroulant dans la nature. Si les SA pres du problème définissent entière- 
ment un phénomène, celui-ci doit se dérouler de façon univoque, c’est-à- 
dire que la solution de l'équation différentielle, qui définit la loi de déroule- 
ment du phénomène, doit être unique. La solution générale de l'équation 
différentielle comporte des constantes arbitraires et donc ne donne pas de réponse 
déterminée à la question posée. Aussi, pour résoudre des problèmes concrets, 
les équations différentielles doivent-elles être complétées de conditions supplé- 
mentaires. Dans le cas le plus simple, ce sont des conditions initia- 
les, ce qui nous conduit au problème de Cauchy. 


Dans certains cas il y a avantage à mettre l'équation différen- 
tielle du premier ordre (1) sous la forme 


dy ; 
Te — Î (x, y), (1 ) 

ou encore sous la forme 
P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0, (3) 
où P (x, y) et Q (x, y) sont des fonctions connues. La commodité 
de la forme (3) réside en ce que les variableszetyysontéquiva- 
lentes, c’est-à-dire que chacune d'elles peut être considérée 
comme fonction de l’autre. Par solutions de l'équation (3) 
on entend dans le cas général les fonctions z = œ(t), y =  (t) 
données sous forme paramétrique (t étant un paramètre) qui véri- 

fient l'équation (3). 

I1 n'y a pas de méthode générale pour l'intégration des équations 
différentielles du premier ordre. On ne considère généralement que 


certains types de telles équations et on propose pour chacun d'eux 
son propre procédé d'intégration. 


$ 3. Équations du premier degré à variables séparées 


Définition. — On appelle équation différentielle du premier 
ordre à variables séparées une équation de la forme 


X (x) Y (y) dx + À; (x) Yi (y) dy = 0, (1) 


où X (x), X, (x) sont des fonctions de la seule variable x et Y (y), Y, (y) 
des fonctions de la seule variable y. 

Pour résoudre l'équation (1), divisons ses deux membres par le 
produit Y (y) X, (x) en supposant que celui-ci ne soit pas nul. On 
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obtient alors, après quelques simplifications évidentes, 


X (z) Pig) 3, 
X,G@) dx + AT dy = (0. (2) 
Dans l'équation (2), l'expression précédant dx n’est fonction que 
de z et l'expression devant dy n’est fonction que de y. On dit dans 
ce cas que Les variables sont séparées. En intégrant les deux membres de 
l'égalité (2), on obtient 
X (zx) | Y, (y) De 3 
X 1 (2) EE Y (y) oi (8) 
Ici, on entend par intégrales des fonctions primitives correspondan- 
tes. 
La relation (3) exprime sous une forme implicite l'intégrale géné- 
rale de l'équation (1). 


Dans le cas ere en divisant par le produit X, (x) Y (y), nous risquons 
de perdre celles des solutions de l’équation (1) qui annulent ce produit. 
Il est aisé de s'assurer par substitution directe que la fonction 


z=a, (4) 


où a est racine de l'équation X, (x) = 0, c'est-à-dire que X, (a) — 0, est solu- 
tion de l'équation (1). De même, la fonction 


y = b, (5) 


où b est racine de l'équation Y (y) — 0, c'est-à-dire que Y (b) = 0 est, elle 
aussi, solution de l'équation (1). | 
Géométriquement, les solutions (4) et (5), si elles existent, sont des droites 
parallèles respectivement aux axes Oy et Or. 
Exemple 1. — Soit donnée l’équation 


dy __y 6 
dr Sr ( ) 
On a 
z dy = y dx. 
SUPpOQnS que y + 0. Si l'on divise les deux membres de cette équation 
par xy, les variables seront séparées et on obtiendra 
LES 
y  z° 


Intégrons cette équation, il vient 
| = | —_ 
y Jr" 
Iny=Iinz+incC!). (7) 
1) En toute rigueur, on devrait écrire 


Infyl=ln|r|+Inc, 


où C> 0. Or, notre «liberté» sera sanseffet sur le résultat final si, après 
la prise de l’exponentielle, on admet que la constante arbitraire est un 
nombre réel. On devra en tenier compte dans la suite. 


ou 
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Ici, la constante arbitraire est prise sous forme logarithmique, ce qui est 
parfaitement légitime parce que tout nombre C,, positif ou négatif, peut être 
représenté comme logarithme d’un autre nombre : 


Ci = In Ce 
où 
C=eC1. 
En exprimant y à partir de l'égalité (7), on obtient en définitive 
y= Cr (1:40, CH O). (8) 


En posant maintenant zy — 0 et en tenant compte de ce que zx 0, on 
obtient Îa solution y = 0 de l'équation (6). De façon formelle, cette solution 
s'obtient de la formule (8) pour C = 0. 

Géométriquement, la solution générale (8) représente la famille de demi- 
droites (0 < | C | < +00) issues de l’origine des coordonnées (fig. 225). 


Fig. 225 Fig. 226 


Exemple 2. — Trouver la courbe passant par le point M (—1,4) et telle 
qu’en chaque point la sous-normale ait une seule et même valeur égale à 4. 

Soient y = f (x) la courbe cherchée, MT la tangente à cette courbe au point 
M (z, y), MN la normale (la perpendiculaire à la tangente au point de tan- 
gence) (fig. 226). On appelle sous-normale PN la projection du segment de nor- 
male MN sur l'axe Oz. 


Puisque 
PM = y 
et 
PIN OR 
NMP=MTzumt, 
on a 
PN = ytg 
Or, d’après la signification géométrique de la dérivée 
gay, 


si bien que l'expression définitive de la sous-normale devient 
PN = yy”. 
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D'après les hypothèses du problème 


; d 
y = 4, ou y 4. 


Séparons les variables, il vient 
y dy = 4dz. 


En intégrant les deux membres, on obtient 


j y dy =4 Î dr+cC, 


soit: 
CEE, 
9 — z + ë 
D'où 
y? = 8x + Ci. (9) 


Du avons obtenu une famille de paraboles dont les sommets sont situés sur 
‘axe Oz. 

Déterminons la constante arbitraire C, en utilisant à cet effet la condition 
que notre parabole passe par le point donné Q@ Ca En remplaçant dans 


l'équation (8) les coordonnées courantes par celles du 
point @, on trouve 


16 = —8 + C;; 
d’où 

C1 = 24. 

L'équation de la parabole cherchée s'écrit donc sous 

la forme 

y = 8x + 24, 
ou encore 

y? = 8 (x + 3). 


Le sommet de la parabole est au point À (—3, 0) et son 
axe coïncide avec l’axe Oz (fig. 227). 

Exemple 3. — La vitesse de refroidissement d'un Fie. 227 
corps placé dans l’air est proportionnelle à la différence 16- 
de température du corps et de l’air. La température de 
l'air est égale à 20 °C. On sait que pendant 20 minutes le corps se refroidit 
de 100° à 60°. Déterminer la loi de variation de la température du corps en 
fonction du temps. 

Si l'on désigne le temps par £ et la température du corps par U, la vitesse 
de refroidissement du corps ou autrement dit la vitesse de variation de sa tem- 


pérature sera égale à la dérivée 2 . D'après les hypothèses du problème on a 


dU 
= k (U —20), 


où k est un coefficient de proportionnalité. En séparant les variables, on obtient 


dU 
U —20 


=k dt. 
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Intégrons les deux membres, il vient 


gx" | +0) 
ou encore 
In (U — 20) = kt+ Inc. 
D'où 
U — 20 = Ceht 
et, par suite 
U = 20 + Ceht. (10) 


. Pour déterminer les constantes C et k, utilisons les hypothèses du pro- 


blème : 


U — 100° pour t= 0 
et 

U = 60° pour 1 = 20. 
L'introduction de ces valeurs dans l’équation (40) donne 


100—20+0C, } 


60 — 20 + Ce?0k, 
D'où | 


et donc 


En portant ces valeurs dans l'équation (10), on obtient en définitive 


{ 
20 


U=20+80-(—+) 


Telle est la loi de variation de la température U en fonction du temps dans 
les conditions indiquées. 

Dans les exemples 2 et 3 sur l'établissement des équations différentielles, 
qui viennent d'être traités, nous avons eu affaire directement à la dérivée de la 
fonction cherchée. Indiquons un exemple où il est plus commode de raisonner 
en opérant sur les différentielles des grandeurs cherchées. 

Exemple 4. — Dans un réservoir contenant 10 kg de sel par 100 kg de mé- 
lange on introduit chaque minute 30 1 d’eau et on en extrait 20 1 de mélange 
(fig. 228, a). Déterminer la quantité de sel qui restera dans le réservoir au bout 
de t min, en supposant que le brassage soit instantané. 

Soit z la quantité de sel dans le réservoir à l'instant t et x + dx la quantité 
de sel à l'instant t + dt. Puisque le mélange s'écoule du réservoir, la quantité x 
de sel diminue avec le temps et donc dx << 0 pour dt > 0. Le volume de mélange 
contenu dans le réservoir à l'instant t sera évidemment égal à 


= 100 + 304 — 204 — 100 + 104. 


1) Puisqu'on va s'affranchir des logarithmes, il y a avantage à écrire 
ici 1n C au lieu de C. 


8 3] ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ À VARIABLES SÉPARÉES 473 


Par suite, la concentration en sel (c’est-à-dire la quantité de sel par unité de 
volume de mélange) à l'instant + sera égale à 


TZ 


100 +- 104 ° 


La variation de la quantité de sel, —dr, pendant un intervalle de temps infi- 
niment petit {4, t + dt] sera obtenue en multipliant par la concentration en 


(11) 


T 
[A 
Wrin ” 
z=z(t) 
L 0 É Ê 
Fig. 228 


sel (11) le volume de mélange, 20 dt, qui s’est écoulé au cours de cet intervalle. 
Il en résulte l'équation différentielle suivante 


FA 
— dr = 100 + 10: °20 dt, 
ou 
2z 
En onu des hypothèses du problème nous déduisons la condition ini- 
tiale 
z |t=o = 10. (13) 


En séparant les variables dans l’équation (12) et en intégrant, on obtient 
successivement 


dr 2 


“x A10-—1+ 


[Em 
zx __  J 10+1° 


Inz=—2In40+#+lnc 


dt 


et 


c'est-à-dire que 


et donc 
SC 
 (0+1 
En posant t = 0, on tire de la condition initiale (13) 
C 
DT 


donc, C = 1000. Par conséquent, la quantité de sel en kilogrammes contenue 
dans le réservoir varie en fonction du temps t en minutes (fig. 228, b), la loï 
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de variation s'exprimant par la formule 


1000 
TI = "AOHEE . (14) 


Remarquons que, connaissant la quantité de sel restant dans le réservoir 
(elle est facile à calculer en mesurant le volume du réservoir et la concentration 
en sel du mélange qui le remplit), on peut déterminer à l’aide de la formule (14) 
le temps qui s'est écoulé depuis le début du processus. C’est sur ce principe 
qu'est basé le calcul de l’âge des océans et des mers. 


$ 4. Équations différentielles homogènes du premier ordre 


La notion d’équation différentielle homogène du premier ordre 
est liée aux fonctions homogènes. 
On dit qu’un polynôme 


P(z,y)= À ayr'y 
1,3 
est homogène de degré n, si tous ses monômes sont du même degré n, 
c'est-à-dire si pour chaque monôme a,;z'y on a 
i+j=n. 
Par exemple, 
P (x, y) = 22° — 3zy — 5y? (1) 


est un polynôme homogène de degré 2. Remarquons que, si les argu- 
ments zx et y d’un polynôme homogène de degré n sont remplacés par 
des quantités proportionnelles kz et ky, il en résultera la multiplica- 
tion de ce polynôme par la puissance n-ième du coefficient de propor- 
tionnalité k. C’est ainsi par exemple que pour le polynôme (1) on aura 
P (kz, ky) = 2 (kz)° — 3 (kz) (ky) — 9 (ky)° = 

= À? (22% — 3ry — 5y°) = k?P (x, y). 
Cette dernière propriété est à la base de la définition générale d’une 
fonction homogène. 


Définition 1.— On dit qu'une fonction P (x, y) est homogène 
de degré n, si, quel que soit le nombre k, on a l'identité 


P (kz, ky) = k* P (x, y). 
Considérons maintenant une équation différentielle 


P (x, y) dr + Q (x, y) dy = 0. (2) 


Définition 2.— Une équation différentielle du premier ordre (2) 
est ditehomogène, si Les coefficients P (x, y) et Q (x, y) des diffé- 
rentielles des variables x et y sont des fonctions homogènes de même 
degré. 
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On démontre qu'à l’aide des substitutions 
u= + (ou v=<), (3) 


où u est une nouvelle fonction inconnue, l'équation différentielle 


homogène (2) se ramène à une équation dont on peut séparer les 
variables. 


Exemple. — Soit à résoudre l'équation différentielle 
(+ y)dz + zdy = 0. (ä) 


= z+y et Q=7z 


sont des fonctions homogènes du premier degré, si bien que l'équation (4) est 
elle-même homogène. Posons 


Ici, 


L=u (5) 
et 


où u est une fonction inconnue. 
Il s'ensuit que 
dy = x du + u dz. 


En introduisant cette expression dans l'équation (4), on obtient 
(zx + zu) dd + r(rdu+udx) = 0 
z du + (2u + 1) dr = 0. 
Séparons les variables, ce qui donne 


DR 
Q2u+1  z° 


Pour la commodité des calculs, multiplions les deux membres de la der- 
nière égalité par 2 et intégrons-les: 


| _Zdu __ JE: 
2u+1— z ? 


ou 


on en tire 
In Qu+1)=—2Inz+inc 

et 

2u+1= 
Par la formule (5) on obtient 

2y __ € 

mt z° 
et donc 

TD 


où C, = 5 C est une constante arbitraire. 


Au cours de la résolution de cette équation nous avons effectué la division 
par les fonctions z et 2u + 1. En les annulant, on obtient les solutions pos- 
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sibles 


1) z=0 et 2) 2u+1=0; d'où y=——. 


Il est immédiat de vérifier que les deux fonctions 1) et 2) satisfont à l’équation 
donnée (4); la dernière d’entre elles s'obtient à partir de la solution générale 
(6) pour C;, = 0 


Soit maintenant une équation différentielle homogène, donnée 


sous la forme 
y — Î (x, y) (7) 
ou 


dy 
Te 1 (2 y). 
En récrivant la dernière équation sous forme de différentielles, on 


obtient 
dy = f (x, y) dx. 


Le coefficient de dy est 1, c’est-à-dire une fonction homogène de degré 
zéro, ce qui signifie que f (x, y) doit être, elle aussi, une fonction 
homogène de degré zéro. 

Ainsi, l'équation différentielle (7) est homogène si, et seulement si, 
son second membre, f (x, y), est une fonction homogène de degré zéro ?). 


$ 5. Équations différentielles linéaires du premier ordre 


Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la 


forme (v. $ 1) 
a(z)y +b(z)y +c(z) = 0, (1) 


où a (x), b (x), c (x) sont des fonctions données. Si a (x) = 0, l’équa- 
tion (1) peut s’écrire sous la forme réduite 


y +p(x)y = f(x), (2) 


où p(z) = b(x}/a (x) et f(x) = —c(x)/a (x) (f (x) étant le second 
membre de l'équation). Nous supposerons que le coefficient p (x) et 
le second membre f (x) de l’équation (2) soient continus sur un cer- 
tain intervalle Ja, bf. 

Pour résoudre l’équation (2), représentons la fonction cherchée 
y par le produit de deux facteurs: 


y = uv, (3) 
où u est une solution non nulle de l'équation homogène correspon- 
dante 

u” + p(z)u = 0, (4) 


1) C'est-à-dire que le second membre de cette équation ne change pas lors- 
qu'on remplace z par kz et y par ky, où k est un coefficient de proportiannalité 
arbitraire. 
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et vest une nouvelle fonction inconnue. Comme 


’ 


y = vu” + uv”, (5) 


en introduisant les expressions (3) et (5) dans l'équation différen- 
tielle (2), on obtient 


vu" + p (x) ul] + uv = j (x) (6) 
ou encore, compte tenu de (4), 
uv = f (x). (7) 


Remarquons qu'en fait la fonction uw est choisie de telle sorte que 
le coefficient de v dans l'équation (6) 
soit nul. 

À partir des équations (4) et (7) on trouve successivement Îles 
fonctions u et v, en choisissant pour u une valeur concrète quelconque 
mais non nulle. En introduisant les expressions obtenues pour u et v 
dans la formule (3), on détermine la fonction cherchée y. 

Remarque.— En pratique, il n’est pas besoin de ramener l’équa- 


tion linéaire à la forme (2); on peut appliquer directement la subs- 
titution (3). 


Exemple 1. — Soit à résoudre l'équation 


zy" + 2y = ri. (8) 
Cette équation est évidemment linéaire. Posons 
y = uv, y = vu’ + uv’. (9) 


Introduisant ces expressions dans l'équation (8), on obtient 
v (zu + 2u) + zuv' = 21. 
Choisissons la fonction de manière que 


zu” + 2u = 0; (10) 
alors, 
zuv' = x. (11) 
De (10) on obtient successivement 
du du dr 
z—=—2u, ——=—2—, 
dr u z 


c'est-à-dire que 
nu—=—21inxr+InC. 
Donc, en choisissant C, — 1, on obtient 


1 
EEE (12) 
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D'où, compte tenu de (11), 


4 dv dv 
RER GORE 2 Éce - 
z 5 ” Pi : = 127 
et donc 
v= | Ju dr=— +0, (13) 


où C est une constante arbitraire. 
Ainsi, en raison de (12) et (13) on trouve finalement 


se LCA de . se, CC 
y=uw=—— (+ c) , c'est-à-dire que Dre 
Exemple 2. — Trouver la solution de l'équation 
(z + y) VA = 1, (14) 


qui satisfait à la condition initiale: y — O0 pour x = —1. 
D'après son aspect l'équation (14) n’est pas linéaire. Pourtant, en consi- 
dérant z comme fonction de y, on obtient, compte tenu de ce que 


? 


y =, une équation linéaire 
z'=z+7y. (15) 
Posons, comme à l’ordinaire, 


Introduisons ces expressions dans l’équation (15), il vient 


du dv 
GPTL FOR à (16) 
D'où, compte tenu de ce que d’après le choix de u 
du 
ay (17) 
on obtient 
dv 
EG — . (18) 
A partir de (17) on trouve une solution particulière 
u = el. (19) 
Par suite, de (18) on déduit que 
du 
VU —_— — = ye"v 
e dy y, dv=ye"tl dy 
et donc 
U= | ye”Y dy = —ye!—ev+C (20) 


(nous avons utilisé ici l’intégration par parties!). À partir de (19) et (20) on 
trouve la solution générale 


z=uv—= —y — À + Cev. (21) 


$ 5] ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 479 
En posant ici y — O0 pour z— —1, on obtient —1 = —1 + C,c'est-à 
dire que C = 0. 


Ainsi, 


= —y—1, et donc y = —(x + 1) 


est la solution particulière cherchée. 


Fig. 229 


Exemple 3.— L'intensité de courant électrique parcourant un circuit 
composé d'une résistance R et d’une inductance L en série obéit à l'équation 


différentielle suivante 
LÉ HRI=E, 


(22) 


où E est la force électromotrice (fig. 229, a). On demande de trouver l'intensité 
de courant i au bout de t secondes après la mise sous tension, sachant que Æ 


varie suivant la loi sinusoïdale 


E = E, cos wt 


et i = 0 pour t = 0. 
De (22) on obtient 


Stan cos wf, 


où, pour abréger, on a posé « = R/L. 
Posons 


{= uv 


et appliquons le procédé habituel, il vient 


du — dv — E, 
TT au =0, u PRIT 7 cos wt. 
D'où 
La dt, Inu= —at 


(la constante d'intégration est omisel) et 


u=e 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 
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De (25) on déduit 


eat Le cos w!, 


de =. et cos wt dt 


et 
ve +2 (140). (27) 

où 
I = { e%! cos wt dt (28) 


(l'une des primitives). 
En intégrant par parties deux fois de suite, on trouve 


à sin of in o/ Ï 
1= Lesta { in © )=< sin @ — | sin @! Loti 


(A) o (A) 
sin ot , &« | cos sin @{ 
o @ oO (1) 


(6 2 cos of cos w{ | 1 | œ a? 
+2 | es ——— | —— . ae"! dt |==— et Sin ot — e%! COS @&t—— J; 
ro) ra) & wo @° wo? 


d'où on tire 


1 - 
— 6% (w sin wt+ à cos wt) 


at . 
1-2 | =. (w RE ot) | (29) 
1 EE 
w° 
Introduisant cette expression dans la formule (27), on obtient 
_ En fat. ©Sinœt+ a cos wt ) 
nt men À ve 


où C est une constante arbitraire. 
En prenant le produit des fonctions uw et v ((26) et (30)), on obtient la loi 
de variation de l'intensité de courant 


__ Es f wSinwt+a cos ot |] 
"ÆL ( + a° 1e ° Eù 


« 


Pour t — 0, on détermine à partir de la condition initiale 


0 Cn +6) . 


i 


d'où 
a 
C= es 


Par suite, 
Eo 


IT T@+a) 


(o sin ot + a cos wt— ae %!). (32) 
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Si t est suffisamment grand. la quantité e-%! est petite (œ > 0) et peut 
donc être négligée dans la formule (32). Dans ce cas on aura 


Es 


dés L (w*+ «°) 


(w sin ot + «& cos wt). (33) 
Si l’on pose (fig. 229, b) 
wo=V &°+ a cosp, a— V'w?+ a sin, 


la formule (33) donne en définitive 


æ—Eo ÿ = = "oi; 
iÆ TVae (ot + q') = VER (ot +), 


où p = arctg e est la phase initiale du courant. 


$ 6. Notions sur la méthode d’Euler 


Au cours des paragraphes précédents nous avons examiné les ty- 
pes les plus simples d'équations différentielles du premier ordre qui 
peuvent s'intégrer par des quadratures !). Pourtant, il n'y a pas de 
méthode générale pour trouver la solution exacte d’une équation 
différentielle du premier ordre quelle qu’elle soit. Ceci explique l'im- 
portance que présentent les méthodes approchées de 
résolution des équations différentielles. Dans ce qui suit 
nous allons examiner la plus simple d’entre elles, connue sous le 
nom de méthode d'Euler. 

Soit à trouver sur un segment donné zx, z< X la solution d’une 
équation différentielle du premier ordre 


y" = Î (x, y) (1) 
avec second membre continu f (x, y), qui satisfait à la condition 
initiale 

y (To) = ÿo- (2) 

Géométriquement ceci signifie que pour l'équation différentiel- 
le (1) il faut construire une courbe intégrale y = y (x) passant par 
le point M, (zo, Yo) (fig. 230, a). D'après la signification géométri- 
que de la dérivée, la pente (c’est-à-dire le coefficient angulaire 
de la tangente) de la courbe intégrale satisfait en tout point M (zx, y) 


à la condition 
k=tga—=f(x, y). (3) 


Le second membre de l'équation différentielle (1) étant supposé con- 
tinu, on peut admettre que sur un petit tronçon de courbe intégrale 


1) C'est-à-dire d'équations dont les solutions s'expriment à l'aide d’inté- 
grales indéfinies. 


31—0131 
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sa pente est constante, c'est-à-dire que de façon approchée on 
peut remplacer cette courbe par une ligne polygonale. 
En pratique, on procède de la façon suivante: on divise le seg- 
ment {x,, X] en nr parties suffisamment petites [z,, z,l, [x,, xl, . .. 
. [Tn-x À] et on note 


hi = Liz — ZT; C0; 1 :::1n—1 


les longueurs des segments de subdivision correspondants. Pour sim- 


Fig. 230 


plifier, ces longueurs seront supposées égales l’une à l’autre (bien 
que cela ne soit pas obligatoire !). Alors 


X—7r0 


h; — — h — constant. (4) 


La quantité À s'appelle le pas de subdivision. 
Remplaçons la courbe M,M,M, ... M, de sommets M, (zx, ys) 


par la ligne polygonale NoNiN2...Nn de sommets Vi; (x, y) 
(i=0,1,2,...,n —1, yo = yo), où N, = M, et de pentes suc- 
cessives 
te Bi = À (res Ya) = Yi (9) 
(i=0,1,2,...,n—1,y = y, = f(zo Yo) 
(polygone d'Euler) (fig. 230, a). L'examen de la fig. 230, b permet 
d'écrire les formules de calcul 
T} — To + ih, 
Aÿi=htgB;=hf (T2 Yi), | (6) 
Yi+i = Yi AY: 
(i=0, 4, 2 ... n — 41, Yo = Yo)- 
Remarquons qu’au point de vue mécanique nous remplaçons un 


processus continu, décrit par l'équation différentielle (1), par un 
processus impulsif qui se déroule avec une vitesse cons- 
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tante sur des intervalles élémentaires [z,, z:+1] (à — 0, 1, 2, ... 
..., n —1)et dont la vitesse varie par sauts lorsqu'on passe d’un 
intervalle à l’autre. 

Les inconvénients de la méthode: 1) précision médiocre lorsque 
le pas À est grand, calculs fastidieux lorsque le pas est petit; 2) ac- 
cumulation systématique d'erreurs. 

La méthode d’Euler sert de base pour des méthodes plus perfec- 
tionnées de résolution approchée des équations différentielles. 


Exemple. — En appliquant la méthode d'Euler, trouver sur le segment 
[0; 0,5] la solution de l'équation différentielle 


y = z+y, y(0) = 1. (7) 


Choisissons le pas hÀ — 0,1. Consignons les résultats du calcul (à 10-3 près) 
dans le tableau 


Ainsi, ÿ (0,5) = 1,721. 11 n'est pas difficile de trouver la solution exacte 
(l'équation (7) est une équation linéaire 1): y = 2e*— (x + 1); d'où y (0,5) = 
= 2 Ve—1,5= 204,645 — 1,500 — 1,790. 


$ 7. Équations différentielles du second ordre 


Une équation différentielle du second ordre, résolue par rapport 
à la dérivée d'ordre le plus élevé, se présente sous la forme géné- 
rale suivante: 
 . y" = f(x, y, y). (4) 
La solution générale 


y = (x, Cu Ca) (2) 


de cette équation comporte deux constantes arbitraires indépendan- 
tes C, et C,. Géométriquement, la solution générale (2) représente 
une infinité de courbes intégrales qui dépend de deux paramètres 
indépendants C, et C.. Par chaque point M, (x, yo) du plan Ozy 
il passe en généralunfaisceau de courbes intégra- 
les (fig. 231). Aussi, pour extraire de notre famille de courbes inté- 
grales une courbe intégrale déterminée F, ne suffit-il pas d'indiquer 
le point M, (20, Yo) par lequel doit passer cette dernière courbe. 
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Il faut encore spécifier la direction dans laquelle la courbe l passe 
par le point M,, c'est-à-dire donner la tangente trigonométrique de 
l'angle &, fait par la tangente à cette courbe au point M, avec la 
direction positive de l’axe Ox. Analytiquement, en notant 


tg Lo — Yo 


nous sommes conduits aux conditions initiales: y = yo, Yÿ = x 
pour z = x,. En partant de (2), on peut écrire 


Yo = P (Zos Cr Co)» (3) 
Yo = Pr (Tor C1 Ca). 


Le système (3) permet en général de déterminer les constantes C, et 
C, et donc trouver une solution 
particulière 


y = @ (x) 
qui satisfait à notre équation (1) et aux 
conditions initiales données 
Y exo = Yo et Y'lx=xe = Yo (4) 
(problème de Cauchy). Remarquons qu’en 
règle générale, lors de la résolution des 
problèmes de physique, on a, en plus 
Fig. 231 des équations différentielles, encore des 
conditions initiales, parce que pour des 
raisons bien compréhensibles la solution d’un tel problème doit être 
univoque. 
C'est à l’aide d’une équation différentielle du second ordre qu'on 
écrit l'équation fondamentale de la dynamique. 
Soit un point matériel de masse m qui se déplace le long de l’axe 
Oz sous l’action d’une force variable F. Si j est l'accélération de ce 
point, on a suivant la loi de Newton 


mi = F. (5) 


Dans le cas le plus général, la force F dépend du temps t, de la coor- 
donnée x (qui caractérise la position du point matériel sur l’axe Ox) 


et de la ‘vitesse = de ce point. Par suite 


F=F(t, À 2 7). 


D'autre part, comme on le sait (chap. X, $ 14), l'accélération j est 
égale, dans le cas d’un mouvement rectiligne, à la dérivée seconde du 
chemin par rapport au temps: 


J= TE - 
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En introduisant ces grandeurs dans l'équation (5), on obtient 
l'équation différentielle de mouvement du point: 
d°r dr 
m=F(t, T, —). 
Pour caractériser entièrement le mouvement d’un point, il faut 
encore donner la position initiale de ce point 


T |t=to — Lo 
et sa vitesse initiale 


dr 
dt lt=te 


(conditions initiales). 


$ 8. Types d'équations différentielles intégrables du second ordre 


Dans le cas général, une équation différentielle du second ordre 
ne peut pas être résolue sous forme finie. Nous allons considérer ici 
quelques cas simples où l'équation du second ordre s’intègre par des 
quadratures, c'est-à-dire où ses solutions s'expriment à l’aide 
d’intégrales indéfinies. 

Type I.— Soit 

y" = f (2). (1) 


Intégrons, il vient 
y'= | f(x) ar+ ci. 
Intégrons encore une fois, ce qui donne en définitive 
y= | dr | fin dr+Cir+ Ce 


où C,et C, sont des constantes arbitraires, et les intégrales indéfinies 
sont interprétées comme des primitives des fonctions correspon- 
dantes. 

Type II.— Soit 


y" = { (y). (2) 
Posons 
y = p. 
En considérant p comme fonction de y, on en déduit 
=. CP 0, 4P 
TT az dy à Pay" 


L'équation (2) prend donc la forme 


= f (y). 
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En séparant les variables, on obtient 


p dp = f (y) dy. 
Intégrons la dernière équation, il vient 


= | f (y) dy + 


ou 
p=+y2 \ f (y) dy + Ci. 
Puisque 
dy 
P— Gr 


l'équation précédente peut s'écrire sous la forme 


H=+y/2{rua+c. 


[CH. XXII 


D'où, en séparant encore une fois les variables et en intégrant, on a 


finalement 


| | 
V'2frwau+c él 


Il ne s’agit pas de retenir cette formule compliquée donnant la 
solution générale de l’équation du type II, il faut s’assimiler le pro- 


cédé d'intégration. 
Type III.— Soit 


(3) 


y" = f (y). 
Posons 
y" = pe 
Alors 
” _ dp 
or 
L'équation (3) devient 
d 
= f (p). 
En séparant les variables et en intégrant, on aura successivement 
dp 
Fur 4 
et 
dp 
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Après avoir déterminé à partir de cette dernière équation la quan- 
tité p = JL , On peut, en intégrant encore une fois, trouver y. 


Exemple 1. — Trouver l'équation de mouvement d’un point matériel de 
masse m lancé verticalement vers le haut avec une vitesse initiale v,. 

Prenons pour axe Oz la droite verticale qui est la trajectoire du point en 
mouvement et pour sa direction positive la direction vers le haut. Pour origine 
des coordonnées O prenons la position initiale de notre point matériel. 

Si on néglige la résistance de l’air, la seule force qui s'applique à notre 
point est la force de pesanteur numériquement égale à mg et dirigée verticale- 
ment vers le bas. D'après la loi de Newton on peut écrire l'équation différentielle 
de mouvement suivante: 


Fan. 
ou 
dr 
Ts = 6: (4) 
En outre, on doit satisfaire aux conditions initiales: 
dr 
Z|t=0 =0 et PA Te (5) 
En effectuant la substitution 
dx Le dr _ dv 
dd" de à! 
on obtient à partir de l’équation (4) 
dv 
dd 
ou 
du = —8g dt. 
Intégrons, il vient 
V_ = Ci — £t. 
En y posant £ = 0 et en utilisant la deuxième condition (5), on trouve 
Ci = Vo: 
D'où 
U— Ve — $t (6) 
ou encore 


à 2Z 
TH V0 —6t. 


Intégrons encore une fois, ce qui donne 


2 
Cri 
2 
Pour déterminer la constante C,, remarquons qu'en vertu de la première con- 
dition (5) on a z = 0 pour t = 0. En introduisant ces valeurs dans la dernière 
équation, on obtient 


Ca = 0. 
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Par suite, 


svt. (1 


Telle est la loi de mouvement d’un point matériel lancé verticalement vers 
le haut avec une vitesse initiale v, (sans tenir compte de la résistance de l'air). 
En particulier, au point mort haut on a 


v = (0. 
L'équation (6) permet donc de déterminer le temps de montée 


Us 


* 


[4 
et l'équation (7) la hauteur de montée correspondante 


H= 


2g ° 
Exemple 2. — Résoudre l’équation 
y" = y. 


Posons ici 


d'où 


En portant cette expression de y” dans l’équation différentielle, on obtient 
dp 


=y, 
P dy y 
Séparons les variables et intégrons, ce qui donne 
p dp=y"" dy 
et 
p° __y7? , Ci 
2 —2 2” 
D'où 
p=+tVCi—yà (C, >0) 
et donc 
LUN HOTTES 
dr y 
C'est une équation du premier ordre. En séparant les variables, on a 
VU = + ds. 
V Ciy?—1 
Muitiplions les deux membres par C;, il vient 
C1y dy =+ C; dz. 


V Ciy®— 1 
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Après l’intégration on aura 


C1y dy 
| V'Oiyi—i (Gi 


Calculons l'intégrale au premier membre de l'équation. En remarquant que 


Cay dy = d (Ciy?—1), 


on aura une suite d'’épalités: 


1 
C;y dy | À d(C;y?—1) Î (s a F2 a 
1 | 7 (Ci) * d(Ciy2—1)= 
V Ciy—1 2 VO —1 2 l ( 1 ) ( 1 ) 
1 
1 : 2 
TS (C1y°—1) : 
— nl = V Ciy—1, 
2 
Ainsi, on trouve 
V'Ciy—1=+(Cir+Ci), 
et finalement 
Cay? — 1 = (Ciz + Co}. 
Exemple 3. — Trouver la solution de l'équation 
2y'"y" = 1; 
qui satisfait aux conditions initiales: y = 0, y’ = 1 pour z = 1. 
En posant 
? # d 
y =p et = : 
on obtient 
dp 
En séparant les variables, on obtient 
2p dp = dx, 
ou, après l'intégration, 
PP =z+ Cie 


Pour déterminer la constante C;, utilisons la condition initiale p = y’ = 1 
pour z = 1. On a 
= 1 + Cis 


d'où C; = 0 et donc 
PP = 2. 
L'extraction de la racine donne 
dy _ 
PS = V x, 


le choix du signe + devant la racine tient à ce que pour z — 1 nous devons 
avoir p = 1. 
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En séparant les variables et en intégrant on trouve 
3 


= | Vz dr? + Ces 
Pour déterminer la constante C,, posons z = 1 et y = 0; alors 


a 
3° 


Ainsi, la solution cherchée s'écrit sous la forme 


2/5 
(4) 


$ 9. Cas d’abaissement de l’ordre 
Indiquons deux cas où une équation différentielle du second ordre 
y" = f(x, y, y) (1) 


se ramène à une équation différentielle du premier ordre. 

Cas 1.— Soit une équation différentielle (1) dont le second mem- 
brene contient pas de zx sous forme explicite, c’est-à-dire 
une équation de la forme 


y" = f (y, y‘). (2) 


0=£+ C2, donc Co= — 


En y posant 


on obtient une équation différentielle du premier ordre: 


p= jy, P); 


où le rôle de la variable indépendante est joué par y. 

Cas 2.— Soit une équation différentielle (1) dont le second mem- 
bre ne contient pas de y sous forme explicite, c’est-à-dire une équa- 
tion de la forme 

y" = f(x, y‘). (3) 


En posant 


on obtient une équation du premier ordre 
dp 
Fa f(x, D) 


où p est une fonction inconnue. 
Remarquons que les types I et III traités plus haut ($ 8) sont 
respectivement des cas particuliers des équations (2) et (3). 
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Exemple 1. — Soit à résoudre l'équation 


; (4) 
Posons suivant le cas 1 
 — »__ dP 
y =pet y" =p dy 
L'équation (4) devient 
d p? 


Pay y 
D'où: 1) p=—0, c'est-à-dire y—=C; 2) PP. c’est-à-dire Cp 01 et 
dy y P y 
In Pp = In y + In Ci. 
Exponentions les deux membres de cette égalité. On aura 


et par suite 


Après l'intégration on obtient 


ln y = C,z + In Ca 
et donc 
y = CaeCiz, 
où C, et C, sont des constantes arbitraires. 
Exemple 2. — Trouver la solution de l'équation 


zy = 2 — y", (5) 


qui satisfait aux conditions initiales: y = et y’ = À pour x = 1. 
Dans l'équation (5), posons 


, »_d 
y =p et y =. 
Alors 
dp 
EE à 
ou 
dp _ P 6 
Her. (6) 
L'équation obtenue étant homogène!), posons 
Lu, 
b 4 
par suite 
dp _ du 
P= Tu et HT TU 


1) L'équation (6) peut aussi être considérée comme une équation linéaire. 
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Portons ces expressions dans l'équation (6), ce”qui nous donnera 


7 turn; 
d'où 
du __2—2u 
dx x 
et 
du 2dr 
4 x 


Intégrons, il vient 
In(u—1)=—2Inrz+incC;, 
donc 


c'est-à-dire que 
— —— rt. _—_— ne 
1+ g et pP= z+ : 


Pour déterminer la constante C;, utilisons les conditions initiales: p = y’ = 1 
pour x = 1. On obtient 


L—=1 + Ci: 
c'est-à-dire que C, = 0 et donc 
dy 
= ——7 
dr 
On en déduit que 
dy = z dr 
et 
z? 
y= | zdr=—+C. (7) 


Déterminons la constante C, à partir des conditions initiales. En posant x = 4 
et y = - dans la formule (7), on obtient 


1 1 

2 20 

c'est-à-dire que C, = 0. Par suite, la solution particulière cherchée est 
z° 


= 


2 e 


$ 10. Notions sur l’intégration des équations différentielles 
par les développements en séries entières 


Par souci de clarté, exposons cette méthode sur l'exemple d’équa- 
tion différentielle du premier ordre 


y = f (2 Y)s Y (Zo) = Yo (1) 


où f (x, y) est une fonction indéfiniment dérivable, 
c'est-à-dire admettant des dérivées de tous les ordres. 
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Cherchons la solution du problème (1) sous la forme de la série 
de Taylor (chap. XXI, $ 14) 


y=Yo+Y (T— 20) +5 (z— 20) + ..., (2) 
où, pour abréger, on a posé 
yo) = y (xs) (n=1, 2, ...). 
Le terme constant y, de la série (2) se détermine par la condition 


initiale (1). Le coefficient y, se calcule à partir de l’équation diffé- 
rentielle (1) 


ÿ = f (To Yo)- 
Pour rechercher le coefficient y,, dérivons l'équation (1) par rap- 
port à x, en supposant que y est fonction de x. Il vient 
: d 
y re [f (x, y)], 
d'où 


Yo = (fe, y} 


Xx=Xx,9 
W—=Uo 
etc. Quant à la convergence de la série (2), nous laissons de côté 
cette question assez compliquée. 

Cette méthode est aussi appliquable, avec des changements évi- 
dents, aux équations du second ordre 


y" = f(x, y, y"), y (Zo) = Yes Y° (Zo) = Ye: (3) 
Exemple. — Trouver à l’aide de séries entières la solution de l'équation 
différentielle 
y = 2y+y, y (0) = 1. (4) 
Posons 
Y= Vo ver + 2242 +... (5) 


11 résulte des conditions (4) que 
Yo = À, Yy9 = 01+17= 1. 
En dérivant le second membre de l'équation (4) comme une fonction com- 


posée, on obtient 
y = (y + zy') + 2yy'; (6) 
ya = H+O0)+ 24.4 = 3. 


La dérivation de l'équation (6) donne 
y" = (2g" + 2y°7) + 2 (y'* + yy°) 


d'où 


et donc 
yÿ = (2+ 0) + 2-1 + 1-3) = 10, 
etc. 
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Ainsi, il résulte de (5) que 
5 


d 
y=ltite rs mr... (7) 


Les résultats de ces calculs peuvent être rassemblés dans le tableau ci- 
dessous : 


$ 11. Propriétés générales des solutions des équations 
différentielles linéaires homogènes du second ordre 


Considérons une équation différentielle linéaire homogène du 


second ordre 
y" +p(z)y +g(z)y =0, (1) 


dont les coefficients p (x) et qg (x) sont continus. 
Soient 

Yi = Yi (x) et ye = y2 (x) 

des solutions particulières de l'équation (1) ?). 


Définition. — On dit que deux solutions y, et y, sont linéaire- 
ment dépendantes, si on peut choisir des nombres constants 
a, et a, qui ne sont pas simultanément nuls et tels qu'une combinaison 
linéaire de ces fonctions est identiquement égale à zéro, c’est-à-dire si 


Œiÿa + Gaÿs = 0 (2) 
Dans le cas contraire où de tels nombres ne peuvent pas être choisis, 
on dit que les solutions y, et y, sont linéairement indépendantes. En 
d’autres termes, si les fonctions y, et y, sont linéairement indépen- 
dantes et si l'identité (2) est vérifiée, alors a, = a, = 
Il est évident que les solutions y, et y, sont linéairement dépendan- 
tes si, et seulement si, elles sont proportionnelles l’une à l’autre, c'est-à- 
dire si: 
Y2 — AY: (3) 
(ou inversement), où a est un coefficient de proportionnalité constant. 
En effet, si la condition (3) est satisfaite, on peut écrire 


Giÿ1 + GrVa = 0, 
où a = aet a; = —1 = 0, et donc ces solutions sont linéairement 
dépendantes. 


1) Le mot «particulières » est entendu ici en ce sens que ces solutions ne con- 
tiennent pas de constantes arbitraires. 
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Inversement, si les solutions y, et y, sont linéairement dépendan- 
tes, on a l'identité 
Gÿ1 + Goÿe = 0, 


où au moins l’une des constantes, a, ou a,, est différente de zéro. En 
posant par exemple a, 0 et a = —a,;/a,, on obtient y, = ay.. 

La notion de dépendance linéaire est aussi applicable à tout cou- 
ple de fonctions. On définit de même la dépendance linéaire et l’indé- 
pendance linéaire de plusieurs fonctions. 


Exemple. — Les fonctions e*1* et e*2* sont linéairement indépendantes 


pour k, # k:. 
En effet, admettons que l'on ait la relation 
ajeh1® + aehtx = 0, 
où l’un au moins des coefficients, a, ou a, par exemple a, est non nul. On ob- 
tient alors l'identité 


ethe-h)x = A 
qe 


ce qui est impossible parce que le premier membre de cette égalité varie avec z, 
alors que son second membre est constant. 


Connaissant deux solutions particulières linéairement indépen- 
dantes, y, et y., de l'équation (1), il est facile d'obtenir la solution 
générale de cette équation. On peut énoncer le théorème suivant: 


: Théorème.— Si y, et y, sont des solutions particulières linéaire- 
ment indépendantes d'une équation différentielle linéaire homogène du 
second ordre (1), la solution générale de cette équation est une combinai- 
son linéaire de ces solutions particulières, c'est-à-dire que la solution 
générale de l'équation (1) est de la forme 

y = Ciÿi + Caÿss (4) 
où C, et C, sont des constantes arbitraires (—o0 << C, < +oo, —00 << 
< CC; < +o). 

Démonstration.— En effet, y, et y. étant solutions de l'équation 
(1), on peut écrire 
g +p()y +q()y=0 (5) 
et 
ÿ +P() y +q(y= 0. (6) 
En introduisant l’expression (4) dans le premier membre de l’équa- 
tion (1), on obtient en vertu de (5) et (6) 
(Ciÿa + Coÿe)" + P (2) (Caÿa + Coÿe) + 9 (2) (Cara + Caÿs) = 
= Ci + Cays + p (x) Cagi + p (à) Ceys, + 9 (2) Ci + g(x)C age = 
= Cl + p (&) y + q (x) vil + Ce lé + p (x) y, + q (x) yal = 
—_ C,-0 + C2°0 —— 0. 
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Il en résulte que la fonction 
y = Ciÿi + Caÿa (7) 


sera solution de l'équation (1{},;quel que soit le choix 
des constantes C, et C:. 

Si les solutions y, et y, sont linéairement indépendantes, la solu- 
tion (7) sera la solution générale de l'équation diffé- 
rentielle (1) parce qu’elle contient deux constantes arbitraires C, 
et C, qui ne peuvent pas dans ce cas être ramenées à une seule, 
c’est-à-dire qu'elles sont indépendantes. 

On démontre que la formule (7) fournittoutes les solu- 
tions de l'équation différentielle linéaire correspondante (1). 

Remarque.— Si les solutions particulières y, et y, sont linéaire- 
ment dépendantes, la solution (4) ne sera pas générale. En effet, 
supposons que y, et y, soient linéairement dépendantes, c’est-à-dire 
que l’on ait la relation 


Ye — AU; 
où a est une constante. En portant y, dans l'expression (4), on aura 
y = Ciÿs + Col 
ou encore 


= Cyr, (8) 


où 
C=C, + ac. 


Cette solution ne contient qu'une seule constante arbitraire C et 
de ce fait elle n’est pas générale. 

Ainsi, pour trouver la solution générale de l'équation (1) il suffit 
de connaître deux solutions particulières linéairement indépendan- 
tes y, et y, de cette équation. 


$ 12. Équations différentielles linéaires homogènes du second ordre 
à coefficients constants 


Soit donnée une équation différentielle linéaire homogène 
y" + py" + gy = 0 (1) 


dont les coefficients p et qg sont constants. 
Cherchons une solution particulière de l'équation (1) sous la 


forme 
— e*, (2) 


où k est un nombre constant à déterminer. De (2) on déduit que 


= ke et y” = ke, 
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En introduisant les expressions de y, y” et y” dans l'équation (4), 
on obtient 


ke% + pke** + ge** = 0 
ou, en simplifiant par le facteur non nul e**, 
k? + pk + q = 0. (3) 


L'équation du second degré (3) à partir de laquelle on détermine 
le nombre k s'appelle équation caractéristique de l'équation diffé- 
rentielle linéaire du second ordre à coefficients constants (1) donnée. 
Remarquons que pour écrire l'équation caractéristique (3), il suffit 
de remplacer dans l'équation différentielle (1) les dérivées y”, y” 
et la fonction y par les puissances correspondantes de k, en considé- 
rant, dans ce cas, la fonction y comme une dérivée d'ordre zéro. 

En résolvant l'équation caractéristique (3), on obtient 


ka + + ARCSREX (4) 
Trois cas différents peuvent se présenter. 
Cas I.— Si 


l'équation caractéristique (3) a en vertu de la formule (4) deux raci- 
nes réelles et distinctes k, et k.. Par suite, l’équation linéaire (1) 
admet deux solutions particulières distinctes 


yi=ehx et y, = ex, 


Puisque k, = k:, ces solutions sont, comme nous l'avons vu ($ 11, 
exemple 1), linéairement indépendantes. Ainsi, dans le cas I la solu- 
tion générale se présente sous la forme 


y = Cie“:1x + Cuehsx. (6) 
Exemple 1. — Soit 
y" — 2y" — 8y = 0. (7) 
En résolvant l'équation caractéristique 
kK—2k—S—0, 
on trouve ses racines 
k: — 4, ko —= —. 


tŸ9 


La solution générale de l'équation (7) est de la forme 
y = Cet + Cie. 


32—0131 
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l'équation caractéristique (3) n’a d’après la formule (3) qu’une seule 
racine 


Une telle racine est dite double. Par conséquent, l’une des solutions 
particulières de l'équation (1) sera 
A 
y=e À . 
Toute autre solution particulière y., linéairement indépendante 
de y,, sera nécessairement de la forme 
Ye = Y1°2 (x), (9) 


où z = z (x) est une fonction de x qui n’est pas identiquement cons- 
tante. Il en résulte que 


me (spi Es), 


En introduisant les expressions de y., y, et y, dans l'équation (1) 
? 


on obtient, après la simplification par le facteur commun e 2 
2— pr + 2t pr z+qz= 0, 


ou encore 
z" + (9-2) 20: 
Enfin, par la condition (8), on aura 
z" = (. 
D'où 


La 


z — a et z— ax + b, 


où a et b sont des constantes arbitraires. 


Par suite, 
px 


ys=(az+ble ©. (10) 
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Puisque nous nous intéressons seulement à une solution particu- 
lière, on peut poser a = {1 et b — 0. Alors 


px 
= — 


Us: IE " e 


Ainsi, la solution générale de l’équation (1) dans le cas IT est de 
la forme 


PULLS 
y=—e * (Ci+Car). (11) 


Remarquons que la formule (10) fournissait déjà cette solution 
générale car toute solution de l’équation (1) peut être 
mise sous la forme (10). 


Exemple 2. — Soit 
y" — 6y + Jy = 0. 


En résolvant l'équation caractéristique 
k° — 6k+9—=O, 
on trouve sa racine double 
k.2=3 + V9—9—3. 
Par suite, la solution générale s'écrit sous la forme 
y = € (C1 + Cox). 
Cas IIT.— Si 


D q<0, 


l'équation caractéristique (3) a suivant la formule (4) deux racines 
complexes conjuguées 
kK=a<+f$i et À, = «a — Bi, 


où a— ere et B= y q—+—. 
Les solutions particulières y, et y. de l’équation (1) seront dans 
ce cas 


yi=emtBiz et y, == eta-Bix 1). (12) 


1) Par dérivée d’une fonction complexe 
fa (x) + fe (x) 


d'une variable réelle r, où f1 (x) et fe (x) sont des fonctions réelles de z et i est 
l’unité imaginaire, on entend par définition l'expression 


[f1 (@) + ife @)Y = fi (@) + ife @). 
En utilisant la formule (4) du chap. XXI, $ 16, il est facile de vérifjer- 


si k = à + If alors (ekx)" — kekx. Par suite, les fonctions y. et y. et ponte Téur 
combinaison linéaire vérifient notre équation différentielle. < TN 
32e MERS 
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I1 en résulte que de façon formelle la solution générale de l’équa- 
tion (1) peut s’écrire sous la forme 


y =: CietatBix LE Cetz-hir x 
ou encore 
yen (Cieilx + Ce ilz), (13) 
où C, et C. sont des constantes complexes choisies de telle sorte que 
l'expression (13) soit réelle. 
Dans l’expression (13) on peut faire disparaître les quantités ima- 
ginaires. D’après les formules d’Euler (chap. XXI, $ 16),ona 
e'* — cos fr + i sin fr et e-Ï8* — cos Br — i sin Pr. 
D'où 
| yes [(C,+ C2) cos Br + à (C,— C2) sin Br]. 
En posant Lo _. 
Ci+Ci= Ci et i(Ci—Cr) = Ce, 
on obtient finalement 
y = e% (C, cos Bxz + C, sin Br), (14) 


où C,et C, sont des nombres réels constants arbitraires (du fait que 
les constantes C, et C, sont arbitraires). C’est la solution générale 
sous forme réelle de l'équation (4) pour le cas III. 

En particulier, si dans l’équation caractéristique (3) on a p = 0 
et q = B°, les racines k,, — fi sont des nombres imaginaires purs 
(œ — 0), si bien que la solution générale de l'équation différentielle 
correspondante 

y" + By =0 


sera obtenue sous la forme 


y = C, cos Br + C, sin Bz. (15) 


Remarque.— Pour les applications, on utilise parfois une autre 
forme de la formule (44). A savoir, si l’on pose 


C, = À sin @ et C, = À cos , (16) 
où À et sont des nouvelles constantes arbitraires (4 > 0), on a 
y = Ae% sin (fr + y). (17) 


De (16) on déduit que 
A=VCIICE, tp= 
Si la variable x est interprétée comme le temps, alors, du point 
de vue physique, la fonction (17) décrit un phénomène oscillant dont 
l'amplitude décroît pour & << 0 et croît indéfiniment pour & > 0. 
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Exemple*3. — Soit donnée l'équation 
y" — 6y" + 13y = 0. 
En résolvant l'équation caractéristique 
k2 — 6k + 13 = O0, 
on obtient les racines complexes k,,2 — 3 + Zi. Ici, & = 3 et B = 2. Par suite, 
grâce à la formule (14), la solution générale s'écrit sous la forme 
y = eX (C, cos 2r + C, sin 2r). 


Exemple 4. — L'n point matériel de masse m est attiré par un centre fixe O 
avec une force proportionnelle à la distance x du point au centre d'attraction 


SZ 
: IL 
AZ ZT 
Fig. 232 


(force élastique) (fig. 232). Trouver la loi de mouvement de ce point 
(en négligeant la résistance du milieu). 
Suivant la loi de Newton on a 


d°r 
PTE 


où k est un coefficient de proportionnalité et le signe moins s'explique par le 
fait que le signe de la force qui s'applique au point est opposé à celui de son 
déplacement x. Il en résulte que 


m 


dr : 
art 
où 
k 
OO = = à 
me 


Nous avons obtenu une équation différentielle linéaire du second ordre 
à coefficients constants. Les racines de son équation caractéristique 


kK + &° = 0 
sont imaginaires pures: 
ki,o = Hoi 
Par suite, la formule (14) (&œ — 0, B = &) donne 
= C; cos wt + C, sin wt. 
On peut poser 
C;, = Asing, C2= A cos, 
où À et q sont d’autres constantes arbitraires. D'où 
x = À sin (ot + y), 


ce qui signifie que le point matériel effectue dans nos conditious des oscilla- 
tions harmoniques périodiques autour du centre d'attraction avec l'amplitude À 
ct la phase initiale ®. 
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$ 13. Équations différentielles linéaires non homogènes 
du second ordre à coefficients constants 


Considérons une équation différentielle linéaire non homogène 
(c’est-à-dire avec second membre) du second ordre 


y" + py + qy = f(x), (1) 


où p et q sont des nombres constants donnés et f (x) (second membre 
de l'équation) est une fonction connue de x. On a le théorème suivant: 


Théorème.— La solution générale de l'équation avec second membre 
(1) s'obtient en ajoutant à la solution générale de l'équation homogène 
associée 


y"-+ py' + qu = 0 (2) 
une solution particulière de l'équation donnée (1). 
Démonstration.— Soit 
ÿ = Ci + Coÿo (3) 


la solution générale de l'équation sans second membre (2) et soit z 
une solution particulière de l'équation correspondante avec second 
membre (4). Il est évident que 


y" py'+qy =0 et z”+pz'+qz= f(x). 


En additionnant membre à membre ces équations et en tenant compte 
de ce que la dérivée d’une somme est égale à la somme des dérivées, 
on obtient 


U+s)" +p@+2'+q(y+s) =f(. 
Il est clair que la fonction 
y=ÿ+z (4) 


sera solution de l’équation (1) et que cette solution seragénérale 
parce que d’après la formule (3) elle contient deux constantes arbi- 
traires indépendantes C', et C2. 

Comme nous savons trouver la solution générale 7 de l’équation 
linéaire homogène à coefficients constants, il ne reste qu'à indiquer 
un procédé pour rechercher une solution particulière z de l'équation 
avec second membre correspondante (1), où p et g sont des constantes. 

En traitant ce dernier problème, nous nous contenterons d’exa- 
miner les seconds membres f (x) les plus simples. Dans ces cas, pour 
rechercher une solution particulière de l'équation (1), on applique 
généralement une méthode ditedes coefficients in- 
déterminés. 
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Cas [I.— Le second membre de l'équation (1) est une fonc- 
tion exponentielle 


f(x) = ae"* (a 0). 


Cherchons la solution z aussi sous la forme d’une fonction expo- 
nentielle 
z = Ae"”, (5) 


où À est un coefficient indéterminé (une constante inconnue). Déri- 
vons 2: 
z = Ame"* et z” = Ame”. 
Portons f (x) et les expressions de z et de ses dérivées dans l’équa- 
tion (1), ce qui donne après la simplification par e”*: 
A (m° + pm +g)=a. (6) 

Deux cas peuvent se présenter : 1) Le nombre m n'est pas racine de 

l'équation caractéristique, c’est-à-dire que 


m° + pm + q =. 


Alors 
a 
RESTE] 
et donc 
aemx 
Fm pmEg* 
2) Le nombre m est racine de l'équation caractéristique, c’est-à- 
dire que 
m° + pm + q = 0. (7) 


Dans ce cas, l'équation (6) est contradictoire et donc l’équation 
différentielle (4) n’admet pas de solution particulière sous la for- 
me (5). 

Dans ce cas si: a) m est une racine simple de l'équation caracté- 
ristique (c’est-à-dire qu’il existe une autre racine de cette équation 
distincte de m), il convient de prendre une solution particulière de 
l'équation (1) sous la forme 


z = Azxe”*, 
et si b) m est une racine double de l'équation caractéristique, il faut 
chercher une solution particulière de l'équation (1) sous la forme 
27-116": 
Cette recommandation peut être vérifiée directement. 


Exemple 1. — Soit donnée l'équation 
y” — 5y" -L 6y = &. 
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Résolvons d’abord l'équation sans second membre 
y" —5y"+6y=0. 
L’équation caractéristique est ici de la forme 


k° — 5k + 6 = 0. 
Ses racines sont 
ki —= 3, ko = 2. 


Par suite, la solution générale de l'équation sans second membre sera 
y = Cex + Cae°x. 


Puisque m — 1 n'est pas racine de l'équation caractéristique, cherchons 
une solution particulière de l'équation avec second membre sous la forme sui- 
vante 


où À est un coefficient indéterminé. Dérivons, il vient 
z = A, z' = A. 
Portons ces expressions dans notre équation non homogène, ce qui donne 
AeX — 5Ae% -- 64e = 7 ou 24 = 1. 


D'où 
| 
A==>. 
Ainsi, une solution particulière de l'équation avec second membre est 
1 
:=—.x*. 
2 


En vertu du théorème précédent, la solution générale de cette équation 
a la forme suivante 


p= Cie + Ceres. 
Cas I1.— Le second membre de l'équation non homogène ({) 


est un polynôme trigonométrique (une somme de 
sinus et de cosinus) 


f(x) = M cos ox + N sin ox. (8) 
Cherchons comme solution particulière z de cette équation une 
expression de même forme, soit 
z = À cos ox + B sin oz, 


où À et B sont des coefficients inconnus. 
Dérivons: 


= —A0 sin ox + Bo cos wx et z”—= —Ao? cos wr — Bo sin owor. 


D'où, en portant ces expressions dans l'équation (1) et en groupant 
les termes contenant cos wx et sin @z, on aura 


(—40° + Bpo + Ag) cos ox + (—Bo*° — Apo + Bqg) sin or = 
= M cos wxz + NN sin oz, 
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La dernière égalité étant une identité, les coefficients de cos ox 
et de sin ox figurant aux premier et second membres de cette égalité 
doivent être respectivement égaux, ce qui permet d'écrire 


À (g — o°) + Bpo = M, —Apo + B (q — w°) = N. (9)- 


C'est à partir de ce système qu'on peut en général calculer les coeffi- 
cients À et B. Le seul cas où le système (9) est incompatible est. 
celui où 

p=0, qg—=0° 


(c'est-à-dire lorsque +io sont racines de l'équation caractéristique). 
Dans un tel cas, la solution particulière z doit être cherchée sous la 
forme 

z = x (À cos oz + B sin wzx). 


Exemple 2. — Soit l'équation avec second membre 


y" — 4y" + 4y = cos r. (10)- 
L'équation sans second membre associée sera 
y" —4y" +4y=0. (11). 


En résolvant l'équation caractéristique 
K— 4k+4—=0, 
on trouve une racine double 
h2=2+V 4-42. 
Par suite, la solution générale de l'équation sans”second membre (11) est. 
y = e% (C1 + Caz). 
Cherchons une solution particulière de l'équation (10) sous la forme 
z= À cos x + B sin x, 


où À et B sont des coefficients indéterminés. 
Dérivons : 


3 = —A sinz<+Bcosz, 2° — —A cos x — B sin z. 
Portons les expressions de :, z’ et =” dans l'équation (10): 
—AÀ cos z — B sin z + 44 sin x — 4B cos zx + 44 cos x + 4B sin x = cos z. 


Egalons les coefficients de cos z et de sin x au premier et au second membres, 
ce qui donne 
34 — 4B = 1À, 44 + 3B = 0. 


En résolvant ce système d'équations, on obtient 


4 
Fe ESS 
et donc 
3 
2= = COST ——= Sin r 
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D'où la solution générale de l'équation (10): 
y—=e"*(C; + Cor) RE cos = sin x. 
He 25 25 


Exemple 3. — Soit à étudier les oscillations d'un point matériel de masse m 
soumis à l’action d'une force élastique dont la grandeur est proportionnelle 


Émammslannee//i 
"Jp 
AZ F Z 
Fig. 233 


à l'écart x du I rapport à la position d'équilibre, en présence d’une force 
perturbatrice périodique 


F = F, sin pt, 


où F, et p sont des constantes. La résistance du milieu est à négliger. 
Suivant la loi de Newton, l’équation différentielle de mouvement du point 
<est de la forme (fig. 233) 


d°r | 
m me MT F, sin pt 
(k, coefficient de proportionnalité) ou encore 


2 
TE +otr= a sin pt, (12) 


eV Ensmt, 
m m 


La solution générale de l'équation homogène 


OÙ 


27 = 
es + or = 0 


a comme on le sait (v. $ 12, exemple 4) la forme (oscillations libres d'un point 
z = C; cos wt + C, sin ot, (13) 


où C; et C, sont des constantes arbitraires. 

En recherchant une solution particulière z de l'équation avec second mem- 
bre (12), il convient de distinguer deux cas. 

Cas 1. — Soit p  w, c'est-à-dire que la pulsation de la force extérieure 
ne coïncide pas avec celle des oscillations libres (13). 

Posons 


z = À cos pt + B sin pt, (14) 


où À et B sont des coefficients indéterminés. 
Portons l'expression (14) dans l’équation (12), ce qui donne 


— A p° cos pt — Bp° sin pt + w° (4 cos pt + B sin pt) = a sin pt, 
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soit 
À (0° — p°) cos pt + B (@° — p?) sin pt = a sin pt. 
D'où 
A(@ —p?)=0,B( —p*)=a 
et donc 
A=0, B=——. 
W°— p° 
Ainsi, 


La solution générale de l'équation avec second membre (12) (oscillations forcées 
du point) s'exprime par la formule 


r = C, cos ot --C, sin ot a sin pt (15) 


et représente une superposition de deux oscillations de pulsations w et p, l'am- 
plitude de ces oscillations étant limitée. 

Cas 2. — Soit p = &, c'est-à-dire que la pulsation de la force extérieure 
coïncide avec celle des oscillations libres (13). 

Il est évident que dans ce cas la formule (15) perd son sens. Posons 

z = 1 (4 cos ot + B sin ot); 
d'où 
3 = (4 cos ot + B sin ot) + t (—A w sin wt + Bo cos ot) 

et 


z" = 2 (—Ao sin ot + Bo cos ot) + t (—Aw* cos wt — Bu sin ot). 
Introduisons ces expressions dans l'équation (12), il vient 
2 (—40 sin ot + Bo cos wt) — w°t (À cos ot + B sin ot) + 

+ ft (4 cos ot + B sin ot) = a sin ot 
ou encore 
2 (—A40 sin ot + Bo cos wt) = a sin ot. 


Il en résulte le système —24 w = a, 2Bw = O0 pour le calcul des coefficients 
indéterminés À et B. Par suite, 


a 
A=—-—, B=0 

et donc 
= —— Cos 


(fig. 234). Les oscillations forcées du point se décrivent dans ce cas par l'ex- 
pression 


L at 
r=C; cos wt--C,sin ot 7 C0. (16) 


La formule (16) montre que l'amplitude x des oscillations croît indéfini- 
ment avec le temps ft. Ainsi, dans le cas 2, une force extérieure, même de valeur 
très minime, provoque des oscillations illimitées du système. Ce phénomène 
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Sr 
GS 


Fig. 234 


porte le nom de résonance. La résonance peut avoir, comme conséquence physi- 

que, une perturbation dans le fonctionnement normal et même une destruction 

d'un système élastique. On connaît par exemple des cas où des cognements caden- 

Fa d'un train traversant un pont de chemin de fer ont provoqué la destruction 
e ce pont. 


Cas I1I.— Le second membre de l'équation linéaire (1) est un 
polynôme du second degré, par exemple 


Îm)= a +br+e (a #0). (17) 
Cherchons une solution particulière 3 de cette équation aussi 
sous la forme d'un polynôme du second degré 


z= Az + Br +C, 
où À, B et C sont des coefficients indéterminés. 
Dérivons 2: 
z = 24zr + B et z” — 24. 


Introduisant les expressions de z, z’ et z” dans l'équation (1), on 
obtient 

24 + p (24x + B) + q(Arx° + Brz +C)= ax" + br + c 
ou 

Agz° + (24p + Bg) x + (24 + Bp + Ca) = ax° + bx + c. 


Puisque deux polynômes sont identiquement égaux si, et seule- 
ment si, les coefficients des mêmes puissances de la variable x sont 
égaux, on en déduit le système 

Ag = a, 24p + Bq = b, 2A + Bp +Cq=c (18) 
pour la détermination des coefficients À, B et C. 

Si g 0, ce système permet d'obtenir pour les coefficients 4, B 
et C des valeurs numériques déterminées. Par là même une solution 
particulière z sera parfaitement déterminée. 

Si qg = 0 (l’équation caractéristique à une racine simple nulle), 
le système (18) est incompatible. Dans un tel cas, en supposant que 
p < 0, il convient de chercher une solution particulière z sous la 


forme 
z=zxz(Az? + Br +C). 
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On opère de manière analogue si f (x) est un polynôme d'un autre 
degré quelconque. 


Exemple 4. — Soit l'équation 
y" — 4y + 13y = 2r + 1. 
L’équation sans second membre sera 
y—Ay"+13u = 0. 
Son équation caractéristique est de la forme 


k2 — 4k + 13 = 0. 
Ses racines sont 


ki. — 2 + 3i. 
La solution générale de l'équation sans second membre s'écrit 
y = ex (C; cos 3r + C. sin 3z). 


| Cherchons une solution particulière de l'équation avec second membre sous 
a forme 


z = Az + B. 
D'où 
z: = À et 7 = 0. 
Introduisant ces expressions dans l'équation avec second membre, on obtient 
—4A + 13 (Az + B) ms 2r + 1. 


Identifiant les coefficients des mêmes puissances de x au premier et au second 
membres de la dernière identité, on aura 


134 = 2; —4A + 13B = 1. 


En résolvant ce système d'équations, on obtient 


21 
A = + : D—= 769 : 
Une solution particulière de l'équation avec second membre est donc 
2 21 
273 2716 : 
Par suite, sa solution générale est de la forme 
y—=e"*(C, cos 3r+C,sin 3)+ 2 à 


. Les constantes arbitraires intervenant dans la solution générale peuvent 
étre déterminées à partir des conditions initiales. 
Exemple 5. — Trouver la solution y — y (x) de l'équation 


y = À +y (49) 
telle que 
y (0) = —2, y’ (0) = 1. (20) 
Ecrivons l'équation (19) sous la forme standard 
y — y = à. (21) 
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L'équation sans second membre associée est 


ÿ—y=0. 
L’équation caractéristique 
k—1—0 
a pour racines k, = 1 et k, = —1. Par suite, la solution générale de l'équation 


sans second membre est 
y — Ciex + Cie *, 


où C; et C, sont des constantes. 
Pour trouver une solution particulière z de l'équation avec second membre 


(21), posons 
z = Ar + Br +cC. 


Introduisant cette fonction dans l'équation (21), on aura 


— (A LtBr+C)= 12. 
D'où 


et donc 
A=—1, B=0, C=—2 et == —2# — 2. 


La solution générale de l’équation avec second membre (19) est de la forme 


y=y+z, 
ou encore 
y = Cie + Coex — (2° + 2). (22) 
Dérivons, il vient 
= Ciex —YCae-x — 27. (23) 


En posant z = 0 dans L formules (22) et (23) et en utilisant les conditions 
initiales (20), on obtient pour déterminer les constantes C; et C, le système 


suivant 
—2=C;+C:—2, 
1=C;—Cs } 
ou encore 
Ci+C:=0, 
Ci—C:=1 
D'où 
1=7 C:= +. 


Introduisant ces valeurs dans la formule (22), on obtient la solution cherchée 


= (e%—e-*)—(z+2), et donc y=sh z—(r* +2). 


$ 14. Notions sur les équations aux dérivées partielles 


Soit u une fonction décrivant un phénomène physique. Tout 
phénomène se déroule dans le temps f et dans l” espace dont les points 
peuvent être caractérisés par des coordonnées cartésiennes rectangu- 
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laires (x, y, z). Ainsi, dans le cas général, uw est une fonction de 
quatre variables: u = u (x, y, z, t) 1). En dérivant la fonction uw, 
e # Ci] # ° Ô 0 # « 

on obtient des dérivées partielles = : ee , etc. Pour un phénomène 
donné, ces dérivées sont liées entre elles par des relations connues, 
ce qui nous conduit à des équations aux dérivées 
partielles. 

._ Les mathématiciens soviétiques ont apporté une contribution fondamentale 
à la théorie des équations aux dérivées partielles. 11 convient de signaler plus 
particulièrement les travaux de M. Keldych, M. Lavrentiev, I. Petrovski, 
S. Sobolev, A. Tikhonov et autres. 


Les plus importantes pour les applications physiques sont les 
équations différentielles dans lesquelles les dérivées partielles les 
plus élevées sont du second ordre (équations différentielles du second 
ordre). C'est dans cette catégorie que se rangent les équations de la 
dynamique des fluides, les équations de l’hydrodynamique, les 
équations mathématiques de l’électromagnétisme (équations de 
Maxwell) et beaucoup d’autres. On s'explique ainsi le nom d’équa- 
tions de la physique mathématique qu'on donne aux équations aux 
dérivées partielles du second ordre. 


Indiquons les types les plus importants de telles équations pour le cas de 
deux variables indépendantes. 
ÏJ. Equation des ondes à une dimension: 


d'u _ y o°u 
dt? — Ôx® 


Cette équation se rencontre lors de l’étude de nombreux phénomènes oscillatoi- 
res (vibrations transversales d’une corde élastique, vibrations longitudinales 
de la barre, vibrations du gaz dans un tube, etc.). 

II. Equation de la chaleur (équation de Fourier): 


du __, du 
ot Or" ° 


Elle décrit le régime thermique transitoire de la barre (v. $ 14). 
La propagation d’oscillations électriques le long d’une ligne est aussi liée 
à cette équation. 
IIT. Equation de Laplace: 
du , u 0 
0x ‘ O7 


Elle décrit, au régime permanent, la répartition de température dans une pla- 
quette homogène, etc. 

Il n’y a pas de méthode générale pour résoudre de telles équations, il n°y 
a que des procédés particuliers (dits «méthodes de la physique 
mathématique») pour les intégrer dans de différentes conditions. 


1) Dans certains cas on peut restreindre l'analyse à un plan ou à une droite: 
le Done de variables indépendantes de la fonction u s’en trouvera respective- 
ment réduit. 
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Pour simplifier, bornons-nous à examiner le cas de deux variables 

indépendantes zx, y: 
u = u(zx, y) 

qu d°u 
——— y ———— 
dy odxdy 
rentielle du second ordre pour une fonction inconnue u se présente 
alors sous la forme générale suivante 


Ju 5e : eee 
et notons — = Us, —= üu,y, etc. L'équation diffé- 


F(z, y, u, u,, Uy, Uxxs Um Uyy) = 0, (1) 


où /" est une fonction connue. 

Toute fonction uw = œq (x, y) qui transforme l'équation (1) en 
une identité s'appelle solution de cette équation; la représentation 
graphique de la solution porte le nom de surface intégrale. 


Exemple 1. — Trouver u = u (x, y), sachant que 
d° 
a 0 (2) 
L’équation (2) peut se mettre sous la forme suivante: 
à du 
7 (+)=0. (3) 


Il en résulte que a ne dépend pas de y; autrement dit, 


cette dérivée est fonction de la seule variable z. Ainsi, de (3) il résulte 
que 
(4) 
5 A) (4) 
où C,(zx) est une fonction arbitraire. 
En intégrant l’équation (4) par rapport à la variable y, on obtient 


“= | Ci) avt, (5) 


soit : 
u = Ci (x) y + Ci (x), (6) 


où C,(z) et C, (x) sont des fonctions arbitraires. On peut s'assurer 
facilement à l’aide de la différentiation que la solution de la forme 
générale (6) contenant les fonctions arbitraires C, (x) et C, (x) 
fournit l’ensemble detoutes les solutions de l’équation 
différentielle (2). Ainsi, la solution de l’équation différentielle (2) 
est une fonction arbitraire linéaire en variable y. 

Remarquons que les solutions générales des équations différen- 
tielles ordinaires contiennent des constantes arbitraires; quant aux 


1) Dans l'intégrale (5), la variable z est supposée constante. Ceci étant, 
à chaque z fixe on peut associer une constante arbitraire C2. C'est pourquoi 
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équations aux dérivées partielles, leurs solutions de forme générale 
contiennent des fonctions arbitraires. 

En concrétisant les fonctions C, (x) et C, (x) qui interviennent 
dans la formule (6), on obtient des solutions particulières de l’équa- 
tion (2). En posant C,(x) = sin z,C.(r) = cos x par exemple, on 
aura une solution particulière u = y sin x + cos x, etc. 


En règle générale, les équations aux dérivées partielles admettent une infi- 
nité de solutions (v. par exemple, exemple 1). Quant à la solution d’un problème 
physique décrit par une équation différentielle donnée, elle doit être univo- 
que d'après le sens, sinon elle ne permet pas de pronostiquer ce que sera le 
phénomène physique correspondant et est donc dépourvue d'intérêt pratique. 
Aussi, pour la résolution des problèmes de physique doit-on utiliser, en plus 
d'une équation différentielle, encore des conditions supplémentaires permettant 
d'extraire de l’infinité de solutions de l'équation différentielle donnée sa solu- 
tion unique qui fournit la loi de fonctionnement du phénomène physique con- 
sidéré. Dans le cas le plus simple ce sont des conditions dites ini- 
tiales et aux limites. Grosso modo, les premières caractérisent le phé- 
nomène donné à l'instant initial, alors que les secondes décrivent le comporte- 
ment du phénomène à la frontière du domaine considéré. 

Si, dans l'équation (1), la variable y est interprétée comme le temps, les 
conditions initiales les plus simples pour la fonction inconnue u se présentent 
sous la forme suivante 


u (x, yo) = f (x), ur (z; Yo) = f1 (x), (7) 


où f(x) et f1 (x) sont des fonctions données. Le problème de recherche de la 
fonction u qui satisfait à l'équation différentielle (1) et aux conditions initia- 
les (7) est connu sous le nom de problème de Cauchy. 

Exemple 2. — Trouver la solution u = u (x, y) de l'équation u,, = 0, 
qui satisfait aux conditions initiales suivantes: 


u(z, 1)= +, u, (z, 1) = z. 


Par la formule (6) on a 


u— C(z)y+ C2), u, = Ci). (8) 
En posant y — 1 dans les formules (8), on obtient 
= Ci) +C2(), r=G();: (9) 
d’où 
Cf) =z, Ces = — 2x 
et donc 


= 1y + (2 — 7). (10) 
La solution u est unique. 

On dit qu’un problème physique décrit par une équation aux dérivées par- 
tielles, ainsi que par des conditions initiales et aux limites est bien posé si: 
1) ce problème a une solution : 2) la solution du problème est unique ; 3) la solu- 
tion dépend continüment des données du problème. 

En effet, avant d'aborder la résolution d’un. problème, il faut s'assurer 
que ce problème est en général soluble. L'histoire des sciences connaît de nom- 
breux exemples quand les hommes ont dépensé beaucoup d'énergie et de temps 
en cherchant à résoudre des problèmes insolubles. C'est ainsi par exemple que 
pendant près de 2000 ans de nombreux mathématiciens ont tenté de résoudre le 
problème de « quadrature du cercle », c'est-à-dire de construire à l'aide d’une 
règle et d’un compas un carré de même aire qu'un cercle donné. Ce n’est qu'à 


33-0131 
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la fin du XIX!* siècle qu'on a démontré que ce problème est insoluble. De même, 
en chimie, toutes les tentatives de trouver la « pierre philosophale » propre 
à transmuer les métaux en or se sont soldées par un échec. La solubilité d'un 
problème donné est déterminée par le « théorème d'existence de la solution ». 

Quant à la deuxième condition, les solutions non univoques d’un problème 
sont, ainsi qu'on l’a dit plus haut, dépourvues d'intérêt pratique. L'unicité 
de la solution est assurée par le « théorème d'unicité ». 

Enfin, si la troisième condition n'est pas satisfaite, il en résulte des consé- 
quences indésirables. Au point de vue pratique il n’est pas bon si des variations 
infimes des conditions initiales ou aux Finite (en pratique elles ne sont connues 
que de façon approchée) provoquent une variation considérable de la solution 

u problème dans un domaine donné ! Dans ce cas on doit avoir recours au 
« théorème de dépendance continue des données ». 

Ces derniers temps, les problèmes aux limites mal posés suscitent, eux aussi, 
beaucoup d'intérêt. Les résultats fondamentaux dans ce domaine ont été obte- 
nus par A. Tikhonov. 


$ 15. Équations linéaires aux dérivées partielles 


Définition. — On dit qu’une équation différentielle est linéaire 
(ou plus précisément, complètement linéaire), si elle 
représente un polynôme à coefficients entiers du premier degré par rap- 
port à la fonction inconnue et ses dérivées et, en particulier, ne contient 


pas de leurs produits. 


Ainsi, une équation différentielle linéaire du second ordre se pré- 
sente sous la forme générale suivante: 


A (x, y) Uxx + B (x, y) Uxry + C(z, y) Uyy + 
+a(z, y)u. +b(zx, y)u, +c(x, yju=f(x, y), (1) 


où À (x, y), B (x, y), C (x, y), a (x, y), b(x, y), c (x, y) sont des 
coefficients connuset f(x, yest le second membre 
donné. Si f (x, y) = 0, on dit que l'équation linéaire (1) est homogène 
(ou encore sans second membre); dans le cas contraire, on dit que 
l'équation (4) est non homogène (ou avec second membre). 

En notant 


L'{u] = À (x, y)u,ss + B (x, y)usy + C(x, guy, + 
+a(z, y)u, + b (zx, y)u, + cz, yju 


(ici, L est un opérateur dit différentiel linéaire), on peut mettre l’équa- 
tion (1) sous une forme plus compacte 


L'{ul = j (à, y). (1°) 
L’équation différentielle linéaire homogène 
L{u] = 0 (2) 


présente la propriété importante suivante : foute combinaison linéaire 
à coefficients constants de solutions d'une équation différentielle linéaire 
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homogène est, elle aussi, solution de cette équation (cf. $ 11). En parti- 
culier, une somme de tout nombre de solutions d'une équation différen- 
tielle linéaire homogène est aussi solution de cette équation(principe 
de superposition de solutions). 

Sans donner la démonstration sous forme générale, bornons-nous 
à examiner un exemple qui met en évidence l’idée de cette démonstra- 
tion. Soit donnée une équation homogène 


Liu] = u,, — ru,, = 0 (3) 
et soient u, et u, ses solutions, c’est-à-dire que 
Llul=0, Llu,l = 0. 
Considérons par exemple la fonction 


à = 2u, — Bu. (4) 
De (3) on déduit: 


= d° EL 
L [u] — "oz? (2u, — JU) — To (2u, — AU) — 


0® 0? dus dt 
50 (5-2 +)—3 (5: +) — 2L[u,]—3L [ue] =0. 


Ainsi, & est une solution de l'équation (3). 


$ 16. Établissement de l’équation de la chaleur 


Considérons une barre !) homogène de section transversale cons- 
tante S et de longueur ! dont les côtés sont isolés thermiquement, 


Mt À — > 
4 

2 Re A = 
ET Z 
DRE o 


dt 
Fig. 235 


et prenons son axe pour axe Oz (fig. 235). Désignons paru = u (x, t) 
(0Lz<1l, 0OLt< Ho) la température de la barre dans la 
section d’abscisse x à l'instant t *). 

Soient p — constante la densité de la barre, c — constante sa 
chaleur spécifique, À — constant le coefficient de conductibilité 
thermique, ® (x, t) l'intensité de la source de chaleur se trouvant 


1) En mécanique, on entend par barre tout corps dont l'une des dimen- 
sions linéaires est largement prépondérante vis-à-vis des autres. Une fusée par 
exemple peut être considérée comme une barre de section variable. 

à On suppose que la température soit la même en tous les points de toute 
section transversale de la barre. ” 


3 3+ 
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dans la section x à l’instant t, rapportée à l’unité de masse et à l’uni- 
té de temps *) (par exemple, les appareils fonctionnant à bord d’un 
vaisseau spatial peuvent être considérés comme une source de cha- 
leur). Suivant la loi de Fourier la quantité de chaleur pas- 
sant par la section $ d’abscisse x dans le sens de l’axe Ox pendant un 
intervalle de temps infiniment petit dt a pour expression 


dQx= —k TS dt, (1) 


où # est le coefficient de conductibilité thermique est ici le 


gradient de température u ). Le signe — dans la formule (1) s’expli- 
KR | 

qué par le fait que pour > 0, c’est-à-dire lorsque la température u 

augmente avec x, le flux de chaleur est dirigé dans le sens opposé, 

et inversement. 

Etablissons le bilan thermique pour un élément AV de barre 
compris entre deux sections I et II infiniment proches d'’abscisses 
respectives z et x + dr. Supposons pour fixer les idées que la tem- 
pérature u de la barre s'élève dans le sens de l’axe Ozx. Alors, la 
chaleur quitte (—) la section I et entre (+) dans la section II. Soit dQ 
la quantité de chaleur accumulée par l’élément AV pendant l'inter- 
valle de temps dt. 

Compte tenu du fait que la quantité de chaleur produite pendant 
le temps dt par les sources de chaleur se trouvant dans l'élément AV 
est égale à 
| ® (x, t)-pS dr-dt (2) 


et en utilisant la formule (1), on aura alors 


dQ=—k | .Sd+k nu S-+PSO (x, t)drdt. (3) 


En appliquant la formule (chap. XII, $ 5) 
f(r + dr) & f(x) + f' (a) dz (4) 


on obtient, à des infiniment petits d'ordre supérieur près, 


Ou = 

. "dx x+dx — 7 | 42. () 
La formule (3) prend donc L forme 

dQ — ) dr dt. L (6) 


1) C'est-à-dire la quantité de chaleur produite par cette source par unité de 
temps par unité de masse. 
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D'autre part, + est la vitesse de variation de la température de 


l'élément AV et, de ce fait, Au — dt est la variation de sa tempé- 


rature. La masse de l'élément AV étant égale à pS dx, la quantité 
de la chaleur accumulée a pour expression 


dQ=cpS dr À dt. (7) 


En égalant entre elles les deux expressions de dQ, (7) et (6). et en 
simplifiant par le facteur commun S$ dx dt, on obtient 


ou ‘ou 

pk +00 (x, t) (8) 

ou, en introduisant la désignation traditionnelle 
CR 9 
ep a (9) 

on a finalement 

ou > O°u 1 | | 
TG 4 D t). (10) 


L'équation différentielle (10) qui décrit la répartition de tempé- 
rature x dans la barre porte le nom d'’éguation de la chaleur (équation 
de Fourier). 

Si les sources de chaleur sont absentes, l’équation (10) prend 13 
forme | 


io Ox* © (11) 


Une équation analogue s’applique aussi à la température d’un 
corps. 


L’équation de la chaleur trouve de nombreuses applications en 
physique, en chimie, en astronomie, dans le bâtiment, etc. 


$ 17. Problème de la répartition de température 
dans une barre limitée 


Comme il a été établi au $ 16, la température u = u (x, t) dans la section z 


Z 
CS ms en 


ul PA Z 
Fig. 236 


d'une barre homogène (fig. 236) à l'instant + satisfait, en l’absence de sources 
de chaleur, à l'équation de la chaleur 


ôu , Ju 
re De (O<z<l). (1) 
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Nous supposerons que soit donnée la condition initiale 
u(z, 0) — f(x) (0<z< i). (2) 


Supposons aussi que les extrémités de la barre x = 0 et r = L aient cons- 
tamment la température du milieu extérieur que nous conviendrons de consi- 
dérer comme nulle. Ainsi, nous avons des conditions aux limites 
simples 

u(0,t)=0, ui t)=0 (3) 
quel que soit t > 0. 


Il s’agit de déterminer dans ces conditions la répartition de température 
x — u (x, t) le long de la barre à des instants +? > 0. 
Cherchons d’abord pour l'équation (1) des solutions non nulles de forme 


spéciale 
u= X(:z)T(e), (4) 


où X (x) est fonction de la seule variable z et T (ft) est fonction de la seule varia- 
ble :. Puisque 
Dogs Re per. 
Ôdzx° 
l'introduction de ces expressions dans l'équation (1) donne 
XT' = a X°"T. 


Séparons les variables, il vient 


X*" . T! 
X Sa 6) 


Le premier membre de l'identité (5) dépend de z seul et le second membre de t 
seul. Comme x et + sont des variables indépendantes, ceci ne peut avoir lieu que 
si les deux membres de l'identité (5) sont égaux à une certaine constante. Pour 


la commodité des calculs ultérieurs, désignons cette constante par —À* 1). 
On obtient 


= — À, TT — — 2. (6) 
On en déduit deux équations 
X"+MX—=0, T'+aT= oO. (7) 


La première des équations (7) est une équation linéaire homogène à coef- 
ficients constants; son équation caractéristique k&? + À? = 0 a pour racines 


ki. — Hi. 
. PE a les formules connues (v. $ 12) sa solution générale se présente sous 
orme 
X (x) = À sin Àr + B cos Àz, (8) 


où À et B sont des constantes arbitraires. 


en à la deuxième des équations (7), sa solution s'obtient aisément par 
la méthode de séparation des variables: 


T(t=ce-s"#t, (9) 
où C est une constante arbitraire. 


1) On peut s'assurer directement qu'un autre choix du signe de cette cons- 
tante ne permet pas d'obtenir les solutions voulues. 
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En faisant le produit des fonctions (8) et (9), on obtient 
ue" M (4 sin kr + B cos hr), (10) 


où on a posé C = 1, ce qui est équivalent au remplacement de AC par À et de 
BC par B. 

Quel que soit le choix des constantes À, B et X, les fonctions (10) satisfont 
à l'équation de la chaleur. Imposons à ces fonctions de satisfaire aussi aux con- 
ditions aux limites (3). En posant z = 0, on obtient 


O— es"Mtp. 
d'où B = 0 et donc 


u= Ae7%Mt sin Az. (10°) 
En posant maintenant z = L, on aura d'après la condition (3) 
O= 4e} sin A. (11) 
Or, À = 0, sinon nous aurions une solution nulle u == 0. Par suite, 
sin À = 0 (12) 
et 
Al= nr (n—=0, +1, +2, ...). (13) 
D'où 
An = (n=0, +1, +2, ...) (14) 


Les nombres À,, sont a ape nombres caractéristiques du problème et l’ensemble 
de ces nombres est appe é spectre du problème. A chaque nombre caractéristique 
Àn correspond une solution particulière de l'équation de la chaleur: 


bent in LT (45) 


Un = Ane | 


où, pour abréger, on a posé 
ax 


TT 


Remarquons qu'il suffit de prendre pour n des enticrs positifs seuls (n = 
= 1, 2, ...), car pour n = 0 on a u == 0, ce qui est contre-indiqué, alors que 
pour nr << 0 on obtient des solutions de même nature que pour r° = —n > 0 
correspondant. 

Ainsi, la formule (15) fournit toutes les solutions particulières linéairement 
indépendantes de la forme (4) de l'équation de la chaleur (1) qui satisfont aux 
conditions aux limites (3). Physiquement, les fonctions u, représentent des 
ondes de température dont les courbes représentatives sont des 
sinusoides qui s’amortissent lorsque t + co (fig. 237, a et b). 

__ Il reste à assurer la réalisation de la condition initiale (2). L'équation (1) 
étant linéaire et homogène, on peut appliquer le principe de super- 
position de solutions ($ 15). On aura 


© 
u (ze, Dem D Ane tt sin TE. (16) 


n=! 


Ceci étant, si la série (16) est convergente, la fonction (16) est, sous des condi- 
tions connues, solution de l’équation (1). En posant + — 0 dans la formule (16), 
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on obtient en vertu de la condition initiale (2) 


f (x) = ÿ! An Sin = : (17) 


n=1 


La série ne représente sur le segment [0, !] le développement de la fonction 


f (x) en série de Fourier suivant les sinus des arcs multiples. Les coefficients du 
développement sont donnés par les formules (v. chap. XXI, & 19) 
H 
9 
4n=+ | f (2 sin PE (18) 


0 
(n:= 1, 2, 3,-:.). 
__ Ainsi, la solution du problème est donnée par la série (16) dont les coeffi- 
cients sont déterminés par la formule (18). Pour les calculs d'ingénieur habituels 
il suffit de prendre quelques termes de cette série. 


2 (T, 0) 


2) b) 
Fig. 237 


Signalons que la solution obtenue a un caractère formel parce 
que la convergence de la série (16) n’a pas été étudiée. Pourtant, on démontre 
que si la fonction f (x) est suffisamment lisse sur le segment [0, !], la série (16) 
est convergente et sa somme u (x, t) satisfait à l'équation différentielle (1) 
ainsi qu'à la condition initiale (2) et aux conditions aux limites (3), c'est-à-dire 
que uw (x, t) est solution de notre problème au sens usuel. 

La méthode utilisée pour la résolution de ce problème est généralement con- 
nue sous le nom de méthode de Fourier (ou encore de méthode de sépa- 
ration des variables). 


EX ERCICES 
1. Montrer que la fonction 
y = Ce-x*, 
où C est une constante arbitraire, est solution de l'équation 
y" + 2ry = 0. 
2. Montrer que la fonction 
y = e* (C, cos x + C, sin zx), 
où C, et C4, sont des constantes arbitraires, est solution de l'équation 
y" — 2y" + 2y = 0. 
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3. Trouver la courbe intégrale de l'équation 
zy” = 2y, 
qui passe par le point Æf, (2, 3). 

4. Intégrer les équations à variables séparées suivantes: 
a) z dr + y dy = 0; 
b) y dx + x dy = 0; 
c) d—zdy = 0; 
d'y =2+ y; 
e) y’ = ext. 
5. Résoudre les équations différentielles homogènes! suivantes : 
a) (z22+y%) dr —xy dy = 0; 

= Lint 
b) y’ = = In . 


6. Trouver la courbe intégrale de l'équation 


zy = y+V + y 
passant par le point (1, O). 
7. Résoudre les équations différentielles linéaires suivantes: 
a) y = + y; 
b) (x + y) 1 


8. Trouver {a solution de l'équation 
y" cos + ysinr= ii, 


qui satisfait à la condition initiale y = 0 pour z= 0. 

9. Trouver la courbe dont la tangente en tout point «st perpendiculaire 
au rayon vecteur du point de tangence. 

10. Trouver la courbe passant par le point À (2, 1) et telle que sa sous- 
tangente (c’est-à-dire la projection sur l'axe Oz du segment de tangente compris 
entre . Poe de tangence et le point d’intersection avec l'axe Oz) soit constante 
et égale à 4. 

11. La vitesse de désintégration du radium est à tout instant proportion- 
nelle à sa quantité disponible. Etablir la loi de désintégration du radium si sa 
tests initiale est @, et si l’on sait qu'au bout de 1600 ans (période de 

emi-vie) il ne restera que la moitié de cette quantité. 

12. Une réaction chimique qui transforme une substance À en une subs- 
tance B se déroule de telle sorte qu’à chaque instant la vitesse de décroissance 
de la quantité de la substance À est proportionnelle au produit des quantités 
disponibles des substances À et B. 

A l'instant initial, la cornue contenait 800 g de substance À et 200 g de 
substance B ; au bout de 2 heures, il restait dans la cornue 400 g de substance À. 
Quelle quantité de substance À restera dans la cornue au bout de 4 heures? 

. + CS par la méthode d'Euler y (2), si y = z — y, y (1) = 0,370 
(R = 0,2). 

Intégrer les équations du second ordre suivantes: 

14. y" = sin x. 

15. y" = —y. 

16. 2yy” = 1 + y'?. 

17. Trouver la courbe intégrale de l'équation 


y = Z, 


passant par le point 4, (0, 1) et tangente en ce point à la droite 


F4 
y=s +1. 
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18. Intégrer par les développements en séries entières les équations sui- 
vantes: 


a) y'=y+—, y(0)=1; 
b) y°=zy, y (0)=0, y’ (0)=1. 


Intégrer les équations différentielles linéaires à coefficients constants 


suivantes : 
19. y" + y — 2y = 0. 
20. y” + 2y° + 2y = 0. 
21. +y +y= 0. 
22. y" = y’ — 0,25y. 
23. y + y = 0, si y = 2 et y = —1 pour zx = 0. 
24. y — y = ex. 
25. y” + 4y = sin x. 
26. y" — 5y° + 6y = 2. 


27. y — 2y" + 2y = 2x, si y = 0 et y’ = 0 pour z = 0. 

28. Un point matériel de masse m est attiré par une force élastique dont 
la grandeur est proportionnelle à la distance du point à la position d'équilibre, 
alors que la force de résistance du milieu est proportionnelle à la vitesse du 
one Trouver l'équation de mouvement du point en supposant que la résistance 

u milieu est petite par rapport à la force élastique. 


CHAPITRE XXIII 


INTÉGRALES CURVILIGNES 


$ 1. Intégrale curviligne de première espèce 


Soit À une courbe plane lisse (ou lisse par morceaux !)) 
=z2(t), y=yt(t) (Elx, BI), 


où t est un paramètre, et soit 


LE UE TEE] 

la différentielle de son} arc. Ici, si & < B, alors dt > 0 et ds — 
= +Vz?+ydt;sia > B, alors dt <Oet ds = — Vz'?+y'"? dt. 
Si f(x, y) est une fonction continue sur la courbe XÆ, on appelle 


intégrale curviligne de première espèce, prise sur la courbe K, l’inté- 
grale 


. B 
| Gen = 1 FE) vG)Vz TE + bldt|. (1) 


K 
Dans le cas où la courbe X est donnée par l'équation 
y=y(z) (a <z< b), 


alors, en considérant x comme un paramètre, on obtient 
b 
[fe y ds= | te, y) VTT dz. 
K a 


Supposons que Æ soit une courbe matérielle, c'est-à-dire pourvue 
d’une masse. Soient As un arc de la courbe X contenant un point M 
et Am la masse de cet arc. Alors, le rapport Am/AÂs porte le nom de 
densité moyenne de l'arc As, et 


à A 
H(M)= lim +, 


1) C'est-à-dire que les dérivées de ses coordonnées présentent, peut-être, 
un nombre fini de points de discontinuité de première espèce. 


524 INTÉGRALES CURVILIGNES [CH XXII 


c’est-à-dire Ja limite vers laquelle tend la densité moyenne de l’arc 
à condition que l’arc As tende à se transformer en #4, est appelée 
densité linéaire de l’arc en un point M. 

Si l’on considère u = f (x, y) comme la densité linéaire de l’arc 
en son point courant M (zx, y), alors 


dm = Lu ds 


est la masse d’un arc infiniment petit ds (masse élémentaire) et l’inté- 
grale 


m= | pids (2) 
K 


représènte la masse de la courbe (signification physi- 
que de lintégrale curviligne de première 
espèce). 


Kz 


Ki; 
Fig. 238 Fig. 239 


L'intégrale curviligne de première espèce présente les propriétés 
évidentes suivantes : 

1) L'intégrale curviligne de première espèce ne change pas sa 
valeur lorsqu'on inverse le sens du chemin d'intégration (fig. 238), 
c'est-à-dire que 

Lu 


K+  K=- 


où X+ est la courbe XÀ parcourue dans un sens donné (correspondant 
par exemple au paramètre £ croissant) et X” la courbe X parcourue 
dans le sens opposé (correspondant respectivement à { décroissant). 

2) Si le chemin d'intégration Æ est divisé par un point quelcon- 
que en deux parties: X = X,{)J K, (fig. 238), alors 


be AT 


Exemple. — Calculer la masse du demi-cercle 2° + y = 1, y> 0 (©) 
(fig. 239) sachant que sa densité linéaire au point courant À (x, y) est propor- 
tionnelle à l’ordonnée y. 
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En prenant pour paramètre t l'angle polaire (fig. 239), on obtient les équa- 
tions paramétriques du demi-cercle : 


zx = Cost, y—=sint (0<Lt< an). (3) 
La masse élémentaire a pour expression 
dm=pds=ky Vz=Ty'tat, (4) 
où X est un coefficient de proportionnalité. 
Puisque 
z' = —sint, y’ = cost 


et 
ds= Vzrt+yt dt=dlt, 
on déduit de (4) que 
dm = ksint dt. 


D'où la masse de la courbe T': 


PL 
Em=k { sintdr=k(—cost) |} —2k. 
0 


On calcule de même une intégrale curviligne de première espèce 
d’une fonction f (x, y, z), prise le long d'une courbe gauche, lisse 
par morceaux X : 


= z(t), y=yt(t), z=2z(t), (tE (x, Bl): 


B 
ft us ads | (20), 00, 20) VO +770 +270 là, 
K (2 


où 
ds=V dr + dy +d2=V r'2(t)+y"2(t)+22(t) | di | 


est la différentielle de l'arc de la courbe gauche X. 


$ 2. Intégrale curviligne de deuxième espèce 
Soit 
z=zt(t), y=yt(t), (tElx, Bl) 


une courbe lisse (ou lisse par morceaux) À dont l'orientation est 
choisie (une telle courbe sera appelée, pour abréger, tout court 
chemin) et soient À (x, y) et Ÿ (x, y) deux fonctions continues sur 
la courbe Æ. Compte tenu de ce que les différentielles des coordonnées 
courantes z et y de la courbe Æ sont de la forme 


dt = x’ (t) dt, dy = y’ (t) dt, (1) 
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on appelle intégrale curviligne de deuxième espèce de deux fonctions X 
et Y, prise le long de la courbe X, l'intégrale 


B 
Î Xe p)dr+ Ye, y) dy = [IX (6), y) 3 (+ 
K œ 


+Y (z(t), y(t))y'(t)ldt (2) 
(d'une manière traditionnelle, on ne met pas de parenthèses dans 


l'expression de gauche en sous-entendant que l'intégrale [ s'étend 
À 
sur toute la somme). 
Si le chemin Æ est donné par l'équation 


y=y(x) (zEle, bl), 
la formule (2) devient 


| X (x, y)dr+Y (x, y) dy= 
K 
b 


= [IX v()+Y( v(@)y @ldz. @) 


a 
D'une manière analogue, si X est donné par l'équation 


z=zx(y) (y ElA, BI), 
on a 


| X (x, y)dz+Y (x, y) dy= 
K 


B 
= | IXGG pr @+Y(EG) pd (4) 
A 


L'intégrale curviligne de deuxième espèce présente les propriétés 
suivantes : 

4) Lorsqu'on inverse le sens du chemin d'intégration, l'intégrale 
curviligne de deuxième espèce change de signe, c’est-à-dire que 


(=. o 
K- K+ 


En effet, le renversement du sens du chemin d'intégration est 
équivalent à la permutation des bornes d'intégration & et f dans 
l'intégrale définie (2); or, ceci entraîne le changement du signe de 
l'intégrale définie (chap. XIV, $ 5). 
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2) Si le chemin d'intégration Æ est constitué de deux parties 
K = K,{) K»+, alors 


=j+i. (6) 


KiUKe Ki 
Exemple 1. — Calculer les valeurs de l'intégrale 


I == | y dr — x dy 
K 
le long des chemins indiqués: 1) la droite OA ; 2) la parabole OmA de som- 
met O et d’axe Oy; 3) la ligne polygonale OBA ; 


4) la ligne polygonale OCA (fig. 240). U 
Solution. — 1) La droite O0A a pour équa- 


tion C{Q2) 


y= 2x (0<zr<i1). 
D'où, dy = 2dr et donc 
| 
Ii= | (2x dz—2.2 dr)= 0. 
0 


2) L'équation de la parabole OmA est de la 
forme 


&(j0) x 


y = kr. Fig. 240 


Comme la parabole passe par le point À (1, 2), on a 2 = k-12 et donc k = 2, 
c'est-à-dire que y — 27*. 
D'où, dy = 4x dr et 


1 Î 


9 
= | (22° dz—z4z a=— | 2dr= <= +. 
0 0 
3) D'après la propriété 2 on a 
I3= | (y ex dy)+ ( (y dz— x dy). n 
OB BA 


L'équation de OB étant 
y=0 (O<z<i1), 
on a dy = 0. 
L'équation de BA s'écrit sous la forme 
z=1 0O<y<2); 
cn à donc dr = 0. La formule (7) donne 
1 2. 
re ( (0— x-0) a+ | (y-0— 1) dy= —2. 
0 0 
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4) En opérant de façon identique, on obtient 


Î 


2 
Ti—= | (y dr — zx dy) + | (y dr — x dy) = | (y-0—0) ay+ | (2— z-0) dr = 2. 
OC CA 0 0 


Signalons que, les points de départ et d'arrivée du chemin d'intégration 
étant fixés, l'intégrale 7 dépend ici de la nature du chemin d'intégration. 
Exemple 2. — Calculer l'intégrale 


1= | y dr + zx dy 
K 


le long des courbes X indiquées dans l'exemple 1. 


Solution. — En utilisant les équations des courbes X données plus haut, 
on obtient successivement 


1 1 
= | (y di +z ap = | (2z dr+zxr.2 dr) =4 | zdz=2z? |! —2, 
OA 0 0 
1 t 
T2 = { (y dz+z dy) = { (2z? dr+z-4x dz) =6 ( 2? dr = 2278 11=2, 
OmA 0 


0 
1 


2 
L= | wér+san+ | wés+zan= | (0+2-0 2+ ( (y-0+1) dy=?, 
OB BA 0 0 
1 


= | (y dr + x dy)+ | (y dr + x dy) = | (y-0+0) ay+ | (2 z-0) dr = 2. 
oc CA 0 0 


Ainsi, l'intégrale J a ici une seule et même valeur quel que soit le chemin 


reliant les points O et A. La. différence de principe entre les exemples 1 et 2 
sera expliquée au $ 4. 


Si 
z=z(t)},, y=yl(t),z=z2(t) (tElx, Pl) 


est une courbe X, gauche, lisse par morceaux et X (x, y, 2), 
Y (x, y, z),Z (x, y, z) sont trois fonctions continues sur la courbe XX, 


on appelle intégrale curviligne de deuxième espèce correspondante 
l'intégrale suivante: 


| X (zx, y; z)dr+Y (x, y; z) dy+Z(x, y; z) dz — 


K 


Ru D 


LA (x (#), y(E), 2) G)+Y (x (8), y (), z (6) y () + 


+Z(x(e), y(), z(t)) 2° (6)] dé. 
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$ 3. Interprétation physique de l’intégrale curviligne 
de deuxième espèce 


Soit F —{X (zx, y), Y (x, y) } une force continôment variable 
et soit 


z=z(t), y—=y(t) (Ex, Bl) 


le chemin À parcouru par le point d'application de cette force 
— 


(fig. 241); désignons par ds = MM’ un vecteur infiniment petit du 
déplacement du point courant M (x, y) de la courbe X vers un point 


ME 


ds P'l'(z+dr,y+dy) 


MZ, 4) 


Fig. 241 


infiniment proche M'{x + dr, y + dy} (nous négligeons ici des 
infiniment petits d'un ordre supérieur à ds). On a ds — {dx, dy}. 
Etant donné que sur un chemin infiniment petit ds la force conti- 
nue F peut être considérée comme constante (v. chap. XVIII, $$ 12 
et 13), le travail élémentaire de cette force a pour expression 


dA = F ds = X dr + Y dy. (1) 


En intégrant l'expression (1) le long de la courbe X, on obtient 
le travail total de la force: 


A=\Xar+Y dy. (2) 
K 

L'expression (2) représente évidemment l'intégrale curviligne 
de deuxième espèce correspondante. 

Ainsi, l'intégrale curviligne de deuxième espèce exprime le travail 
d'une force variable le long du chemin d'intégration, les projections de 
cette force sur les axes de coordonnées étant les coefficients correspondants 
des différentielles des variables. 


Exemple. — Calculer le travail À de la force variable F — {y, —zx}, 
sachant que son point d’application décrit la parabole OB (fig. 242): 


y= (0<zr< 2). (3) 
Par la formule (2) on a 
4= | X dr +Y dy= ( v dr—x dy. 
OB OB 
34—0131 
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De l'équation (3) on déduit que 
dy = 2x dr, 
donc 


8 Le 
f — (unites). 


Fig. 242 


D'une manière analogue, le travail d'une force spatiale 
F ={X (zx, y, 2), Y (x, y, 2), Z (x, y, :)} 
le long d'un chemin X: 
z=zxt(t), y—=yt(t), z = 2 (t) 
s'exprime par l'intégrale curviligne de deuxième espèce 
A = \ X dr+Y dy+Z dz. 
K 


$ 4. Condition pour qu’une intégrale curviligne de deuxième espèce 
soit indépendante dé la nature du chemin d'intégration 


Soient X = X (x, y), Y = Y (x, y) deux fonctions continues 
dans un domaine G (fig. 243). Considérons deux points quelconques 
Mi (Zu Yi) et M3 (z2, y2) du domaine et tous les chemins possibles 
MioMs, MM: M;yMa .- .. qui relient ces points (M, est le 
point de départ et M,le point d'arrivée) sans 
sortir hors des limites du domaine G. Il peut arriver que 


| X dr+Y dy | X dr + Ydy= ( Xdr+ Y dy = … 
M,aM,;, M.8M; M:VM: 
(1) 
On dit dans ce cas que l'intégrale curviligne de deuxième espèce 
I= | Xdr+Ydy (2) 


PTT 
MM 
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ne dépend pas de la nature du chemin d'in- 
tégration dans le domaine donné G. 

Si les conditions (1) sont réalisées, il n’est pas nécessaire d’indi- 
quer le chemin d'intégration pour l'intégrale (2), il suffit d'indiquer 
seulement le point de départ M, (x, y.) et le point d'arrivée 
M, (z2 y2) de ce chemin. Aussi, utili- 
se-t-on dans ce cas la désignation 

(as Vs) 
1 | Xdr+Y dy. (3) 
(X19 Va) 
On a le théorème suivant: 


Théorème.— Si dans un domaine G 
l'expression à intégrer X dx + Y dy est 
une différentielle totale?) d’une fonction 
U = U (x, y), c'est-à-dire si l’on a 

Fig. 243 dU = X dx + Y dy pour (x, y)€G, 

(4) 

l'intégrale curviligne (2) est indépendante du chemin d'intégration dans 
le domaine G. 


Démonstration.— Soit 
T — (t), y=v%(t) (LE (é, t2)) (5) 


un chemin quelconque À dans le domaine G, reliant les points 
Mi (fi Ya) et Mate Ye), et 


PÜii=zyn Ÿ(ti) = y; | 
Pt) = Te Vite) = yo. (6) 
La formule (4) donne 
X dr + Y dy = dU io (t), % (t)]. (7) 


On en tire 
{a 


= | dU Ie (tt), t(I=UV let), +4) 18 = 


t1 
=U[p(é:), Ÿ()]—U [p(#), d(6)1. (8) 
En utilisant les relations (6) on aura par ailleurs 
T=U (xs ye) — U (rs y) = U (Me) — U (Mi). (9) 


Ainsi, l'intégrale Z ne change pas de valeur quel que sit le 
choix des fonctions œ (1). w (t), elle est donc indépendante du chemin 


1) Pour la condition d’existence d’une différentielle totale, v. chap. XX, 


34% 
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reliant les points M, (x,, y,) et M3 (x: yo). 
Corollaire 1.— Si La relation (4) est réalisée, on a en vertu de (9) 
(Xss V2) 
X dr+Y dy=U (x, yo) —U (ri, Yi) (10) 
(x1, 1) 
(formule de Newton-Leibniz généralisée). 
Corollaire 2.— Si l'expression à intégrer X dx + Ÿ dy est uns 
différentielle totale et si le chemin d'intégration K est fermé, alore 


$ Xdr+Y dy=0 
K 


(le petit cercle dans l'intégrale signifie l'intégration le long d’un 
chemin fermé). 
Exemple. — Calculer 
(3, 4) 
I = y dr + x dy. 
(1, 2) 
Ms y dr + x dy = d (xy), 
on a, quel que soit le chemin reliant les points 4, (1, 2) et Af, (3, 4), 
(3, 4) 
I= d(zy)= ry 
(1, 2) 


(3, 4) 


(1,2) —=3-4—1-.2—10. 


$S5. Travail d’une force potentielle 


Le théorème du paragraphe précédent est susceptible d'une inter- 
prétation physique bien déterminée. Soit 


F ={X (zx, y), Y (x, y)} 


un champ de forces défini dans un domaine G. 

Comme exemple de champ de forces on peut citer le champ de 
pesanteur près de la surface de la Terre, où tout point matériel de 
masse m est soumis à l’action d’une force de pesanteur numérique- 
ment égale à mg, g étant l’accélération de la pesanteur. Un exemple 
plus général de champ de forces est fourni par le champ de gravita- 
tion produit par une masse M. D'après la loi de Newton, un point 
matériel de masse m placé dans ce champ à la distance r du centre 


e D « # e æ D] mM 
d'attraction est soumis à une force numériquement égale à k = 


(k étant la constante de la gravitation) et dirigée vers le centre d'at- 
traction. Un autre exemple de champ de forces est le champ électri- 
que coulombien. 
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S’il existe une fonction U = U (x, y) telle que 
oU oU 
A nn pe 
on dit alors que l’on a un champ à potentiel (ou encore que F est une 


force potentielle) et on appelle U potentiel de champ. 
Dans ce cas on a évidemment 


X dr+Y dy= dr + 5 dy = dU. 


D'où on a pour le travail À effectué par la force potentielle F 
le long du chemin reliant Îles points M, (x;,, y,) et M, (ze, y): 
(Xas Ua) (X3, V3) 
A= | Xdr+Ydy= | dU=U (es, y) —U (er y). 


(X1, Wa) (X1, Ua) 


Autrement dit, le travail de la force potentielle est indépendant de la 
nature du chemin parcouru et est égal à la différence de potentiels des 
points d'arrivée et de départ de ce chemin. 

En particulier, si le chemin est fermé, le travail À = (0. 


Exemple. — Calculer le travail À produit par la force de pesanteur pour 
déplacer dans le plan vertical Oxy (pre de la surface de la Terre) un point de 
masse m de la position M, (x,, y,) dans la position 


M (tros Yo) (fig. 244). M. 
° Si l'axe Oz est horizontal et l'axe Oy est ver- Llze 4e) 
tical, les projections de la force de pesanteur exercée 
sur le point matériel de masse m sont égales à 
X=0, Y = —mzg. 
On a M{(z,y} 


X d+Y dy = —mg dy = d (—mgy). 


Aussi, pour potentiel de champ de pesanteur peut- 
on prendre 


ui 


MT, 4) 
= —me£y. 
On en déduit que, quel que soit le chemin par- 
——, 
couru f,M,, le travail de la force de pesanteur sera Fig. 244 


A=—mey [re — mg (ye— vi). 


Remarque.— Des résultats analogues sont valables aussi pour 
l'intégrale curviligne prise le long d’une courbe de l’espace. En 
particulier, si 


X dr + Y dy + Z dz = dU (zx, y, 2), 
on a 
(ss Vas 32) 
À dr + Y dy+ 7 dz=--U (x3, ya, 22) — U (ri, Ya, 24). 


(Xio Vis 23) 
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EX ERCICES 


1. Calculer les intégrales curvilignes de première espèce suivantes: 


a) \ (z+ y) ds, où X est le segment de droite 


K 
y=2z—1 (—1<z<2) 


b) { x ds, où Æ est l'arc de parabole 
K 


z° 
y=— (0<z<1) 
C) \ z?y® ds, où À est la circonférence 
K 


z=Recost. y=Rsint (0<1<2x); 


d) ( arctg À ds, où X est l'arc de cardioïde 
K 


r=a (1+cos y) (o<e<+) ° 


2. Trouver l'aire de surface d'une « clôture » construite sur la périphé- 
rie À d'un carré de côtés 0<z<1, 0 y < 1, dont la hauteur au point 
( y)E K est z = 2° + y. 

3. Calculer la masse du cercle 


+ y = R*, 
sachant qu’au point (z, y) sa densité est p = Le 
4. Déterminer les coordonnées du centre de gravité C (zo, yo) du demi- 
cercle homogène K: | 
m+y = R°, y > 0. 
Indication. — On démontre, en mécanique, que les coordonnées du centre 
de gravité d'une courbe homogène Æ s'expriment par les formules 
1 


1 
Z0= 7 \ z ds, Yo= + \ y ds, 


K K 


où Z est la longueur de l'arc de courbe. 
5. Calculer le moment d'inertie 7,, de l’arc de parabole semi-cubique 


par rapport à l'axe Oy. 
Indication. 
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6. Calculer le moment d'inertie 7, de l'arc de cycloïde K: 
z=a(t—sint)}, y—a(li—cost) (0<1< 2n) 


par rapport à l'axe Ox. 
Indication. 


T,= { y* ds. 
K 
7. Calculer les intégrales curvilignes de deuxième espèce suivantes: 
a) y® dx —z® dy, où K est l'arc de parabole y=1—z? compris entre 


K 
les points M (—1, 0) et N (1, 0); 
b) Let À , où X est le segment de droite 
V zy 
z+y=1 (0<z<1); 
C) QE , où Æ est la circonférence 
Pl z° + y* 
z—=acost, y—=asint (0<1< 2x). 
8. Calculer l'intégrale 


® y (y dr —x dy), 
K 


sachant que X est le contour du triangle de sommets O (0, 0), À (2, 1) et 
B (1, 2) parcouru en sens inverse des aiguilles d'une montre. 

9. Calculer les intégrales curvilignes de deuxième espèce suivantes, indé- 
pendantes du chemin d'intégration: 


(—3, 4) 

a) | z dx —y dy; 
(1, 2) 
(1. 6) 


b) | y dz + x dy: 
(2, 3) 


a | IEEE (y > 0} 


(1, 2) 
(1,1) 


d) ext (dx + dy). 
(0, 0) 
10. Calculer le travail de la force ayant pour projections 
X = y, = —2 
le long de l'ellipse 
— acost, y—=bsint (0<1< 2n). 


11. Calculer le travail de la force F — {—kz, —ky} lorsque son point 
d'application se déplace de la position M1 (a, 0) dans la position 4, (0, b). 
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12. Calculer le travail de la force ayant pour projections 
X=sin({r+y)},, Y =0 
le long du contour du triangle de sommets 
T 


0(0,0), M (+. o), N (0, +) 


lorsqu'il est parcouru en sens inverse des aiguilles d’une montre. 
13. Calculer le travail de la force ayant pour projections 


z y 
X=-x, Ÿ=-T; 


où r = Vzr° + y°, lorsque son point d'application se déplace de la position 
M; (a, 0) dans la position M: (0, b) (a > 0, b > O0). 

Indication. — Utiliser la formule zx dr + y dy = rar. 

14. Calculer l'intégrale 


(5, 5, 6) 
z dz+ 2 dy + y dz. 
(1, 29 3) 


CHAPITRE XXIV 


INTÉGRALES MULTIPLES 


$ 1. Notion d’intégrale double 


Dans la théorie de l'intégrale définie, pour calculer l'aire d'un 
trapèze curviligne nous avons introduit la notion de somme de Rie- 
mann dont la limite est l'intégrale définie (chap. XIV, $ 9). En ré- 
solvant le problème relatif au calcul de volume d'un corps, nous en 
viendrons à introduire la notion de somme de Riemann 
bidimensionnelle dont la limite s'appelle l'intégrale 
double. 

Problème.— Calculer le volume d'un corps limité en haut par 
une surface continue z = f (x, y) (f (x, y) > 0), en bas par un do- 
maine fermé borné $S du plan Oxy et, de côtés, par une surface cy- 
lindrique construite sur la frontière du domaine S$S et ayant des 
génératrices perpendiculaires au plan Oxry (fig. 245). 

Un tel corps s'appelle, par contraction, cylindroïde. Dans le cas 
particulier où la base supérieure du cylindroïde est un plan parallèle 
à la base inférieure, le cylindroïde porte le nom de cylindre. Comme 
exemple de cylindre on peut citer le cylindre à base circulaire étudié 
à l’école secondaire. En généralisant les raisonnements qu'on déve- 
loppe d’habitude pour calculer le volume d'un cylindre circulaire 
droit, il n’est pas difficile de montrer que le volume V d’un cylindre 
dont l’aire de la base est S et la hauteur 77, est égal à V — SH. 

Pour calculer le volume V d'un cylindroïde donné, partageons sa 
base S en un nombre fini de régions partielles AS,, AS:, ..., AS, 
(en général curvilignes). Dans chacune de ces régions AS;, choisissons 
un point My(z;, y:) E AS; (i = 1, 2, ..., n) et construisons une 
colonnette cylindrique droite de base AS; et de hauteur À/;V; = 
= f (x;, y1) égale à la cote de la surface au point choisi. D'après 
la formule donnant le volume du cylindre, le volume d'une telle 
colonnette est évidemment égal à 


Ï (zu ÿ:) AS, (1) 


où AS; !)est l’aire de surface de la région partielle correspondante. 
La somme des volumes de ces colonnettes cylindriques représente 


1) Par souci de commodité, nous désignons ici les régions partielles et leurs 
surfaces par les mêmes lettres. Le contexte permet de les discerner. 
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le volume d’un corps « en escalier » qui remplace de façon approchée 
le corps curviligne donné. Ceci étant, plus les diamètres des régions 
AS; sont petits, plus l’approximation est en général bonne. Aussi, 
le volume du cylindroïde s’exprimera-t-il par la somme 


VÆ 2 f (&i y) AS. (2) 


La formule (2) permet de calculer le volume V avec toute la pré- 
cision désirable à condition que le nombre de régions AS, soit 
suffisamment grand et les dimensions linéaires de celles-ci soient 


Fig. 245 Fig. 246 


assez petites. Désignons par d; le diamètre de AS;, c’est-à-dire sa 
plus grande dimension linéaire. Plus exactement, par diamètre d 
d’une figure ® (longueur d'arc, élément de surface, etc.) bornée 
et fermée (c’est-à-dire avec sa frontière associée) on entend la longueur 
de sa plus grande corde 4B, où À E Det B E D (fig. 246) ?). Il ré- 
sulte de cette définition que la figure ® de diamètre d est entière- 
ment enclose par un cercle de rayon d et de centre en un point C 
quelconque de cette figure. Par suite, si d— 0, la figure ® « tend 
à se transformer en un point ». On définit de même le diamètre d'un 
corps dans l’espace. 

Soit d — max d, le plus grand des diamètres des régions partielles 
AS,, AS,:, ..., AS,. En supposant que le nombre nr de régions 
intervenant dans la formule (2) augmente indéfiniment (7 — co) et 
que le diamètre de la plus grande d'entre elles devienne aussi petit 
que l’on veut (d —+ 0), on obtient à la limite une formule exacte pour 


1) Les régions AS; peuvent être supposées fermées. 
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le volume du cylindroïde: 


v Sn - > f (ris y) AS it). (3) 

L'expression figurant au second membre de la formule (3) s’ap- 

pelle l'intégrale double, étendue au domaine S, de la fonction f (x, y) 
et se note 


lim 2 f@u D ASi= | [ft vds. (4) 


s 
On a donc finalement pour le volume d’un cylindroïde 


v=|(rauas. (5) 
S 


En genéralisant la construction utilisée pour le calcul du volume 
d’un cylindroïde, on peut énoncer les définitions suivantes: 


Définition 1.— On appelle somme de Riemann bi- 
dimensionnelle (2), étendue à un domaine donné S, d’une 
fonction donnée f (x, y) la somme des 
produits des aires des régions partielles 
AS; du domaine S par les valeurs 
f (&i, yi) que la fonction f (x, y) prend 
aux points choisis dans ces régions 
(fig. 247). 


Définition 2. — On appelle inté- 
grale double (4), étendue à un domai- 
ne donné S, d’une fonction f(x, y) la 
limite des sommes de Riemann bidimen- 
sionnelles correspondantes (2), lorsque 
le nombre n de régions partielles AS, Fig. 247 
augmente indéfiniment et leur diamètre 
mazimal d tend vers zéro, à condition que cette limite existe et ne dé- 
pend ni du mode de subdivision du domaine S en AS;, ni du choix des 
points dans ces régions. 


Dans la formule (4), f (x, y) s'appelle la fonction à intégrer, S 
le domaine d'intégration et dS l'élément d'aire. 
On a le théorème suivant: 


Théorème.— Si S est un domaine borné et fermé?) à frontière T 
lisse par morceaux et si f (x, y) est une fonction continue sur ce domai- 


1) Plus exactement, on appelle volume du cylindroïde la limite (3) 
si elle existe. 

2) C'est-à-dire que la frontière l'est comprise dans le domaine S (v. chap. 
XX, $ 11). 
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ne S, l'intégrale double 


JT ft y) ds =lim 3! f(x 7) AS, (6) 
S d-0 is 


c'est-à-dire que la limite des sommes de Riemann bidimensionnelles 
correspondantes existe et ne dépend ni du mode de subdivision du do- 
maine S en régions partielles AS;, ni du choix des points dans ces ré- 
gions. 


Dans ce qui suit, nous supposerons que les hypothèses de ce théo- 
rème sont remplies. 

Dans la formule (6), il n’est pas nécessaire d'indiquer que 7 —+ co, 
car le fait que d— 0 implique évidemment nr — oo. 

Si f(x, y) > 0, l'intégrale double (6) représente le volume d'un 
cylindroïde droit ayant pour base le domaine S et limité en haut par 
une surface z — f(x, y)(significa- 
tion géométrique de l’in- 
tégrale double). 

La valeur d’une intégrale double étant 
indépendante de la nature des régions 
partielles, nous mettrons à profit cette 
circonstance par la suite, en choisissant 
pour la résolution des problèmes les ré- 
seaux les plus convenables. Dans bien 
des cas il y a avantage à utiliser un q u a- 
drillage formé par l'intersection 
de deux systèmes de droites parallèles 
respectivement aux axes de coordonnées 
Ox et Oy (fig. 248). Dans ce cas, les ré- 
gions partielles AS;; *) sont représentées par des rectangles de côtés 
Az; et Ay;, sauf peut-être celles qui sont adjacentes à la frontière 
F'. Pour souligner qu'on utilise un quadrillage rectangulaire, dans 
la notation de l'intégrale (4) on pose 


dS = dx dy (7) 
(élément d'aire bidimensionnel en coordonnées rectangulaires) et on écrit 
J\fmmnardy= lim Sfar,  (@ 

S ; 


maxi y;l-0 . 


où (z:, y;) € AS;;et la somme (8) est étendue à toutes les valeurs 
de i et j pour lesquelles AS ;,; — Az; Ay, (on démontre que les régions 


Fig. 248 


1) Les régions partielles sont ici affectées d'un double indice : à indique le 
numéro de la tranche verticale et j celui de la tranche horizontale contenant la 
région donnée, de même qu'un billet de cinéma indique le numéro du rang et le 
numéro de la place. 


$ ©] INTÉGRALE DOUBLE EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES 541 


partielles non rectangulaires qui sont contiguës à la frontière F lisse 
par morceaux sont sans effet sur la valeur de la limite (8)). 

Les paragraphes qui suivent sont consacrés à l'étude de prin- 
cipaux procédés de calcul d’une intégrale double. 


$ 2. Intégrale double en coordonnées cartésiennes rectangulaires 


Supposons pour fixer les idées que le domaine d'intégration S 
représente un trapèze curviligne (fig. 249): 


aLr<b, y (x) L y L Y2 (x), (1) 


où y, = y, (x) et y, = y, (x) sont des fonctions continues sur le 
segment [a, b]. Un tel domaine sera appelé domaine standard 
par rapport à l’axe Oy. Remarquons que la verticale passant par le 
point x de l’axe Ox pour a << x << b ne coupe la frontière F du do- 
maine $ qu’en deux points: M,(x, y;) 
{« point d'entrée ») et ÂM:3(x, y2) 
(« point de sortie »). 

Soient f (x, y) une fonction continue 
sur un domaine S et 


[= \] f(x, y) dx dy (2) 


l'intégrale double de cette fonction. 
1) Supposons d’abord quef(x, y)>0 
dans le domaine S. L'intégrale double Fig. 249 
I représente alors le volume du cylin- 
droïde (fig. 250) limité en bas par le domaine S, en haut par une sur- 
face z — f (x, y) et de côtés par une surface cylindrique droite. 
Appliquons, pour calculer le volume 7, la méthode des sections 
(chap. XV, $ 5). A savoir, soit © (x) l’aire de la section du cylindroiïde 
par le plan M,M,M:M, perpendiculaire à l’axe Ox au point z€ 
€ [a, b] (fig. 250). 
Alors, on a 


b 


L= | 6 (x) dr. (3) 


« 


Or, © (x) est la surface d’un trapèze curviligne limité en bas par 
un segment y, < y < y: de l’axe O'y” || Oy et en haut par une courbe 
Zz = f(x, y), x = constante. 

Par suite 

Va(x) 
o(x)= | f (&, y) dy. (4) 


ViCx) 
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On démontre que dans nos conditions la fonction © (x) est continue 
pour zE [a, b]. 
Introduisant l'expression (4) dans la formule (3), on obtient 
finalement 
. b V:(x) 
Jifnyaray= {ar | f(x 0 dv. (5) 


S a Ua(x) 


Ainsi, l'intégrale double est égale à l'intégrale itérée 
(à deux intégrales simples successives) correspondante (5), c’est-à-dire 


Fig. 250 


que le calcul de l’intégrale double se remène à celui de deux quadra- 
tures. Remarquons qu’en calculant l'intégrale intérieure dans la 
formule (5) on considère la variable x comme une constante. 

2) Dans le cas où z = f (x, y) est une fonction qui change de 
signe, par exemple f(x, y) =>0 pour (x, y)ES, et f(x, y) <0 
pour (x, y) € Sa (SU S2=S), l'intégrale double (2) est égale à la 
somme algébrique des volumes V, et V, des cylindroïdes 
construits respectivement sur les bases S, et S, (fig. 251): 


[| ft ardy= vive (6) 
S 


On démontre que dans ce cas la formule (5) reste valable. 


Examinons un cas particulier important: soit S un rectangle a < z < b, 
A <y< B (fig. 252) et f (x, y) = X (x) Y (y), où X (x) est une fonction con- 
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tinue sur {a, b] ne dépendant que de x et Y (y) une fonction continue sur [4, B} 
ne dépendant que de y. La formule (5) donne 


b B b B 
[ixarwaa- (a (xworea-(xwa tro. m 
Cy a A a À 


Fig. 251 Fig. 252 


Or, l'intégrale intérieure dans la formule (7) est un nombre constant et 
peut donc sortir de l’intégrale extérieure, ce qui donne 


b B 
J] X (2) Ÿ (y) dz av | X (2) | Y (y) dy, (8) 


SA que l'intégrale double (8) est égale au produit de deux intégrales 
simples. 


Fig. 253 


Remarque 1.— Si S est un domaine standard par rapport à 
l'axe Or, c'est-à-dire si (fig. 253) 


A LY<B, (y) LTz< LT: (y), 
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on obtient par analogie avec la formule (5) 


À [Ft y) dx ay = Î dy Ÿ f (a, y) de. (9) 
S A X1(v) 


En particulier, si le domaine $ est un rectangle: a<r<b, A << 
<y<B,ona 
b B 
[ | f (x, y) dx dy — | az | f (x; y) dy 
s A 


a 


et 
| [ft par ay = { 4 f(z, y) dr. 
S a 

On en déduit que : 
b B B b 
| az | f(x, y) dy = | dy | f(x, y) dr. 
a A A a 


Autrement dit, Le résultat de l'intégration est indépendant de l'ordre 
des intégrations si les bornes d'intégration dans l'intégrale itérée d'une 
fonction continue sant finies et constantes. 

Remarque 2.— Si le domaine S n'est pas standard, on le subdi- 
vise (si c'est possible) en un nombre fini de domaines S, ,8,, ..., Sh 
standards par rapport aux axes de coordonnées Ox ou Oy et, en par- 
tant des propriétés des limites, on pose 


FIST ++ TT. 
S. ‘Si S; Sp 
On applique ensuite les formules (5) ou (9). 
Exemple 1. — Soit à calculer 
[= [ | (x? + y?) dx dy, 


S 


où S est le carré OLr<1,0<y< 1. 
En faisant préciser les bornes d'intégration, on aura 


y=0 


1 1 
1 = | dx ( (z°® + y}° dy = { (zy+4) PU. dx = 
0 0 


— 
Le 
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Géométriquement, l'intégrale Z représente le volume d'un cylindroïde 
ayant une base carrée et limité en haut par le paraboloïde de révolution z = 
= 2 +y (fig. 254). 

Exemple 2. — Calculer l'intégrale double 


1= | | au ds ay, 
S 
où S est le rectangle 0 r<1, —2< y < 3. 


En introduisant les limites d'intégration et en séparant les variables, on 
aura 


3 
: : z|1 y5|3 1 27+8 35 
1= (ads | oil ler 2 a: 
Exemple 3. — Calculer 
1= | | sys dy, (10) 
S 


où S est le triangle de sommets O Q DE A (2, 0) et B (2, 1) (fig. 255). 
Le domaine S est limité par les droites 
2 


y=0, y=s, 2=2 


et est standard tant par rapport à l’axe Oy que par rapport à l'axe Or. 


Fig. 254 Fig. 255 


Pour la verticale MN, le « point d’entrée » dans le domaine S est M (x, 0) 
et le « point de sortie » N (+) (0 < z < 2). Ainsi, quand zx est fixée, la varia- 


ble y varie dans le domaine S de O0 à . . Parsuite, en intégrant dans l'intégrale 


double (10) d’abord par rapport à y pour z = constante et ensuite par rapport 
3 5—0131 
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à z, on aura par la formule (5) 


2 z : v= = 2 
ù a moe LL 1 2x=2 4 
LE —1 2 — > me = —— $ = = 0 —— = —— 
I | 2242 | vay | ram Les g |ster Sie Les: (11) 
0 0 0 U 


D'une manière analogue, pour l'horizontale PQ, le point P (2y, y) est le 
« point d’entrée » dans le domaine et Q (2, y) (0 < y << 1) le « point de sortie ». 
Par suite, quand y est fixée, la variable z varie de 2y à 2 pour les points du 
domaine S. En intégrant dans l'intégrale double (10) d’abord par rapport à z 
pour y = constante et ensuite par rapport à y, on obtient d’après la formule (9) 


| 
x=2 8 
a EC à | (y —y*) dy= 
V 
0 


_8 y? yÿ\lvt 8/1 1\ 4 
=7(+-+) 3 (2-5). (2) 


Nous avons obtenu, comme il fallait s’y attendre, le même résultat, le deuxième 


procédé de calcul s'étant avéré un peu plus compliqué. 
Exemple 4. — Intervertir l'ordre des intégrations dans l'intégrale itérée 


1 x 
“ f(x, y) dy. 


Le domaine d'intégration S est limité par les courbes 


y= 2, y=xz 


et 
T0; z—=1 


(fig. 256). D'où, en échangeant les rôles des axes de coordonnées, on obtient 


z=Vy>0, T=Y 
et 


Donc, 
= 


{ x { Vy 
fas(re mar [ay | ft nas. 
0 x! 0 
Exemple 5. — Mettre les limites d'intégration dans l'intégrale double 


Je [] fe de du, (43) 
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sachant que le domaine d'intégration S est une couronne circulaire limitée 

par les circonférences 2? + y? = 1 (y) et 2° + y° = 4 (T) (fig. 257). : 
Le domaine S n'est pas standard. Pour définir les limites d'intégration 

dans l'intégrale (13), partageons le domaine S en quatre domaines standards 


Fig. 256 


par rapport à l'axe Oy: S1, S2, Ss et S,, comme il est indiqué sur la figure. 
En utilisant les équations des circonférences 


yæt VT—z(y) et y=+ VA—z (D), 


OD 4 
I= f(x, y) dx dy+ f(z, y) dx dy + f(x, y) dx dy + 
[5 ï j; 
| 1 Vi-x 1  —Vti-x: 
+[ (re y) dx dy == | ér | f (2, Day | dr | f(x, y)'dy + 
CA 2 Vis | 
1 Vi x 2 Vé-zx 
+Âa ['renar(a À re ma 
—1 VT=x: L _ Vi=x 


En mettant les limites d'intégration dans un autre ordre, ‘on "obtiendrait 
une formule analogue. DOS 
$ 3. Intégrale double en coordonnées polaires 
Soit 
Jiranaae((f(uyes (4) 
8 S 


une intégrale double dans laquelle nous désirons passer, sous les 
hypothèses habituelles, aux coordonnées polaires r et œ en 


37% 
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posant 
z=rcos®p, y = rsin q. (2) 


Subdivisons le domaine d’intégration S en régions partielles AS;; 
à l’aide des lignes de coordonnées r = r; (circonférences) et @ — q; 
(rayons) (fig. 258). Notons 


Ar = Fj+a — Tps Ai = Qi+s — Pi. 


Les circonférences étant perpendiculaires (orthogonales) aux 
rayons, les régions partielles AS;, peuvent être considérées, à des 
infiniment petits d'un ordre supé- 
rieur à celui de leur surface près, 
comme des rectangles de côtés r,Ao; 
et Ar;,; l'aire de chacune de telles 
régions sera donc 


AS;;, & r;AP: Ar;. (3) 


Quant aux régions AS;, de forme 
irrégulière qui sont contiguës à la 
frontière l du domaine d'intégra- 
tion S, elles n'affecteront pas la 
valeur de l'intégrale double (cf. $ 1, 
formule (8)), de sorte que nous les 
négligerons. 
Fig. 258 Par raison de simplification, 
prenons pour point M,; € AS;;, le 
sommet de AS;; de coordonnées polaires r; et p;. Alors, les coordon- 
nées cartésiennes du point M;, seront 


Zij = COS Qi, Yiy = ySiN Pa 


et donc 
Î (Zip Yi) —_ Î (r; cos ®}; T; sin Pi). (3”) 
L'intégrale double (1) est la limite des sommes de Riemann 
bidimensionnelles. Ceci étant, on démontre que l’adjonction aux 
termes de ces sommes des infiniment petits d'ordre supérieur n'influe 
pas sur la valeur de la limite. Par suite, en tenant compte des formu- 
les (3) et (3’), on obtient 


| | f(x, y) Le DAC Yi) AS y5 = 
S is 


= lim > f(rscos qi, rysinp;)r;ApiAr;, (à) 
dæ0 —. 
TJ 


où d est le diamètre maximal des AS;, et la somme est étendue à 
toutes les régions partielles du type indiqué plus haut qui sont en- 
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tièrement contenues dans le domaine d'intégration S. D'autre part, 
p; et r; sont des nombres et peuvent donc être considérés comme des 
coordonnées cartésiennes rectangulaires de certains points du 
plan Or. Ainsi, la somme (4) est une somme de Riemann pour la 
fonction 

f(rcoso, rsino)r, 


correspondant au quadrillage rectangulaire ayant pour éléments 
linéaires A; et Ar;. Par suite, 


lim pi f (r; cos ps, r; sin pi) ryAqpiAr; = | | f (r cos q, r sin y) r dq dr. 
d0 2 


(9) 
En comparant les formules (4) et (5), on obtient en définitive 
NE y) 48 = | À f(rcos gp, r sin q)r dç dr. (6) 
s s 
L'expression 
dS = r do dr (7) 


est appelée l'élément d'aire bidimensionnel en coordonnées polaires 
(cf. chap. XV, $ 2). Ainsi, pour passer aux coordonnées polaires dans 


Fig. 259 


l'intégrale double (1) il suffit de remplacer les coordonnées x et y à l’aide 
és formules (2) et de mettre l'expression (7) au lieu de l'élément d'aire 
d 


Pour calculer l’intégrale double (6) il faut la remplacer par deux 
intégrales simples successives. Supposons que le domaine d'’intégra- 
tion S soit défini par les inégalités 

aK<p<PB, n(p<r< re (p), 


où r, (p), ra (@) sont des fonctions continues sur le segment [«, f] 
(fig. 259). Par analogie avec les coordonnées rectangulaires (v. $ 2) 
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on a alors 
js B ra(®P) 
| | F (r, +) dqç àr = | dp | F(r, ) dr, (8) 
, S œ r1(p) 
ou 


Fa p) = rf (r cos y, r sin 9). 


Exemple 1. — En passant par l'intermédiaire des coordonnées pol 
etr calculer l'intégrale double : ns dd 


Fig. 260 Fig. 261 


où S est le]premier quadrant du cercle de rayon R = 1 et de centre au point 
O (0, 0) (fig. 260). 
Puisque Le 


VF Fer, 
l'application de la formule (6) donne 


= | [RE | ['aqar. 
s s 


Le domaine S étant défini par les inégalités 
0<p<T, 0<r<i, 
on a en vertu de la formule (8): 


û 0 
Exemple 2. — Passer aux coordonnées polaires dans l'intégrale 
1 


fa ( va (9) 


Le domaine d'intégration est ici un triangle S limité par les droites y =0, 
y = zx, z = 4 (fig. 261). 
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Les équations de ces droites en coordonnées polaires s'écrivent: @ = 0, 


= _ , r cos o = 1 et donc le domaine S est défini par les inégalités 


TL, 0<r< 


0<p<T, Te 


= Sec ®. 


On en déduit par les formules (6) et (8) et compte tenu de ce que y = + yi=rpr, 
que 


$ 4. Intégrale d’Euler-Poisson 


Les coordonnées polaires permettent de calculer de façon simple 
l'intégrale d’'Euler-Poisson 
+ oo 
1 | e-* dz, (1) 
) 
qui présente de l'importance pour la théorie des probabilités. 
Puisque l’intégrale définie ne dé- 
pend pas de la désignation dela varia- 
ble, on peut évidemment écrire 


+oo 
I — et dy. (2) 


En multipliant les formules (4) et 
(2) et en tenant compte du fait que _RK : 


le produit de ces intégrales simples * 
peut être considéré comme une inté- 
grale double du produit des fonctions 
à intégrer (v. $ 2, formule (8)),on aura 
LEE | | e- (+) dr dy, (3) 


s 
où le domaine S$ est défini par les inégalités 


O<rz<+o, 0<Ly<+o 


et représente donc le premier quadrant du plan de coordonnées 
Ozxy (fig. 262) À. 


1) En toute rigueur, l’intégrale (3) est une intégrale i mpropre qui exige 
donc une définition spéciale. Pourtant, la réalisation des opérations formelles 
conduit à des résultats corrects. 


1 
1 
tw 
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En passant dans l'intégrale (3) aux coordonnées polaires, on 
obtient 


12= | [e-"rapar= ap | re-rar= 
s 0 0 
+ | + 1 
2 srl 7 
=eh-(-3e")L=szer. 
Le nombre Z étant positif, on en déduit que 
+oo 
Vi Æ 
I — | e* dt =—. 
0 
Du fait que la fonction y = e**? est paire, on tire aussi 
+00 +00 L 
| er* dr = 2 | e-* dr=V x, 
0 0 


ce qui représente l'aire d’une surface limitée par l’axe Oz et la courbe 
de Gauss y = e-** (v. chap. XI, $ 8, fig. 120). 


$ 5. Théorème de la moyenne 


Soit f (x, y) une fonction continue dans un domaine fermé borné S 
et soient rm» = min f(x, y) et M = max f (x, y) la plus petite et la 
s s 


plus grande valeurs que la fonction f (x, y) prend dans le domaine $. 
La somme de Riemann bidimensionnelle de cette fonction, étendue 
au domaine S, est encadrée par 


mS< À f(zi yi) AS; << MS, (1) 
i=1 


ñn 
où S — AS; est l’aire du domaine S. En passant dans les inéga- 


i=] 
lités (1) à la limite lorsque d — max d (AS;) —+ 0 et en tenant comp- 
te de l'existence de l'intégrale double, on obtient 
mS< | | f(x, vas <Ms. (2) 


s 
Le nombre 


u=+([re@uyas (3) 


S 
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porte le nom de valeur moyenne de la fonction f (x, y) dans le domai- 
ne S. Des inégalités (2) il résulte que rm << u < M. 
La formule (3) peut se mettre sous la forme suivante: 


[| tu y)as=us (4) 
S 
(m < u < M). Ainsi, l'intégrale double est égale au produit de la 
valeur moyenne de la fonction à intégrer par l'aire du domaine d’inté- 
gration. 


Cependant, il faut se garder de penser que la formule (4) fournit un procédé 
universel pour calculer une intégrale double. Le fait est qu’en règle générale 
la valeur moyenne des fonctions s'exprime par une intégrale double. C'est donc 
l'encadrement (2) qui a ici un sens réel. 

Exemple. — Evaluer l'intégrale 


1= (| VAT as av, 
S 
où S est le caré0<r<1,0< y < 1. 


Pour la fonction f (zx. y)= V + y on a 
meme y) =f (0, 0) =0 


et 
M=maxf(z, y)=f(4, 1)=V2. 
Puisque S=1,0ona 


0SI1<V2=1,41. 
On peut poser 


I1= + (0+1,41)= 0,71. 
Cette évaluation s'avère grossière parce que la valeur exacte de cette intégrale- 
est 


1=+ [V 2+1n (1+ y 2)] & 0,79. 


L'évaluation obtenue de l'intégrale Z peut être améliorée si on découpe le do- 
maine pr S en tranches suffisamment petites et on applique à chacune 
d’elles le théorème de la moyenne. £<_2L% 


$ 6. Applications géométriques de l’intégrale double 


Comme il a été montré au $ 1, le volume d’un cylindroïde droit 
de base S dans le plan de coordonnées Ozy, limité en haut par une 
surface continue z = f (x, y) a pour valeur 


v— 1] f (&, y) dr dy. (1) 
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Exemple 1. — Trouver le volume du corps limité par les surfaces 
z= 2, 2=0, z=0, y=0, z+y= ti. 
Le corps cherché a comme base le triangle S situé dans le plan Oxy et formé 


par les droites x = 0, ; = 0, x + y = 1; il est limité en haut par le cylindre 
parabolique z = x? (fig. 263). En appliquant la formule (1), on obtient 


1 1x 1 
y=i -x 
V = z? dx dy = \ dx z° dy= \ dz-ziy = 
[pause [ae Pate 
: 28 | xe=t 1 1 1 
= | M  E Co x=0 3 4 12 
0 
Si on pose 
f(& y)=1 
dans la formule (1), on obtient le volume d’un cylindre droit de 
. z - 
SN , z=z? 


ES e - 
SES LISSIIIII TT 


"N(&, 1-2) 
Z+y=l 


Fig. 263 Fig. 264 


hauteur z = 1, numériquement égal à la surface S de sa base. Par 
suite, l’aire d’un domaine plan $ a pour expression 


= | [ dx dy. (2) 
s 
La formule (2) peut aussi se mettre sous la forme 
S= | | as. (3) 
s 
Exemple 2. — Calculer l'aire”de la surface limitée par les hyperboles 
a° 
ess Ve (a > 0) 


et les droites 


(fig. 264). 
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En appliquant la formule (2), on obtient 


2 
<<) dz = a? | de In z[f=et In2= 0,7a2. 
z n 
{ 


$ 7. Applications physiques de l'intégrale double 


Soit S une plaquette matérielle. Si AS est une partie de la pla- 
quette S contenant un point M et ayant une masse Am, le quotient 
am 
AS 


est appelé densité superficielle moyenne du morceau AS et la limite 
de ce rapport, à condition que le diamètre d (AS) —+ O0 s’appelle 
densité superficielle p (M) de la plaquette S au point M: 
; Am 
M) = | — 
p (M) AS 

La densité superficielle p (M) de la plaquette S est évidemment 
fonction du point . Les notions de densité superficielle moyenne de 
la plaquette et de densité superfi- 
cielle de la plaquette en un point 
donné sont tout à fait analogues aux 
notions de densité linéaire moyenne 
de l’arc et de densité linéaire de 
l'arc en un point que nous avons 
introduites au chap. XXIII, $ 1. 

Supposons que la densité super- 
ficielle de la plaquette S au point 
courant M (x, y) soit p = p (x, y), 
où p (zx, y) est une fonction con- 
tinue connue. Considérons un élé- 
ment infiniment petit dS de pla- 
quette contenant le point M (fig. 
265). Puisque, dans les limites de 
cet élément, la plaquette peut être considérée comme étant homo- 
gène de densité p, la masse de l'élément dS (masse élémentaire) a pour 
valeur 


Fig. 265 


dm = p dS. (1) 


En intégrant l'expression (1) sur toute la plaquette S, on trouve la 
masse de la plaquette: 


m=\f p dS. (2) 
8 
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En considérant dm comme un point matériel distant des axes de 
coordonnées Oz et Oy respectivement de y et x, on obtient les mo- 
ments statiques élémentaires de la plaquette: 

dS, = y dm = yp (x, y) dS 
et 
dS, — x dm = xp (x, y) ds. 
En intégrant ces expressions sur toute la plaquette S, on trouve 


les moments statiques de la plaquette S par rapport aux axes de coor- 
données : 
Sx= | | yp (x, y) ds, 
° (3) 
DS y— | | zp (x, y) dS. 
s 
On démontre, en mécanique, que le moment statique d’une plaquette 
par rapport à un axe quelconque est égal au moment statique d’une 
masse ponctuelle égale à la masse de la plaquette et concentrée en 
son centre de gravité par rapport au même axe ({héorème de Varignon). 
En désignant par (x,, y:) les coordonnées du centre de gravité (du 
centre des masses) de la plaquette S, on en déduit que 
Sy = Mig Sx = Myo; 
et donc 
! 1 
= | | xp (x, y) dS, | 
sit | @ 
a | | yp (x, y) ds, 
s ] 
où m est la masse (2) de la plaquette. 

D'une manière analogue, on obtient pour les moments d'inertie 
élémentaires de la plaquette S par rapport aux axes de coordonnées 
Ozx et Oy les expressions suivantes: 

dI, = y*dm = y*p (x, y) dS, 
dl, = 2°dm = z°p (x, y) dS. 

On en tire, après l’intégration sur la plaquette S, les moments 

d'inertie de la plaquette S par rapport aux axes de coordonnées: 


L= [1 ÿ'p (x, y) ds, 


f, = | | z°p (x, y) dS. ” 
S 
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Le moment d'inertie polaire élémentaire est défini par la formule 
di, = rdm = (2° + y°) p (x, y) ds, 
où r° = x° + y* est le carré de la distance de la masse dm à l’origine 


des coordonnées. L'intégration de la dernière expression sur la pla- 
quette S$ donne le moment d'inertie polaire de la plaquette: 


Jo= | | (æ2+ y?) p (x, y) dS. (6) 
8 
Il résulte des formules (5) et (6) que 
Jo = 1x + 1ye (7) 


En posant p (x, y) = 1 dans les formules donnant les moments, 
on obtient les moments d'inertie correspondants de la figure géomé- 
trique S. Rappelons que pour le calcul en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires on pose comme d'habitude 


dS = dx dy, 
alors que dans le cas des coordonnées polaires on a 
dS = r dy dr. 


Exemple 1. — Déterminer les coordonnées du centre de gravité d’une pla- 
quette carrée S : 0 << x < 2, 0 < y < 2, dont la densité superficielle au point 
M (z, y) est p=zr+ y. 

En appliquant la formule (2), on trouve la masse de la plaquette: 


= | Er+2) diet h2Al à 
L= 
0 


(1) 


Par les formules (3) on détermine les moments statiques de la plaquette S 
par rapport aux axes de coordonnées: 


Su= | | yp dr dy = dx ( (zy + y°) dy = 
0 
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* dz (zy+2) | (2x3+ 2x) dr = 
0 0 
(ee) ete. 


Quant à l'égalité des moments S, et S,, il fallait s’y attendre par raison 
de symétrie du problème. | 

D'après les formules (4) le centre de gravité de la plaquette S a pour coor- 
données 


Exemple 2. — Trouver le moment d'inertie Z,, par rapport à l'axe Oz, 
de la surface S du cercle: 2 +yp<z 
(fig. 266). 

En posant p = 1, on obtient par la 
première formule (5) 


= [5 y° 48. (8) 


Résolvons ce problème en coordonnées 
polaires. On a 


z=rcoS®, y = r sin 


et 
dS = r d ür. 
, L'équation de la frontière l du domaine 
Fig. 266 S s'écrit 
Hp = zx. 


En passant aux coordonnées polaires, on obtient 

r = r COS p. 
Par suite, en simplifiant par le facteur inessentiel r, on a 

r = COS Q. 

EL 
2 
fixé, le rayon r varie dans les limites de 0 < r << cos æ. En passant aux coor- 
données polaires dans la formule (8), on obtient 


Ceci étant, — 5< P< . puisque r > 0. Ainsi, pour chaque ® € | — 5 . 


TT EL 


; EF] cos @ ; 2 
Ix= | | r?sin? @-r dr d@ = | sin? o d | rS dr=— | sin? p cost pd®. 
S 0 1 
2 


LS = 
2 
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cos® g=— (1+-c0s 29) et sin? @ cos? g= + sin* 29, 


EL 
- 
_ 2 
2 2 
RS sin? 29 dp+ \ sin? 2p cos 29 dp = 
32 | 32 | 
1 


T IT 
+2: 2 
= À ({—cos4q) dp+ | sin? 2 d (sin 2®)= 


LL 
= (9-+sr4e) |", +& FE 
2 2 
(4-40 x 


sins + F 


$ 8. Notions simples sur les intégrales triples 


Par analogie avec l'intégrale double on définit une intégrale 
dite triple. Soit V un domaine fermé borné, donné dans un espace 
rapporté au repère cartésien Oxyz et soit f (x, y, z) une fonction bor- 
née définie dans V. Divisons le volume Ÿ en un nombre fini de régions 
partielles (parallélépipèdes) AV,, AV,, ..., AV, et choisissons 
dans chacune d'elles un point 


M; (ti, Vi) Z1) € AV; (à = 4, 2, s 23 n) 
(fig. 267). La somme 


n 


Sn <2 f (Lis Yas 21) AV, (1) 


où AV, est le volume du i-ième parallélépipède, s'appelle sonme de 
Riemann tridimensionnelle. 


Désignons par d le plus grand des diamètres des AV, ?). Par des 
subdivisions successives du domaine Ÿ faisons décroître indéfiniment 


1) Pour la notion de diamètre, v. & 1. 
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les volumes des AV;. La limite des sommes de Riemann (1), quand 
d —+ 0, si cette limite existe et ne dépend ni de la forme des AV,, 
ni du choix des points M; dans ces régions, est alors appelée intégrale 
triple, étendue au domaine V, de la fonction f (x, y, z) et notée 


FIT fu, 47 =lim D fr vu 2) AV, (2) 
V 1=1 


que l’on prononce: «somme triple, étendue au domaine V, de 
f (x, y, z) dV ». On démontre que l'intégrale triple (2) existe si la 
fonction à intégrer f (x, y, z) est conti- 
nue dans le domaine d'intégration V bor- 


ÿ né fermé à frontière lisse par morceaux. 

7 Si le domaine V est rempli de masse 
\ et si f (x, y, z) représente une densité 

A volumique continüment répartie au point 

é) courant M (x, y, z), alors f(zx;, y:;, 


zi) AV, où M; (Zi; Yi Zi) € AV; repré- 

sente, à un infiniment petit d’un ordre 

supérieur au volume maximal des 

AV; G =1,..., n) près, la masse de la 

région partielle AV;. La somme (1) est 

Fig. 267 donc approximativement égale à la masse 

m qui remplit le domaine V. Lorsque 

d — 0, la limite des sommes S, sera égale à la masse m. On peut 

en déduire la signification physique de l'intégrale 

triple: si f (x, y, z) est la densité continue de répartition de la mas- 
se dans l’espace Ozxyz, l'intégrale triple 


m= | (ff, y, 2)dV (3) 
\'4 


représente la masse qui remplit le domaine d'intégration V. Dans 
le cas particulier où f (x, y, z) = 1, la masse du domaine V est 
numériquement égale à son volume total. Aussi, le volume du do- 
maine V s’exprime-t-il par l'intégrale triple 


v= fifa. (4) 


Si l'intégrale triple (2) est calculée en coordonnées rectangulaires 
z, Y, 2, On prend pour AV;;, des parallélépipèdes rectangles de côtés 
Az;, Ayj;, Az, et de faces parallèles aux plans de coordonnées, c’est-à- 
dire qu'on pose 


AVijn — Ax; Ay; Az. 
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Dans ce cas, l'élément de volume dV est pris égal à 
dV = dx dy dz (o) 


(élément de volume en coordonnées rectangulaires) et l'intégrale triple 
(2) s'écrit sous la forme suivante: 


JT y, 2) dx dy dz. (6) 
Ÿ 
En particulier, pour le volume d’un corps on obtient la formule 
V = dr dy dz. (6°) 
ji 


Dans le cas le plus simple, le calcul de l'intégrale triple (6) se 
ramène à celui de trois quadratures (trois intégrales 


Fig. 268 


simples successives). À savoir, supposons que le domaine d’intégra- 
tion V soit standard par rapport à l’axe Oz (cf. $ 2), c’est-à- 
dire qu'il soit limité en bas et en haut respectivement par des surfaces 
continues univoques 

Z1 = 2 (7, y), 

Z2 = Z2 (T, y), 
et que la projection du domaine Ÿ sur le plan de coordonnées Ozxy 
soit un domaine plan S (fig. 268). 

Il en résulte que pour des valeurs fixées (x, y) € S les cotes 

correspondantes z des points du domaine V varient dans les limites 
36—0131 
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de z,(t, y) Lz< 22 (x, y). Par analogie avec l’intégrale double 
($ 6) on aura 
| u Za(X, Y) 
| Tr, y, 2) de dy di = | | dx dy | f(æ y,2)ds (7) 
V S Z1(X, U) 
De plus, si la projection $ est standard par rapport à l’axe Oy 
et est définie par les inégalités 


aLr<b, y(2) L y << y: (x), 


où y, (x) et y, (x) sont des fonctions continues sur le segment [a, bl], 
on obtient 


. 2a(X, 1) b Ya(x) 22(x, 1) 
[fard | fauad-far | dy | f@vad. (@) 
S 21(X, Y) a Vi(x) Z1(X, ) 


Des formules (7) et (8) on déduit finalement 
| b Va(x) 230%, y) 
(fÎre VA :) de dy ds = | dr | dy f(x, y, z)dz. (9) 
V n Ya(X) Z1(X, Vu) 
Ainsi, le calcul de l'intégrale triple se ramène au calcul de trois 
quadratures. 


«A (001) 


Fig. 269 


Remarquons que si le domaine d'intégration V est standard par 
rapport à tous les trois axes de coordonnées Ox, Oy et Oz, les limites 
d'intégration pour l'intégrale triple (6) peuvent être mises de 3! = 6 
procédés différents. 
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Exemple. — Calculer l’intégrale 


[ = | \ | zyz dr dy‘dz, 
4 


où V est la pyramide OPQR limitée par les plans suivants: 


z—0, y—0, z—0, 
z+y+z= 


(fig. 269). 
La projection du domaine l sur le plan de cordonnées ds est le triangle S 
limité par les droites 


z=0, y=0, z+y=t. 


Pour (r, y) € S les cotes des points (r, y, z) € V vérifient l'inégalité 0 << 
<z<1—z—7y. Par suite, 


1-x—), 

ë ù 22 [2=i-x-y 

1 = | zry dr dy z d2= | «ry dr dy-— — 
. e 2 z=0 

S 0 S 


| ( Ty (1—r—7y) dr dy. 


7S 


te] = 


En introduisant les limites d'intégration pour le triangle S, on obtient 


1x 
1 2 2 
1=+ eds | ylt-a-20-2 tva 
Û 0 
{ : p) 3 1 - Î 
RL OR RE RC ee RS SPF 
= Left T) 5 2(1— 727) ru r|L, dr 
0 


Î 1 
1 —T — — — 
Z {\ A—zx)'dr j 6 7) ds} 


| | 
= z(i—r) (++) | [1—({—x)](1— 7) dr = 
x - Û 


0 
=5[-+ DRE et lex LR RS 


Le nombre 7 représente la masse de la pyramide V si sa densité au point 
courant M (r, y, z) est p — zyz. 


36% 


564 INTÉGRALES MULTIPLES [CH. XXIV 


EX ERCICES 
{. Calculer les intégrales itérées suivantes: 
i 5 0 1 27 1 
a) | dr | = dy, b) | dr | eX-Y dr; CC) [ dy | r sin® q dr. 
0 2 = 0 0 eo) 


2. Dessiner le domaine d'intégration et calculer les intégrales itérées sui- 
vantes: 


sh 


x 
a) | dr | V'r+y dy: 
0 


v+v® 
dy 1y dz; 


o 
c) dy | r COS (: dr. 
0 


3. Mettre les limites d'intégration dans les deux ordres dans l'intégrale 
double \ \ Î (&, y) dx dy pour les domaines d'intégration suivants: 


S 
a) S est le triangle de sommets O (0, 0), À (1, 0) et B (1, 2); 
b) S est le trapèze de sommets O (0, 0), À (2, 0), B (1, 1) et C (0, 1); 
c) S est le quart du disque 2 + <1, r>0, y > 0; 
d) S est le segment parabolique limité par les courbes y = x1, y = 4; 
e) S est le disque x? + y° << 2x. 
4. Intervertir l’ordre des intégrations dans les intégrales itérées suivantes: 


| x 
a) [ar À nav 


x! 


Cd 


sin x 


: 

b) E re 0 dx 
PL 
C) | 
0 


dr | f (r, y) dx. 


0 
5. Passer aux coordonnées polaires et mettre les limites d'intégration dans 
les intégrales doubles suivantes: 


a) \ | z2y dr dy, où S est le secteur circulaire limité par les courbes 


2+y =, y=z, y=—z(y > 0); 


b) {| V'zLyi dr dy, où S est le triangle de sommets O(0, 0), 


S 
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o]) 1 (x y) dx dy, où S est le segment parabolique limité par les 


Curl à =r et y= r?. 
6. Calculer les intégrales doubles suivantes: 


a) | | (z+ y) dr dy, où S est le triangle de sommets O (0, 0), À (1, 0) 


S 
et B(0, 1}; 


b) \ ( zy? dr dy, où S est le segment parabolique limité par les cour- 


c) fi au dy où S est le segment parabolique limité par les cour- 
1 


ri dy. où S est le segment hyperbolique limité par les cour- 


bes ry — 4, … =); 
7. Calculer le intégrales doubles suivantes en passant par l'intermédiaire 
des coordonnées polaires : 


a) | | sin V'rLy dx dy, où S est Ice cercle r°+ y° < n?; 


b) | | PEUT ———— dr dy, où S est le triangle limité par les druites y=— 7, 
S 
y=—2, y=1. 
8. Calculer les volumes des corps limités par les surfaces: 
a) z = V 1—y!, z2=0, y=7r, z=0; 
b) 2=2—1r—7y, 20, r°+y2=1, r =0, y =0; 
c) z=1 + y, z2=0, y*=7, r=1,; 
d'Evry, 2=0, + y 27; 
c z° y° 
e) = 2, :=0, +1 (2 > 0). 


9. Trouver les moments d inertie, par rapport aux axes Oz et Oy, d’une 
plaquette ronde homogène z° + y? < R1. 

10. Déterminer les coordonnées du centre de gravité d'une plaquette homo- 
gène limitée par les courbes ay — r°, y = a. 


11. Calculer 
1 x " 
| dr | dy | zyz dz. 
0 0 Û 


12. Trouver le volume d’un corps limité par les surfaces 


a 


= y, 20, IA, 4, z—=1,; z-=3. 


CHAPITRE XXV 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES PROBABILITÉS 


A. DÉFINITIONS ET THÉORÈMES FONDAMENTAUX 


$ 1. Événements aléatoires 


Dans les sciences de la nature, l’étude de la réalité objective se 
fait par l'intermédiaire des épreuves (expérimentation) ou des obser- 
vations, c'est-à-dire à l’aide de l'expérience, en prenant ce mot dans 
un sens très large. Dans le cas général, on entend par épreuve (obser- 
vation) laréalisation d'un ensemble déterminé 
de conditions. Un résultat possible, c’est-à-dire l’issue d’une 
épreuve ou d'une observation est désigné sous le nom d'événement, 
quelle que soit son importance. 

Pour pouvoir construire une théorie des probabilités, on idéalise les événe” 


ments, c'est-à-dire on néglige des situations qui ne sont pas essentielles pour un 
événement donné. 


Exemple.— Lorsqu'on lance une pièce de monnaie, elle peut 
tomber soit du côté face, soit du côté pile. Ainsi, pour un seul jet 
d'une pièce, deux événements sont possibles: l'événement À: « la 
pièce montre le côté face » et l'événement B: « la pièce montre le 
côté pile ». 

Pourtant, il y a encore un événement C qui peut se réaliser: « la pièce se 
met sur le bord ». Mais dans le jeu de pile ou face une telle situation est inessen- 
tielle (on refait le jet de la pièce!), si bien que dans notre expérience idéalisée 
cet événement n'est pas pris en compte. 


Définition 1.— Le résultat d'une épreuve qui ne peut pas être 
prédit d'avance s'appelle événement aléatoire. 


En d’autres termes, dans une expérience donnée, un événement 
est dit aléatoire s'il est impossible de prédire sa réalisation ou sa 
non-réalisation. 

Par exemple, la tombée d'une pièce de monnaie sur le côté face 
est un événement aléatoire, à condition bien entendu que l'épreuve 
soit organisée de manière que son résultat n’est pas connu d'avance. 


Dans de nombreux cas, un événement est considéré comme aléatoire du fait 
que l’information sur le phénomène donné est incomplète. Par exemple, si dans 
l'épreuve consistant à lancer une pièce de monnaie nous connaissions: la force 
du jet, la forme de la monnaie. la loi définissant la résistance de l'air et les autres 
facteurs qui déterminent la loi de mouvement de la pièce, nous pourrions cal- 
culer exactement le résultat de l'épreuve. 
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Définition 2.— Un événement est dit certain dans une 
épreuve donnée (c'est-à-dire lorsqu'un ensemble bien déterminé de 
conditions est réalisé) s’il est inévitablement réalisé, quel que soit le 


æ 


résultat de l'épreuve. 


Par exemple, l'événement : « dans l’examen, l'étudiant est admis 
ou refusé » est un événement certain si l'examen est organisé suivant 
les règles habituelles. 


Définition 3.— Un événement est dit impossible dans 
une épreuve donnée si aucun des résultats de cette épreuve n'entraîne 
sa réalisation. 


Par exemple, si une urne ne contient que des boules de couleur 
(non blanches), le tirage d’une boule blanche dans cette urne est un 
événement impossible. Remarquons que si l'expérience est réalisée 
dans d’autres conditions, le tirage d’une boule blanche n'est pas 
exclu; ainsi cet événement n’est impossible que dans les conditions 
de notre expérience. 

La théorie des probabilités (on dit aussi: calcul des probabilités) 
est la science ayant pour objet l’étude des lois qui régissent les évé- 
nements aléatoires. 

Ces derniers temps, le développement de techniques nouvelles 
a donné un intérêt particulier à des lois statistiques que suivent 
desévénements demêmetypese produisant 
en un très grand nombre (contrôle de la qualité de la 
production, fabrication à la chaîne, fonctionnement d’un central 
téléphonique, etc.). On y a établi, en diverses variantes, le théorème 
fondamental de la théorie des probabilités qui est connu sous le 
nom de « loi des grands nombres ». 

Posons en axiome qu'à chaque événement À on peut attribuer, 
au moins théoriquement, la probabilité, c’est-à-dire un nombre 
P (A) qui traduit, en un certain sens, la « mesure de la certitude » 
de cet événement et obéit à des conditions naturelles. On admet que 
la probabilité de tout événement vérifie l'inégalité 


0OSP(A4A)<1 


et que la probabilité d’un événement impossible est nulle, alors que 
celle d'un événement certain est égale à l'unité. 

En pratique, on dit qu’un événement est pratiquement impossible si sa 
probabilité est petite; au contraire, un événement est considéré comme presque 
certain si sa probabilité est proche de l'unité; on prend sur cette base des déci- 
sions justifiees. 

La théorie des probabilités a été développée par les travaux de 
nombreux grands mathématiciens (Pascal, Fermat, Laplace, Gauss, 
Poisson et autres). Pendant la période plus récente, des résultats 
fondamentaux ont été obtenus dans cette science par les mathéma- : 
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ticiens russes (Tchébychev, Markov, Liapounov, Bernstein, Kolmo- 
gorov, Khintchine et autres). 

La théorie des probabilités trouve de nombreuses applications 
dans les sciences pures et appliquées (physique, géodésie, théorie 
du tir, commande automatique, etc.). En particulier, elle sert de 
base théorique à la statistique mathématique et à la statistique appli- 
quée sur lesquelles reposent la planification et l’organisation de la 
production moderne. 


$ 2. Algèbre des événements 


A chaque épreuve est associée toute une série d'événements qui 
nous intéressent et qui peuvent, en général, se réaliser simultané- 
ment. C’est ainsi par exemple que lorsqu'on jette au hasard un dé à 
jouer (c'est-à-dire un petit cube dont les faces sont numérotées de 1 
à 6), l'événement À est que le dé donne 1 et l'événement B est que 
le dé donne un nombre impair. Il est évident que ces deux événe- 
ments n’excluent pas l’un l’autre. 

Supposons que tous les résultats possibles d'une épreuve se réali- 
sent sous la forme d'une série de cas particuliers dont 
chacun en exclut l’autre (un événement qui correspond à un et un 
seul résultat de l'épreuve est dit événement élémentaire ou issue élé- 
mentaire). Alors : 1) chaque issue de l’épreuve est représentée par un 
et un seul événement élémentaire; 2) tout événement À associé 
à cette épreuve est l’ensemble d’un nombre fini ou infini d'événe- 
ments élémentaires; 3) l'événement À est réalisé si, et seulement 
si, est réalisé un des événements élémentaires appartenant à cet 
ensemble. 


Exemple 1.— Supposons que l'événement À soit « le dé à jouer 
amène un point impair en un seul coup ». 

Ici, pour les événements élémentaires, on peut prendre les résul- 
tats suivants de l’épreuve: (1), (2), (3), (4), (5), (6). L'événement À 
est l'ensemble des événements {(1), (3), (5)}. 

Par analogie avec la théorie des ensembles (v. $ 1) on construit 
une algèbre des événements. 


Définition 1.— On appelle somme (réunion) de deux 
événements À et B un événement 


A+B=AI B, 
qui a lieu si, et seulement si, est réalisé au moins l'un des événements 
A et B. 


Plus généralement, on appelle somme (réunion) de plusieurs événe- 
ments un événement qui consiste en réalisation de l’un au moins de 
ces événements. 
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Exemple 2.— Soit l'événement À un lot gagné dans une loterie E 
et l'événement B un lot gagné dans une loterie II. Alors, l’événe- 
ment À + B est un lot gagné dans l’une au moins des loteries (ou 
encore dans les deux à la fois !). 


Définition 2.— On appelle produit (intersection) 
de deux événements À et B un événement 


AB = À f\ B, 
qui est réalisé lorsqu'à la fois À et B sont réalisés. 


Dans le cas général, on appelle produit (intersection) de plusieur 
événements un événement correspondant à la réalisation simultanée 
de tous ces événements. 

Exemple 3.— Soient À et B les événements consistant en l'ad- 
mission respectivement dans les tours Ï et II de l’examen d'entrée 
dans une école supérieure. Alors l'événement AB est l'admission 
dans les deux tours. 

Deux événements À et B sont dits incompatibles dans une épreuve 
donnée si leur intersection est un événement impossible, c’est-à-dire 
si 

AB = 0, 


où © est un événement impossible. 
En d'autres termes, deux événements sont incompatibles si la 
réalisation de l’un d'eux exclut celle de l’autre et inversement. 


$ 3 Définition classique de la probabilité 


Soit À un événement constitué par un certain résultat d'une 


épreuve et soit 
Es Es SL3E: (1) 


un système fini des événements élémentaires les seuls possibles, 
deux à deux incompatibles, de cette épreuve (système complet d'évé- 
nements élémentaires). Ainsi, l'événement À a lieu si, et seulement 
si, sont réalisés certains événements appartenant au système (1) 
(résultats favorables à l'événement À ou, comme on les 
appelle encore, chances pour que l’événement À se produise). 

Supposons que les événements du système (1) aient la même 
chance de se produire, c'est-à-dire qu’il n’y a pas de raison de s'at- 
tendre que l’un des événements du système (1) ait une meilleure 
chance de se produire qu’un autre. Parfois, on peut l’établir en 
utilisant la « propriété de symétrie ». 

Définition 1.— On appelle probabilité P(A) d'un évé- 
nement À le rapport du nombre de toutes les issues élémentaires, favora- 
bles à l'événement À, au nombre total des issues élémentaires les seules 
possibles, de l'épreuve donnée. 
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Ainsi, si m est le nombre d'issues élémentaires favorables à l’évé- 
nement À et n le nombre total des issues élémentaires d’une épreuve 
donnée et que toutes ces issues ont la même chance de se produire, 
on peut écrire, par définition, la formule suivante 


P(4)=—. (2) 
Puisqu'il est évident que 
0£m<n, 
on à 
0< P(4)<1, (3) 


ce qui signifie que la probabilité de tout événement est un nombre 
positif, non supérieur à l'unité. 

Remarque.— T1] résulte de la définition de la probabilité que les 
événements élémentaires ayant la même chance de se produire sont 
des événements équiprobables, c'est-à-dire qu'ils ont une même pro- 
babilité. 

De par la définition même d’une probabilité on peut déduire 
ses propriétés suivantes: 

1. La probabilité d'un événement impossible est nulle. 

En effet, si un événement À est impossible, le nombre d'issues 
élémentaires favorables à cet événement m = 0 et on a 


P (4)===0. 


2. La probabilité d'un événement certain est égale à l'unité. 
En effet, si un événement À est certain, il est évident que m = n 
el donc 


P(4)=<=1. 


Enonçons quelques théorèmes élémentaires relatifs aux probabi- 
lités. 

Définition 2.— Deux événements À et B sont dits équiva- 
lents: 


A =B 
si chacun d'eux se réalise chaque fois que l’autre est réalisé. 


Du point de vue de la théorie des probabilités, de tels événements 
sont considérés comme étant égaux. 

Par exemple, si une urne ne contient que des boules blanches 
et des boules noires, le tirage d’une boule noire et le tirage d’une 
boule non blanche sont des événements équivalents. 
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Théorème 1.— Les événements équivalents ont une même probabi- 
lité, c'est-à-dire si À = B, 
P (4) = P (B). (4) 


En effet, chaque issue élémentaire pour l'événement À est la 
même que pour l’événement B et réciproquement. En vertu de la 
formule (2) on a l'égalité (4). 

Définition 3.— On dit qu'un événement À implique un 
événement B (A = B) si l'événement B se réalise chaque fois que l’événe- 
ment À est réalisé. 


Par exemple, quels que soient les événements À et B, on a 
AB = À et AB = B. 


Théorème 2.— Si A = B, 
P(4)< P (B). (9) 


En effet, supposons que les événements À et B soient compris 
dans un système commun d'issues élémentaires équiprobables et que 
m et m’ soient les nombres d'issues élémentaires favorables respecti- 
vement à l'événement À et à l'événement B et n soit le nombre 
total d’issues élémentaires. Comme chaque issue élémentaire pour 
l'événement À l'est aussi pour l’événement B, on a 


mm 
et donc 
P(4)=- <= P(B). 


si bien que l'inégalité (5) est démontrée. 


Définition 4.— Un événement À est dit contraire d'un événement 
A s'il est réalisé lorsque l'événement À ne l’est pas. 


Par exemple, lorsqu'on jette une pièce de monnaie, l'événement 
A est « la pièce montre le côté face » et l'événement À est « la pièce 
ne montre pas le côté face », c'est-à-dire que « la pièce montre le 
côté pile ». 

Il résulte de la définition 4 que: 1) l'événement À + À est cer- 
tain ; 2) l'événement AA est impossible. 

Théorème 3.— La probabilité d'un événement contraire À est 


égale à la différence entre l'unité et la probabilité de l'événement don- 
né À: 


P (À) = 1 — P (4). (6) 


En effet, supposons que le système complet d’issues élémentaires 
équiprobables comporte r événements dont m (m< n) sont favora- 
bles à l'événement À. Alors 7 — m issues élémentaires sont défavo- 
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rables à l'événement À, c’est-à-dire favorisent l’événement À. Ain- 
si, on a 


P(4)==T=1—7—=1—P (4). 


n 

Donnons quelques exemples sur le calcul direct de la probabilité des évé- 
nements. 

Exemple {.— Une pièce de monnaie est jetée deux fois. Quelle est la proba- 
bilité pour que: 1) la pièce tombe du côté face au moins une seule fois (événe- 
ment À); 2) la pièce tombe du côté face deux fois (événement B)? 

Ici, les issues élémentaires équiprobables sont : FF, FP, PF, PP, leur nombre 
total est n — 4. 

Les issues favorables à l'événement À sont FF, FP, PF: leur nombre est 
m = 3. Par suite, 


A l'événement B n'est favorable qu'une seule issue FF (m’ — 1). Par suite, 
Î 
4 e 
Exemple 2.— Un dé à jouer est jeté deux fois. Quelle est la probabilité 
pour que la somme des points soit égale à 6 (événement À)? 
Les issues élémentaires équiprobables sont ici des RE (x, y). où ret y 


prennent les valeurs: 1, 2, 3, 4, 5, 6; le nombre total d'’issues élémentaires 
n = 


P(B)=—=— 


Les couples favorables à l'événement À sont (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1), 
leur nombre m = 5. 
Par suite, 

m 5 


36 ° 


$ 4. Définition statistique de la probabilité 


La définition classique de la probabilité suppose que 1) le nombre 
d'événements élémentaires est fini; 2) ces événements ont la même 
chance de se produire. 

Or, en pratique, on rencontre des épreuves comportant un nombre 
infini de différentes issues possibles. En outre, il n’y a pas de métho- 
des générales permettant de représenter le résultat d’une épreuve, 
même si elle ne comporte qu'un nombre fini d’issues, sous la forme 
d'une somme d'’issues élémentaires équiprobables. 

Aussi, la portée de la définition classique est-elle assez limitée. 

Nous allons donner une autre définition de la probabilité qui 
s'avère parfois plus commode pour les applications. 

Supposons qu'on effectue z épreuves de même type dont l'une des 
issues est un événement donné À. 


Définition 1.— On appelle fréquence (relative) d'un 
événement À le rapport du nombre d'épreuves m, où l'événement À est 
réalisé, au nombre total n d'épreuves effectuées. 
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Ainsi, en désignant par W, (A) la fréquence de l’événement À 
dans une série de nr épreuves, on aura 


W, (4)=—. (1) 
Il est évident que 
0< W, (4) < 1. 
La formule (1) donne 
m=W, (4) n, (2) 


c'est-à-dire que Le nombre de répétitions de l'événement À est égal à sa 
fréquence multipliée par le nombre d'épreuves. 

Dans de nombreux cas, lorsque l'épreuve est répétée un grand 
nombre de fois, on constate la stabilité de la fréquen- 
ce de l'événement, c'est-à-dire que, lorsque le nombre 
d'épreuves nr —+ ©, la fréquence W, (A) de l'événement A varie 
autour d’un certain nombre fixe p et les écarts qu’elle présente par 
rapport à ce nombre sont d'autant plus petits que le nombre d’épreu- 
ves effectuées est plus grand, si on ne tient pas compte de certaines 
épreuves non réussies. C’est ce nombre p que l’on appelle proba- 
bilité de l'événement Aausensstatistique. 


Définition 2.— On appelle probabilité d'un événe- 
ment au sens statistique une limite presque certaine de 
sa fréquence lorsque le nombre d'épreuves augmente indéfiniment. 

Ainsi, il est presque certain que la fréquence d'un événement 
coïncide approximativement avec sa probabilité statistique, si le 
nombre d'épreuves est suffisamment grand. 

De ce point de vue, la quantité 


U = np (3) 


représente la valeur moyenne du nombre de répétitions de 
l'événement À dans une série de nr épreuves. 

En faisant des hypothèses bien larges, on démontre que les deux 
probabilités, classique et statistique, coïncident. 


Exemple.— En effectuant une série d'épreuves on constate qu'en tirant 
200 coups de feu le tireur atteint le but en moyenne 190 fois. Quelle est la proba- 
bilité p pour que ce tireur atteigne le but en un seul coup? A quel nombre de 
coups au but faut-il s'attendre si ce tireur fait 1000 coups ? 

D'après la définition de la probabilité statistique on a 


199 
P = 599 — 099 = 95%. 


D'où la valeur approchée du nombre de coups au but pour l'ensemble de 
1000 coups tirés: | 


u = 1000-0,95 — 950. 
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$ 5. Principe des probabilités totales 


Théorème.— La probabilité de la somme de deux événements in- 
compatibles est égale à la somme des probabilités de chacun de ces évé- 
nements, c'est-à-dire si AB = O, 


P(4 +B)=P(A)+ P(B). (1) 


Démonstration.— Soit nr le nombre total d’issues élémentaires 
équiprobables d’une épreuve dont m"», sont favorables à un événement 
A et m, à un événement B. Les événements À et B étant incompa- 
tibles, la réalisation de l’événement À exclut celle de l'événement B 
et réciproquement ; le nombre d'issues favorables à l'événement 
A — B est donc exactement égal à m, + m.. En vertu de la défini- 
tion classique de la probabilité on en déduit que 


P(A+B)= M = M + TE — p(4)+ P (B). 


Corollaire.— La probabilité de la somme d'un nombre fini d'évé- 
nements deux à deux incompatibles est égale à la somme des probabilités 
de chacun de ces événements. 


Soient par exemple À, B et C trois événements deux à deux 
incompatibles, c’est-à-dire tels que les événements AB, AC, BC 
sont impossibles. 

On a 


P(A+B+C)= P[I(4+8B)+CI= 
= P(A4+B)+P(C)=P(4)+P(B) + P(C)- 


Remarque.— Soient maintenant À et B deux événements com- 
patibles. Le nombre d'issues élémentaires favorables à l'événement 
A + B sera alors 

Mm=M +Me— M, 


où m’ est le nombre d’issues élémentaires favorables à l'événement 
AB. En effet, en additionnant les nombres m, et m, d'’issues favora 
bles aux événements À et B, nous comptons deu x fois les issues 
favorables à l’événement AB ; par suite, en comptant le nombre d’is 
sues réalisant l'événement À + B il convient de rejeter la valeur 
superflue de m’. | 

Par suite, dans le cas général, on a 


P (A4 B) = Tee LU qe M p(4)+ P(B)— P(AB). 


(2) 
Corollaire.— Puisque P (AB) > 0, la formule (2) donne 
P(4 +B)< P(4A) + P (B), (3) 
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c'est-à-dire que la probabilité de la somme de deux événements n’est 
jamais supérieure à la somme des probabilités de chacun de ces événe- 
ments. 


IT est évident que cette assertion est aussi vraie pour plusieurs 
événements. 

Exemple.— Une urne contient 10 boules de même dimension mais de cou- 
leur différente : 2 blanches, 3 rouges et 5 bleues. Quelle est la probabilité pour 
qu’une boule tirée au hasard soit une boule colorée (non blanche) ? 

Soient l’événement À : « tirage d'une boule rouge » et l'événement B : « ti- 
rage d'une boule bleue ». Alors l’événement À + B est: «tirage d’une boule 
colorée ». 11 est évident que 


3 5 
P(A)=T ; P (B) 40 


Comme les événements À et B sont incompatibles (on tire une seule boule), 
le principe des probabilités totales donne 
5 


= (),8. 
10 15 


P (A+ B)= P (4)+ P(B)= + 


$ 6. Système complet d’événements 


Définition.— On dit que les événements 
Ai Ass 2: An (1) 


forment un système complet dans une épreuve donnée si 
tout résultat de cette épreuve entraîne la réalisation d’un et d'un seul: 
de ces événements. 


En d’autres termes, pour le système complet d'événements (1) 
sont réalisées les conditions suivantes: 

1) l'événement À, + A: + . .. + 4, est certain; 

2) les événements À; et À, (i — j) sont incompatibles deux à 
deux, c’est-à-dire que A;4; = O (ij), où O est un événement 
impossible. 

L'exemple le plus simple de système complet d'événements est 
fourni par un couple d'événements: À et À. 


Théorème.— La somme des probabilités des événements formant 
un système complet est égale à l'unité. 


Démonstration.— Pour le système complet (1), l'événement 
A1 + As +...+ 4, = D est certain et les événements de ce 
système sont incompatibles deux à deux. En appliquant le principe 
des probabilités totales, on peut donc écrire 


P(Ai+ A2 +... + An) = P (41) + P (42) +... + Pi). 
(2) 
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Or, 

P(Ai+4o+...+4,;)=P(D)=1, 
d'où, en vertu de (2), 

P (41) + P(4:)+...+ P (43) = 1. 


$ 7. Principe des probabilités composées 


Définition 1.— La probabilité d'un événement À, sachant qu'un 
événement B est réalisé, est appelée probabilité cond i- 
tionnelle de l'événement À liée par B et désignée par la nota- 
Lion : 

P (A/B) = P; (À). (1) 

Remarque.— La probabilité de chaque événement À dans une épreuve don- 
née est liée à un certain ensemble de conditions. En définissant la probabilité 
conditionnelle, nous supposons que cet ensemble de conditions comprend né - 
cessairement l'événement B. Ainsi, nous avons, en fait, un autre en- 
semble de conditions, plus complexe, qui correspond à l'épreuve dans une nou- 
velle situation. La probabilité pour que l’événement À se réalise dans ces nou- 
velles conditions s'appelle probabilité conditionnelle P&(4) 
à la différence de la probabilité P (4) qui peut être appelée probabilité 
inconditionnée de l'événement 4. 

Exemple.— Une urne contient 7 boules blanches et 3 boules noires. 

Quelle est la probabilité: 1) de tirer dans l’urne une boule blanche (événe- 
ment À); 2) de tirer dans l’urne une boule blanche après avoir tiré une boule 
blanche (événement B) ou une boule noire (événement C)? 

Ici, 


P (4) = = 0.1; 


Pg (4) = = 0.666 Less 


Pe (4)=—= 0,777 . 


On voit que la probabilité conditionnelle d'un événement peut être aussi 
bien inférieure que supérieure à la probabilité de cet événement. 


Définition 2.— On dit que deux événements À et B sont in dé- 
pendants, si la probabilité de chacun d'eux ne dépend pas de la 
réalisation ou de la non-réalisation de l’autre, c'est-à-dire si 

P (4) = P3 (4) = P; (4) (2) 
et 
P(B) = P,(B) = P; (8). (27) 


Dans le cas contraire ces événements sont dits dépendants. 


Théorème 1.— La probabilité du produit (de l'intersection) de 
deux événements À et B est égale à la probabilité de l'un, multipliée 
par la probabilité conditionnelle de l’autre sachant que le premier 
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événement est réalisé: 
P (AB) = P (4) P, (B). (3) 


Démonstration.— Soit z le nombre total de résultats élémentai- 
res équiprobables d’une épreuve dont m sont favorables à l'événe- 
ment À et À à l'événement AB. Alors 


P(4=, P(4B)=À. (4) 


Mais si l'événement À s’est produit, dans cette situation ne sont 
possibles que ceux de m résultats élémentaires qui étaient favorables 
à l'événement À, et À d’entre eux sont évidemment favorables à 
l'événement B. Ainsi, 


k 
Pa (B) = m ° 
En utilisant les égalités (4), on obtient 
k m k 
P(AB)=—:=—:— = P (A) P, (B). (9) 


Le théorème est donc démontré. 
Puisque BA = AB, on a aussi 


P (AB) = P (BA) = P (B)-P3 (A). (6) 


Remarque.— De façon formelle, la formule (5) reste vraie aussi 
dans le cas où À est un événement impossible. 


Corollaire.— Quels que soient les événements À et B on a l'égalité 


P (4) P4 (8) = P (B) P3 (A). (7) 


Théorème 2.— La probabilité de la réalisation simultanée (du 
concours) de deux événements indépendants À et B est égale au produit 
des probabilités de ces deux événements : 


P (AB) = P (A) P (B). (8) 


En effet, en posant P, (B) = P (B), on déduit la formule (8) 
de la formule (5). 


Exemple.— La probabilité pour que le but soit atteint par un premier ti- 
reur (événement À) est de 0,9 et par un second tireur (événement B) de 0,8. 
Quelle est la probabilité pour que le but soit atteint par au moins un tireur? 


Soit C l'événement qui nous intéresse ; alors l'événement contraire C est 
évidemment « les deux tireurs ont manqué le but ». Ainsi, C — AB. Les évé- 
nements À et B étant indépendants (lors du tir aucun des tireurs ne dérange 
l’autre!), on a 
P (C) = P (4)-P (B) = [1 — P(4)]-[1 — P (B)] = 

= (1 — 0,9)-(1 — 0,8) = 0,1-0,2 = 0,02, 
37—0131 
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On en déduit que la probabilité pour que le but soit atteint par l’un au moins 
des tireurs a pour valeur 


P (C) = 1 — P (C) = 1 — 0,02 = 0,98. 


Le théorème 1 peut se généraliser au cas de plusieurs événements. 
Par exemple, pour le cas de trois événements 4, BetC,ona 


P (ABC) = P[A:(BC)] = P(4)-P, (BC) = 
= P(A4)P:(B) Pis (C). (9) 
Définition 3.— On dit que les événements sont globale- 
ment indépendants si chacun d'eux et tout produit des 


autres (contenant soit tous les autres événements, soit une partie d'eux) 
sont des événements indépendants. 


Les événements globalement indépendants sont des événements 
indépendants deux à deux; la réciproque n'est pas vraie. 

Théorème 3.— La probabilité du produit (d’intersection) d’un 
nombre fini d'événements globalement indépendants est égale au produit 
des probabilités de ces événements. 


En effet, par exemple pour trois événements À, B et C globale- 
ment indépendants on a 
Pa(B)=P(B), Pas (C) = P(C), 
si bien que la formule (9) donne 
P (ABC) = P(A)P (B)P (C) 


$ 8. Formule des probabilités totales 


Soit À un événement qui peut se produire par suite de la réalisa- 
tion d’un et d’un seul événement FH; (i = 1, 2, ..., n) appartenant 
à un système complet d'événements incompatibles 

His Hs: 23 be 
Les événements de ce système sont généralement appelés h y po- 
thèses. 

Théorème.— La probabilité de l'événement À est égale à la somme 


des produits des probabilités de toutes les hypothèses formant un système 
complet par les probabilités conditionnelles correspondantes de l'événe- 


ment donné À: 


etc. 


P(4)= © P(H:) Pu, (4) (1) 
formule des probabilités totales), où 


à P(H;)=1. (2) 
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Démonstration. — Puisque 
A — H,A + H,A +...+ H,A 


et les événements H,4, H,4, ..., H,A sont incompatibles vu que 
les événements H,, H,, ..., H, le sont, l’application du principe 
des probabilités totales et du principe des probabilités composées 
donne 


P (A) = a P (H,A) = > P (H;) Pu,À, 


ce qu'il fallait démontrer. 


Exemple.— Un magasin reçoit pour la vente des produits en provenance 
de trois fabriques dont les parts relatives sont : I : 50 %, II : 30 % et III : 20 %. 
Le pourcentage d’articles défectueux dans la production de ces fabriques est: 
1:2%,11:3 %et111:5 %. Quelle est la probabilité pour qu’un article acheté 
au hasard soit de bonne qualité (événement 4)? 

Ici, trois hypothèses suivantes sont possibles: H,, H,, Hs, c’est-à-dire que 
l’article acheté est produit par les fabriques I, II et III respectivement; il est 
évident que ces hypothèses forment un système complet et que leurs probabilités 
ont pour valeur 


P(H;)= 0,5, P(H:) = 0,3, P (H3) = 0,2. 
Les probabilités conditionnelles correspondantes defl’événement À sont 
P y, (4)=1—0,02=— 0,98, 
P, (4)=1—0,03=0,97, 
P y, (4)=1—0,05 = 0,95. 


En appliquant la formule des probabilités totales, on obtient 
P (4) = 0,5-0,98 “+ 0,3-0,97 + 0,2-0,95 = 0,971. 


$ 9. Formule de Bayes 


Traitons un problème suivant: soit donné un système complet 
d'hypothèses incompatibles 


Hs Hess sas He 


dont les probabilités P (H;) (i = 1, 2, ..., n) sont connues avant 
expérience (probabilités a priori). En effectuant l’ex- 
périence (l'épreuve) on constate la réalisation d’un événement À, 
tout en sachant que nos hypothèses attribuaient à cet événement des 
probabilités bien déterminées P,,, (A) (i = 1, 2, ..., n). On de- 
mande de déterminer les probabilités de ces hypothèses après expé- 
rience (probabilités a posteriori). 

Par exemple, il convient de rejeter, évidemment, celles des hy- 
pothèses qui n’admettent pas la réalisation de l’événement 4. En 
général, le problème consiste à modifier l'estimation des probabilités 
de nos hypothèses en fonction d’une nouvelle information. 


371% 
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En d'autres termes, il s'agit de déterminer les probabilités 
conditionnelles 


Pa(Hi) (i=1,2,...,n). 


En vertu du principe des probabilités composées on a 


P (AH) = P (4)-P,4 (Hi) = P (Hi)-Px, (A), 
d'où 
P (Hi) Py, (4) 


P 4 (H3) = P (4) 


G=1,;:2; :.:,n). (1) 


‘Pour calculer la probabilité P (4) on peut utiliser la formule des 
probabilités totales 


P(4)= Ÿ P(H) Pr, (4). (2) 


On en déduit la formule de la probabilité de causes ou des 
hypothèses après expérience (formule de Bayes) 


P (4) Pa, (4) 


D P(4D Py (4) 
J=i 


P,(H,)=— (i=1,2, ...,n). (3) 


Exemple.— Deux pièces anti-aériennes tirent, indépendamment l'une de 
l’autre, sur un avion un coup chacune. La probabilité d'atteindre le but est de 
0,2 pour la première pièce (événement 4) et de 0,1 pour la seconde (événement B). 
L'avion est atteint par un seul coup (événement C). Quelle est la probabilité 
pour que ce soit le coup de ia première pièce ? 


Avant l'expérience, quatre hypothèses sont possibles : H, — AB, H, = AB, 
H, = AB et H, = AB; elles forment un système complet d'événements. 
Leurs probabilités, lorsque les pièces tirent indépendamment l’une de l’au- 
tre, ont pour valeurs 
P(H,)=0,2-0,1—0,02, 
P (H,)=0,2-0,9 = 0,18, 
P(H3)=0,8-0,1 —0,08, 
P (H4)=0,8-0,9—0,72 
'êv 


Les probabilités conditionnelles de énement observé C avec ces hypo- 
thèses seront 


Pg, (C)=0, Pr ,(O)=t1, 


& 10] ÉLÉMENTS D'ANALYSE COMBINATOIRE 581 


Par conséquent, les hypothèses H, et H, sont à rejeter; quant aux probabilités 
des hypothèses H, et H, elles sont données par la formule de Bayes: 


0,18-1 

Pc(#:)= 0,18-.1-+0.08.1 re 0,7, 
0,08.1 

PCHI)= T5 Et © d$ 


Ainsi, on peut affirmer avec une probabilité égale à environ 0,7 que le coup 
au but a été tiré par la première pièce. 


B. ÉPREUVES INDÉPENDANTES RÉPÉTABLES 
& 10. Éléments d’analyse combinatoire 


Considérons un ensemble de z éléments différents 


&j; Œo; e. + 7 n° 


Un échantillon aléatoire ordonné (peut-être avec répéti- 
tions) de ces éléments 


Gala, --- Aam (LA LAN; k—1Â,...,m) 
sera appelé groupement. 
Par exemple, lorsqu'on jette une pièce de monnaie 10 fois, sa 


tombée du côté face (F) et du côté pile (P) peut donner un groupe- 
ment suivant: 


FFFFPPFPPP 


Définition 1.— On appelle arrangements de m éléments 
pris dans un ensemble de n éléments (m < n) les groupements de ces 
éléments dont chacun contient exactement m éléments différents( choisis 
parmi les éléments donnés) et qui diffèrent soit par la nature des élé- 
ments, soit par leur ordre. 


Calculons le nombre A d’arrangements de nr éléments a,, a», ... 

> An pris Mm à m. 

SOit Go, Gœ, - + - Aam UN arrangement contenant m éléments. 
Construisons cet arrangement de proche en proche. Déterminons 
d’abord le premier élément &,. Il est évident que dans l’ensemble 
de nr éléments il peut être choisi par rz manières différentes. Après 
le choix du premier élément a, le deuxième élément peut être 
choisi par nr — {1 manières et ainsi de suite. Comme chacun de tels 
choix donne un nouvel arrangement, tous ces choix peuvent se com- 
biner librement. D'où la formule 


AF = n(n—1)(n—2)...{[r — (m—1)]. (1) 
L'utilisation de la notation « factorielle » 
n! = 1.2.3...n, 
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permet d'écrire la formule (1) sous la forme suivante: 


m n! 
A = = nj - (2) 


Définition 2.— On appelle permutations les groupe- 
ments de n éléments dont chacun contient tous les n éléments et qui ne 
diffèrent que par l'ordre des éléments. 


| a évident que le nombre de permutations de nr éléments est 
égal à 
Anh =n(n—1{Â)(n—2)...{n—(Rr—1)] = n1!. (3) 


Par convention, 0! — 14. 


Définition 3.— On appelle combinaisons de n éléments 
en groupes de m éléments les groupements dont chacun contient 
exactement m éléments et qui diffèrent au moins par un élément. 


Désignons par CF le nombre de combinaisons de nr éléments 
pris Mm à m. 
Considérons toutes les combinaisons possibles de nos éléments: 
Za;la, CRUE] Tam 


En effectuant dans chacune d'elles m! permutations possibles de 
ses éléments, on obtient tous les arrangements de nr éléments pris m 
à m. Ainsi, on a la formule 


Cr-m!= A7, 
d'où 
Cp = ED RON, (4) 


La formule (4) peut se mettre aussi sous la forme 
n! 
Gant (5) 
La notation CF présente la propriété évidente: 
CE=Ci T7, (6) 
qui reste valable aussi pour m = 0, si l’on pose Ch = 1. 


Les nombres C sont des coefficients dans la formule du binôme 
de Newton : 


(p+g) =p" + Cap 'q+Cnpg +... + 
et, de ce fait, sont souvent appelés coefficients binomiaux (cf. chap. 
XI, $ 5). 


Exemple.— Un lot de 10 pièces détachées comporte une pièce non standard. 
Quelle est la probabilité pour que l'échantillon aléatoire de 5 pièces pris dans 
c lot ne contienne que des pièces standard (événement A)? 
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Ici, le nombre de tous les échantillons aléatoires nr — C5,, alors que le nom- 
Dee on favorables à l'événement À est m = C$. Ainsi, la probabilité 
cherc est 


Ci 91 515! 1 
PAIE GREEN 2 


$ 11. Loi binomiale de distribution de probabilité 


On dit qu'un événement À est indépendant dans un 
système donné d'épreuves si la probabilité de cet événement dans 
chacune des épreuves est indépendante des résultats des autres 
épreuves. 

Une suite de répétitions indépendantes d'une épreuve, telles que 
dans chacune d'elles l'événement À a une seule et même probabilité 
P (A) = p indépendante du numéro de l'épreuve constitue un pro- 
cessus (ou des épreuves) de Bernoulli. 

Ainsi, dans un processus de Bernoulli chaque épreuve ne peut 
avoir que deux résultats : 1) événement À (« succès ») et 2) événement 
A («échec ») qui se produisent avec des probabilités constantes 
P (A) = pet P (4) = gq; il est évident que p + qg = 1. 

Considérons un problème : calculer, dans les conditions du proces- 
sus de Bernoulli, la probabilité P, (m) (0 << m < n) pour que dans 
n épreuves l'événement À ayant une même probabilité P (4) = p 
pour chaque épreuve distincte se produise exactement m fois. 

Les séries d'épreuves favorables sont ici de la forme 


AA, .….. An 


avec À,, = À ou A (i—=1,2,..., n), l'événement À se répétant 
exactement m fois et l'événement À exactement r — m fois. Les 
épreuves étant indépendantes, la probabilité de réalisation d'une 
telle série favorable est égale à 

pq" 
où p—=P(A), g = P (A) = 1 — p. Toutes les séries favorab es 
sont obtenues par le choix de m numéros différents des épreuves du 
nombre total de z7 numéros, si bien que leur nombre est égal à C*. 
D'où, en appliquant le principe de probabilités totales dans le cas 
des événements incompatibles, on obtient la formule de Bernoulli 

= n!à =: 

Ph(m)=Crprq"" = ETC TE A à É (1) 

pour la probabilité de la réalisation de l'événement À exactement m 
fois au cours de x épreuves. 


Cette formule est aussi dite binomiale parce que son second 
membre représente le (m + 1)-ième terme du binôme de Newton 


(g+p)"=Cng" + Cnpqg + Cp? +... + CApr. 
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On en déduit la répartition binomialede pro- 
babilité (v. $ 15) du nombre de répétitions de l'événement À 
dans nr épreuves indépendantes: 


1=(g+ p} = Pa (0) + Pr (1) + Pa (2)+... + Pan). (2) 


Exemple.— Calculer la probabilité pour que dans 10 coups de pile ou face 
la pièce marque face exactement 5 fois. 
Ici, la probabilité pour que la pièce tombe du côté face en un seul coup est 


P— TZ) d'où q — 1—p=—. 
En appliquant la formule de Bernoulli, on obtient 


4 \5/ 1 \5 40! 4 \10 252 


$ 12. Théorème de Laplace local 


Si le nombre d'épreuves r est grand, les calculs d’après la formule 
de Bernoulli deviennent difficiles à réaliser. Laplace a obtenu une 
formule approchée importante qui permet de calculer la probabilité 
P, (m) pour qu'un événement À se réalise exactement m fois lorsque 
n est un nombre suffisamment grand. 


Théorème de Laplace.— Soit p — P (A) la probabilité d'un 
événement A telle que O0 << p << 1. Alors, la probabilité pour que dans 
les conditions du processus de Bernoulli l'événement À se produise au 
cours de n épreuves exactement m fois s'exprime par la formule appro- 
chée de Laplace 


{3 
1 CE 
RS RES i 
où 
_À— PL 14 2 
q=1i—pett VS (2) 


On démontre que l'erreur relative de la valeur obtenue à l’aide 
de la formule (1) tend vers zéro lorsque 7 —+ oo. La démonstration 
de ce théorème est donnée dans des cours complets de théorie des 
probabilités. 

Au sens statistique, u = np représente la valeur moyenne du 
nombre de répétitions m de l’événement À au cours de x épreuves; 
ainsi, »m — np est l'écart du nombre de répétitions de l'événement À 


par rapport à sa valeur moyenne. Quant à l'expression o — V rpg, 
le sens qu’on lui donne en théorie des probabilités sera expliqué plus 
loin (v. $ 18). En considérant o comme une certaine échelle des écarts 
dans r épreuves, le nombre t peut être interprété comme l'écart 
entre le nombre de répétitions de l’événement À et sa valeur moyenne 
mesuré à cette échelle. 
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En introduisant la fonction 


{3 


PO=E e 7 (3) 


(ses valeurs peuvent être trouvées dans les tables), on peut mettre 
la formule (1) sous la forme 


1 … 1 m—np ) 

La fonction , (t) étant monotone décroissante lorsque | £ | —> oo, 
plus les écarts m — np sont grands en valeur absolue, moins ils 
sont probables pour une même série d'épreuves (7 étant fixe). Cette 
assertion n’est vraie, bien entendu, que pour un nombre suffisam- 
ment grand d'épreuves, car la formule approchée de Laplace a été 
obtenue sous cette hypothèse. 

Exemple.— La probabilité pour qu'un tireur atteigne le but en tirant un 
seul coup est p = 0,2. Quelle est la probabilité pour que le but soit atteint exac- 
tement 20 fois en 100 coups ? 


On a ici p = 0,2, q = 0,8, n — 100 et m = 20. 
D'où 


P,(m) = 


V'npq = V 100-0,2-0,8—4 
t donc 
m—np __20—1400-0.2 


Re Re 4; 
V npq 4 


Compte tenu de ce que mo (0) = 


— = 0,40, la formule (1) donne 
4 27 
P00 (20) 0,40.— —(0,10. 


Il ne faut pas s'étonner d’obtenir une probabilité faible : 20 impacts exacte- 
ment en 100 coups est un événement relativement rare! Un événement presque 
certain est ici p r è s de 20 impacts. Par exemple, la probabilité P de l'inégalité 
15 m< 25 qui comporte 11 valeurs de m = 15, 16, . .., 24, 25 est proche de 
l'unité. On peut s'en assurer en calculant cette probabilité par la formule 


P 300 (K)e 


$ 13. Théorème de Laplace intégral 


Proposons-nous de calculer la probabilité P, (m,, m,) pour qu’en 
n épreuves de Bernoulli le nombre de répétitions d'un événement 4 
de probabilité P (4) = p (0 < p <'1) ne soit pas inférieur à m, 
et supérieur à Ma. 
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En appliquant le principe des probabilités totales dans le cas des 
événements incompatibles, on obtient 


P, (ms m)= À P,(m). (1) 


D'où, en utilisant le théorème de Laplace local, on obtient une 
expression approchée 


Ma 
1 
P,(m, m) = — 2): 2 
( { 2) 2 V'npa Po ( m) ( ) 
où 
In= == (mEmMmEM:) (3) 
Y npq 
@t 
bo 
= —— 2. A 
Po (t) V 2x (4 ( ) 
On a 
L _ (+1) —np m—np_ 1 
Sim ln ons Vans Var 
et donc 
Palm, m)% À} Poltm) Atm- (5) 
Mm=M: 


L'expression (5) donne la somme de Riemann pour la 
fonction œ, (t) sur l'intervalle tt, St tm, Lorsque 7 — co, 
c'est-à-dire lorsque At, + 0, sa limite représente une intégrale 
définie correspondante. En supposant que » soit suffisamment grand 
on obtient la formule approchée suivante 


im, îma 22 
1 5 
P,(my M) & | os) dt = = | e ©? dt, (6) 
im, si im); 
où 
M]—n?D _— Ma—np 


nn ————, = — >; 
Tr Vnpq di V npq 


C'est le contenu du théorème de Laplace intégral. Introduisons l'in- 
tégrale de probabilité standard (fonction de Laplace) 


z zx t: 


| _— æ 
Dot = fat Îe T dt, (7) 


qui est évidemment une primitive de la fonction ®, (x). 
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Des lors, compte tenu de la formule de Newton-Leibniz, on déduit 


de (6) que 
Ph (mu Me) = Oo (tms) — Do (tm): (8) 


La formule (8) donne la valeur approchée de la probabilité pour 
que le nombre m de répétitions de l’événement À au cours de n 
épreuves vérifie l'inégalité m, < m < m, et donc que la variable 
aléatoire t vérifie l'inégalité t,, < t < tm,. Souvent, on écrit cette 
formule sous la forme 


P(im<m<me) = P (in <t< tm) sm D (£n,) — D, (fm) 


(8) 
(formule de Laplace intégrale). 

L'intégrale O, (x) ne s'exprime pas par des fonctions élémentai- 
res; pour la calculer, on utilise généralement des tables spéciales 
qu'on trouve généralement dans des cours complets de théorie des 
probabilités. 

Nous donnons ci-dessous une partie d’une telle table. 


Table de valeurs de la fonction ®, (x) 


® (2) 0,499 


() | 0,192 | 0,341 | 0,433 | 0,477 | 0,494 


La fonction ®, (x) (fig. 270) présente les propriétés suivantes: 
1) ®, (0) = 0; 2) D, (+oo) = + (v. chap. XXIV, $ 4); 3) la fonc- 


Fig. 270 


tion ®, (zx) est impaire, c’est-à-dire que D, (—zx) = —®, (x) (c'est 
pourquoi il n’est pas nécessaire d'indiquer dans la table les valeurs 
de la fonction ®, (x) pour des valeurs négatives de l’argument), en 


particulier, ®, (—oc) = + : 4) ®, (x) est une fonction monotone 


croissante (ceci résulte du fait que ©, (x) = po (x) >>0). Pour 
x >3, on peut admettre que ®, (x) = 0,500 à quelques millièmes 
près. 
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Exemple.— La probabilité d'atteindre le but en tirant un seul coup dé ca- 
non est p — 0,2. Quelle est la probabilité pour que le but soit atteint aux moins 
20 fois, en tirant une salve de 100 coups de canon ? 

Ici, nr — 100, 20< m< 100. On a 


V npq= V 100-0,2-0,8—4. 


D'où 
2 0 0 
et 
7 — — 90, 


En appliquant la formule (8), on obtient 
P (20< m< 100) — ®, (20) — D, (0) = 0,500 — 0 — 0,500. 
Problème.— Trouver, dans les conditions du processus de Ber- 
noulli, la probabilité pour que l'écart entre la fréquence — d'un 


événement À et sa probabilité P (A) = p (0 << p << 1) ne soit pas, 
en valeur absolue, supérieur à un nombre donné € > 0. 
Nous désignerons cette probabilité par la notation 


m 
P ( Ep <e) 6 
De l'inégalité 
| E—p|<e (9) 
on déduit une inégalité équivalente 
[m—np|<ne 


et donc 
—N LL M— np Le. 
En posant 
p= Mn? 
V'npq ? 
on aura 


—u=-ey L<ice V Eu. 


Par la formule (8°), compte tenu du fait que la fonction ®, (x) 
est impaire, on trouve 


ä I p|<e | = P(—t<I<t)= D) —B(—4)= 
= 20, (4) = 20% (e J/ =). 


Comme ®, (+o)=+, on a 2, (ey +) — 1 lorsque n — co. 
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Ainsi, dans le processus de Bernoulli, quelque petit que soit e >0, 
on peut s'attendre avec une probabilité aussi proche de l'unité que l'on 
veut que pour un nombre n d'épreuves suffisamment grand, l'écart (9) 
entre la fréquence de répétitions de l'événement À et sa probabilité 
sera inférieur, en valeur absolue, au nombre & (loi des grands 
nombres sous forme de Bernoulli). 


$ 14. Théorème de Poisson 


Supposons qu'on effectue nr épreuves successives indépendantes 
{n = 1, 2, 3, ...)et que la probabilité de la réalisation d’un événe- 
ment donné À dans cette série P (A) = p, > 0 dépende de son numé- 
ro nr et tende vers zéro lorsque 7 —+ © (suite d'événements 
rares»). Supposons aussi que dans chaque série d'épreuves la 


valeur moyenne du nombre de répétitions de l'événement À soit 
constante : 


RPn = LU = Constante, (1) 
soit 
Pn =. (2) 


En vertu de la formule binomiale ($ 41) donnant la probabilité 
pour que l’événement À se produise dans la n-ième série exactement 
m fois, on obtient 


mm n-m m{u\” ne ‘ 
PA(m)=Crpr (1—p) "= CR (E) (1-2). @) 
Soit m fixe et n —> co. Alors 
ce (£)"=* (n—1)(n—2) ... [n—(nm—1)] 
An 


nm __ 
mi nm HR — 


A (—t) () (1) 


m! 


De plus (v. chap. VII, $ 12), en tenant compte de ce que 


1 
lim ({+ a) —=e 


œ—0 
et donc 
LS 
lim ({—a)% —e"t, 
a—0 
on a 
n 
ra 
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Ainsi, en passant à la limite dans la formule (3), lorsque 7 —+ , 
on obtient 


_ }; HAT D D ue 
in (mm ( A) (4) (9 

Si nr est grand, la probabilité P,, (m) diffère aussi peu que l’on 
veut de sa limite (4). On en déduit pour la probabilité cherchée 


P, (m) la formule approchée de Poisson, valable pour de grandes 
valeurs de n: 


P,(m = er, (5) 


» 


où u = np (théorème de Poisson). 

‘En général, la formule de Poisson peut être appliquée dans les 
cas où le nombre d'épreuves 7» est « grand », la probabilité de l’évé- 
nement p, = p est « faible » et u = np « n’est ni petit, ni grand ». 

La formule de Poisson trouve des applications dansla théorie 
des phénomènes d'attente. 

Exemple.— Dans la production en masse d’un certain article, la probabili- 


té de sortir un article non standard est de 0,01. Quelle est la probabilité pour 
qu’un Jot de 100 articles contienne 2 articles non standards ? 


Ici, la probabilité p — 0,01 est petite et le nombre n est grand r — 100, 
alors que 


u = np = 100.0,01 = 1. 


En appliquant la loi de Poisson à la probabilité cherchée, on obtient la 
valeur suivante 


C. VARIABLE ALÉATOIRE 
ET SES CARACTÉRISTIQUES NUMÉRIQUES 


$ 15. Variable aléatoire discrète et sa loi de répartition 


On appelle variable aléatoire une grandeur qui peut prendre 
diverses valeurs selon les résultats d’une épreuve (d’une expérience), 
pour chaque résultat élémentaire sa valeur étant unique. Une va- 
riable aléatoire est dite discrète (au sens étroit) si elle ne peut prendre 
qu'un nombre fini de valeurs. 

Géométriquement, l’ensemble de toutes les valeurs possibles 
que peut prendre une variable aléatoire discrète représente un systè- 
me fini de points de l'axe numérique. 

Soit X une variable aléatoire discrète dont les seules valeurs 
possibles sont des nombres 


VAT Lo; ee. 3 Ln:. 
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Désignons par 
pi= P(X = x;) (= 1:72 ::. nn) 
les probabilités de ces valeurs (c'est-à-dire que p; est la probabilité 
pour que À prenne la valeur z;). 


Comme les événements À = zx; (i = 1, 2, ..., n) forment, de 
toute évidence, un système complet d'événements, on a 


Pit Pat... + Pn = 1. (1) 


Définition.— On appelle loi de répartition d'une 
variable aléatoire discrète toute relation établissant une correspondance 
entre toutes les valeurs possibles de cette variable et leurs probabilités. 


Dans les cas les plus simples, la loi de répartition d'une variable 
aléatoire discrète À peut se donner commodément par un tableau: 


dont la première ligne contient toutes les valeurs possibles que peut 
prendre la variable aléatoire, et la seconde, leurs probabilités. 

Remarquons que s’il en est besoin, le tableau de valeurs d’une 
variable aléatoire discrète X peut toujours être complété, de façon 
formelle, par un ensemble fini de n'importe quels nombres, à condi- 
tion de considérer ceux-ci comme valeurs de X ayant des probabilités 
nulles. 

Exemple 1.— Dans une loterie de 10000 billets il y a 1 lot de 1000 roubles 
10 lots de 100 roubles et 100 lots de 1 rouble. Trouver la loi de répartition du 


gain aléatoire X pour le possesseur d’un seul billet. 
Ici, les valeurs possibles de X sont 


z,y —= 1000, ze = 100, z3 = 1, x = 0. 
Leurs probabilités respectives seront 


P1 = 0,0001, pe = 0,001, ps = 0,01 
et 


Pa = 1 — (P1 + Pa + Ps) Æ 0,9889. 
La loi de répartition du gain X peut être donnée par le tableau : 


x [ie | 10 | 4 | 0 


P | 000: | 0,001 | 0,01 | 0.9899 
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Exemple 2.— Le nombre m de répétitions d'un événement À au cours de n 
épreuves indépendantes peut être considéré comme une variable aléatoire X 
pouvant prendre les valeurs m = 0, 1, 2, ..., n. La loi de répartition de cette 
variable est donnée par la formule binomiale 


Pm=P(X=m)=CrRpman-m, 


où p=P(4)},g=P(A)=1—p(répartition binomiale). 

En particulier, si p est petit et z est grand, et que pr = u soit une quantité 
Se par deux nombres positifs fixes, on a la répartition de Poisson appro- 
C 


un 


e"# (m=0,1,2,...,n). 


$ 16. Espérance mathématique 


Définition.— On appelle espérance mathématique 
d'une variable aléatoire discrète la somme des produits des diverses 
valeurs que prend cette variable par les probabilités attachées à ces 
valeurs. 

Etant donné une variable aléatoire discrète X, prenant les valeurs 
Lys Lay + + + Tn AVeC les probabilités p,, P2, . . ., Pn, On aura, en 
désignant l'espérance mathématique par M: 


M (X)= 2 TP; (1) 
où 
2 Pi: =1. (2) 
i=!1 


Il est évident que l'espérance mathématique d’une variable aléatoire 
ne sera pas modifiée si le tableau de valeurs de cette variable est 
complété d’un ensemble fini de n’importe quels nombres en considé- 
rant que les probabilités de ces nombres sont nulles. 

L’espérance mathématique M (X) d’une variable aléatoire X 
étant une constante, elle représente une caractéristique 
numérique de cette variable. 

4 Exemple.— Calculer l’espérance mathématique du gain X dans l'exemple 1 
u $ 15. 
En utilisant le tableau qui y figure, on a 


M (X) = 1000:0,0001 + 100-0,001 + 1 -0,01 + 
+ 0-0,9889 = 0,21 rouble — 21 kopecks. 
On conçoit que M (X) — 21 kopecks est le prix « équitable » du billet. 


Remarque 1.— Le terme x;p; (i = 1, 2, ..., n) de la somme (1) 
est espérance mathématique dela variable aléatoire 
X; (i=1,2,..., n) dont les valeurs possibles sont x; et 0 avec 
les probabilités respectives p; et 1 — p;. 
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Remarque 2.— Soient x = min zet x = max z; la plus petite 


à la plus grande des valeurs possibles de la variable aléatoire X. 
D a 


n ñn n 
ZT — > LITE > TiPi< > Pi = Te 
= i=1 is! 
Donc, 
z<M (X)<2. (3) 


Ainsi, l'espérance mathématique d'une variable aléatoire est une 
certaine valeur moyenne de cette variable. 

Remarque 3.— L'espérance mathématique du nombre de répéti- 
tions d’un événement À en une seule épreuve coïncide avec la proba- 
bilité de cet événement P (A) = p. 

En effet, soit À le nombre de répétitions de l’événement À dans 
une épreuve donnée. La variable aléatoire À peut prendre deux va- 
leurs: z, — 1 (l'événement À s’est produit) avec la probabilité 
P1 = P,;et ra = 0 (l'événement À ne s’est pas produit) avec la proba- 
bilité p, = 1 — p = q. 

Par suite 

M (À) = 1:p + 0-q = p. 


$ 17. Propriétés essentielles de l’espérance mathématique 


Les propriétés les plus importantes de l’espérance mathématique 
étudiées dans ce paragraphe seront démontrées pour les variables 
aléatoires discrètes. Cependant, les théorèmes correspondants sont 
également valables pour les variables aléatoires continues, si bien 
qu'en énonçant ces théorèmes nous ne mentionnons pas que les va- 
riables aléatoires considérées sont discrètes. 

Il nous faudra mettre en évidence le sens des opérations arithmé- 
tiques À + Ÿ, X — Y, XŸ, etc., où X et Y sont des variables 
aléatoires discrètes. Il n’est pas difficile de donner des définitions 
correspondantes. 

Par exemple, on appelle somme ZX + Ÿ une variable aléa- 
toire Z dont les valeurs sont des sommes admissibles Zi = Li + ÿy, 
où z; et y, sont toutes les valeurs possibles que peuvent prendre res- 
pectivement les variables aléatoires X et Y ; quant aux probabilités 
correspondantes, elles ont pour expression 


Ti — P (Z = Zi) = P (X = ‘Li) P (Y —= ylX = Ti). 


Si l’une quelconque des combinaisons x, + y, est impossible, on 
convient de poser x, = 0; ceci est sans effet sur l'espérance mathé- 
matique de la somme. 

On définit de manière analogue les autres expressions. 


38—0131 
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On distingue aussi des variables aléatoires indépendantes 
et liées. Deux variables aléatoires sont dites indépendantes si 
les valeurs possibles et la loi de répartition de chacune d'elles restent 
inchangées quel que soit le choix des valeurs admissibles de l’autre. 
Dans le cas contraire les variables sont dites liées. Plusieurs variables 
aléatoires sont dites mutuellement indépendantes si les valeurs pos- 
sibles et les lois de répartition de chacune d'elles ne dépendent pas 
des valeurs possibles prises par les autres variables. 


Théorème 1.— L'espérance mathématique d'une grandeur cons- 
tante est égale à cette constante, c'est-à-dire si C est une constante, 
on a 


M (C)=c. (1) 


Démonstration.— La constante C peut être considérée comme 
une variable aléatoire discrète qui ne prend qu'une seule valeur C 
avec la probabilité p = 1. Par suite, 


M(C)=CA1=cC. 


Théorème 2.— L'espérance mathématique de la somme de deux 
(plusieurs) variables aléatoires est égale à la somme des espérances 
mathématiques de chacune d'elles, c'est-à-dire, si X et Y sont des 
variables aléatoires, 


M(X+Y)=M(X) + M (») (2) 

etc. 
Démonstration.— 1) Supposons que la variable Job X 
prenne les valeurs x; avec les probabilités p; (i = 1, 2, ..., n), 


et la variable Ÿ, les valeurs y; avec les probabilités p; (j = 1, 2, . 

., m). Les valeurs possibles de la variable aléatoire X + Y 
seront donc les sommes x; + y; dont les probabilités ont pour expres- 
sion 
Tu = P(X = zx) P(Y = yjlX = x) = 


_. qu'on l’a dit plus haut, toutes les combinaisons (i, j) 
(i = 1, 2,...,n;j = 1, 2, ..., m) peuvent être considérées com- 
me admissibles. Ceci étant, si ‘la somme zx; + y, est impossible, on 
pose x; = (0. 
On a 
n D n 


M(X+7Y) 2 = (mi + Us) Tu = à > Tu + _ à Yyfie (4) 


En utilisant les propriétés évidentes de la somme : 1) la somme 
ne dépend pas de l’ordre des termes et 2) on peut faire sortir du signe 
somme un facteur qui ne dépend pas de l'indice sur lequel se fait 
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la sommation, on déduit de (4) 
n 


n m m 
M (X+Y)=- ee T; > Hij + à ÿj 2 Hi. (9) 
LE J— 27 1 


m 
La somme Y a, représente la probabilité d'un événement qui 
i 


FF 
consiste en ce que la variable aléatoire À prend la valeur zx; à condi- 
tion que la variable aléatoire YŸ prenne l’une de ses valeurs possibles 
(ce qui est certain); il est évident que cet événement complexe est 
équivalent à ce que À prend la valeur z;, et par suite 


m 


> Aj=P(X =z;) = pi. 


De façon analogue, 


à A, = P (Y = y;) = p;. 


Alors, la formule (5) donne 


M(X+Y) = > zipik À yyp;= M(X)+M(T), 
= = 


ce qu'il fallait démontrer. 
2) Dans le cas de plusieurs, par exemple, trois variables aléatoi- 
res À, Yet Zona 
M(X+Y +2) = MIX + Y) + 2] = 
=M(X+FY)+M(2) = M(X) + M (Y) + M (2), 


et ainsi de suite. 


Corollaire. — Si C est une constante, 
M(X+C)=M(X) +cC. 


Théorème 3.— L'espérance mathématique du produit de deux 
variables aléatoires indépendantes est égale au produit des espérances 
mathématiques de chacune d'elles: 


M(XY)=M(X)M (Y), (6) 
où X et YŸ sont des variables aléatoires indépendantes. 


Démonstration. — Soient (x;, p;) (i = 1, 2, ..., n) et (y;, p;) 
(G = 1, 2, ..., m) les lois de répartition respectives des variables 
aléatoires À et ŸY. Les variables XÀ et Ÿ étant indépendan- 
tes, les seules valeurs possibles que peut prendre la variable aléatoi- 
re XŸ sont les produits de la forme zx;y; (i= 1, 2, ...,n, j — 
— 1, 2, ..., m). Par ailleurs, en vertu du principe des probabilités 


38* 
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composées dans le cas des événements indépendants, les probabilités 
de se valeurs sont égales à p;p;. 
D a 


M (XY) = ZiY PP; = 2 zipi À À ypi= 


n Om 
VON 
Fm 


e à ZPIM(Y)=M(X)M(FY), (7 
ce qu'il fallait démontrer. 


Corollaire 1.— L'espérance mathématique du produit de plusieurs 
variables aléatoires mutuellement indépendantes est égale au produit 
des espérances mathématiques de chacune d'elles. 


En effet, pour trois variables aléatoires mutuellement indépen- 
dantes X, Ÿ, Z par exemple, on a 
M (XYZ) = MU(XY)2Z]= M(XY)M(2)= M(X)M (M) M (2), 
et ainsi de suite. 
Corollaire 2. — On peut faire sortir un facteur constant du signe 
d'espérance mathématique. 


Si Cest une constante et X une variable aléatoire quelconque, 
en appliquant le théorème 1 et compte tenu du fait que C et X sont 
mdépendantes, on obtient 


M (CX) = M(C)M(X) = CM (X). 
Corollaire 3. — L'espérance mathématique de la différence de deux 


variables aléatoires quelconques X et Y est égale à la différence des 
espérances mathématiques de ces variables: 


M(X—Y)=M(X) — M (Y). 
En effet, en appliquant le théorème sur la somme des espérances 
mathématiques et le corollaire 2, on obtient 
M(X—-Y)= MIX +(—Y)] = M (X) + M (—Y) = 
= M(X)+(—-1)M (F) = M (X) — M (Y). 


$ 18. Variance 


Soit X une variable aléatoire et soit M (X) l’espérance mathé- 
matique de cette variable (sa valeur moyenne). La variable 
aléatoire X — M (X) porte le nom d'écart. 


Théorème 1. — L'espérance mathématique de l'écart de toute 
variable aléatoire X est nulle: 
M IX — M (X)] = 0. 
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Démonstration. — En effet, compte tenu du fait que M (X) 
est une constante, on a 


MIX —M(X)=M(X)—-MUM(X)=M(X)—M(X) = 0. 


Définition. — On appelle variance d'une variable aléatoire 
l'espérance mathématique du carré de l'écart entre cette variable et son 
espérance mathématique. 


D'où, en désignant la variance par la lettre D, on aura pour une 

variable aléatoire X 
D (X) = M {IX — M (X)l}. (4) 

Il est évident que la variance d’une variable aléatoire est une cons- 
tante et constitue donc une caractéristique numérique de cette 
variable. 

Si la loi de répartition d'une variable aléatoire X est (z;, pi) 
(i=1,2,...,n), alors, en notant, pour abréger, M (X) = u, 
on déduit de la formule (1) 


D(X)= © (x: — nu)? pi. (2) 


La racine carrée de la variance D (X) d’une variable aléatoire 
est appelée écart quadratique moyen (ou encore écart type) de cette 
variable : 


o(X)=V D(X). (3) 


Exemple.— Soit une variable aléatoire dont la loi de répartition est donnée 
par le tableau ci-dessous 


Calculer l'espérance mathématique M (X), la variance D (X) et l'écart type 
] a) de cette variable. 


D a 
1 RU 
M (X)= 4 +10 +20 = 11; 
d’où 
D(X)= GA) (AO AA) + (20— 1178 = 33 
et 


o(X)= V D(X)= V 332 5,75. 
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La variance D (X) sert de mesure de la dispersion d’une 
variable aléatoire discrète X autour de sa valeur moyenne. En effet, supposons 
que D (X) soit faible. Il résulte alors de la formule (2) que tous les termes 
(x; — u}°-p; (i = 1, 2, ..., n) sont également petits. Il s'ensuit que si on né- 
glige des valeurs ayant une petite probabilité (de telles valeurs sont pratiquement 
impossibles), toutes les autres valeurs x; diffèrent peu de u. Ainsi, lorsque la 
variance D (X) est faible, il est presque certain que les valeurs que prend la 
variable aléatoire se concentrent près de son espérance mathématique 
(à l'exception peut-être d'un nombre relativement petit de quelques valeurs). 
En particulier, si D (X) = 0, il est évident que X = u et la variable aléatoire 
représente un point de l'axe numérique. Au contraire, si D (X) est grande, la 
concentration des valeurs de la variable aléatoire X autour d’un centre quel- 
conque est exclue. 


Théorème 2. — La variance d'une variable aléatoire est égale à la 
différence entre l'espérance mathématique du carré de cette variable et 
le carré de son espérance mathématique : 


D (X) = M (X°) — [M (X)F. (4) 


Démonstration. — En appliquant les théorèmes fondamentaux 
sur les espérances mathématiques des variables aléatoires, on a 


D(X)=M{X —- M(X)F} = M {X°—2XM (X) + [M (X)F} = 
— M(X®) —-2M(X)-M(X)+[M (X)F = M (X?) — [M (X)Ë. 
Théorème 3. — La variance d'une constante est nulle. 


Démonstration. — En effet, si C est une constante, M (C) = C 
et donc 


D (C)= MC — CI] = M (0) = 0. 
Ce résultat est évident car une grandeur constante a pour image 
un seul point de l’axe Oz et n’admet aucune dispersion. 


Théorème 4. — La variance d'une somme de deux variables aléatoi- 
res indépendantes X et Ÿ est égale à la somme des variances de chacune 
d'elles: 


D (X + Y) = D (4) + D (Fr). (5) 
Démonstration. — Puisque 
M(X+Y)=M(X) + M (Y), (6) 


on a 
D(X+Y)=M{UX+Y)—M(X +Y)} = 
= M {I(X — M (X)) + ( — M (M)E} = 
= M {IX — M(X)E} + M {Y — M (M)E} + 
+ 2M {IX — M (X)-IY — M (Y)}} = 
= D(X)+D (M) +2K(X, Y), 


K(X, Y)= M {{X — M (X)]IY — M ()}} 
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est un moment dit moment de corrélation des variables X et Y. Si 
les variables aléatoires X et Ÿ sont indépendantes, les variables 
aléatoires X — M (X) et Y — M (Y) qui diffèrent des X et Y 
par des constantes sont évidemment, elles aussi, indépendantes. Par 
suite, en vertu du théorème 3 du $ 17 et du théorème 1 on a 


K(X,Y)=MIX—M(X)MIY—-M(M]I= 0 


et donc la formule (6) est valable. 


Corollaire 1. — La variance d'une somme de plusieurs variables 
aléatoires mutuellement indépendantes est égale à la somme des varian- 
ces de ces variables. 


Corollaire 2. — Si C est une constante, 
D (X +C) = D (X). 


Ainsi, les variables aléatoires À et X + C se caractérisent par 
une même mesure de la dispersion. 


Théorème 5. — On peut faire sortir un facteur constant du signe 
de variance en l’élevant au carré: 


D (CX) = C*D (X). 
Démonstration. — Si C est un facteur constant, l'application du 
théorème 2 donne 
D (CX) = M (C°X°) — [M (CX)] = C?M (X°) — C° [M (X)F = 
= C*?D (X). 
Ainsi, la variance de la variable CX est C* fois celle de la variable X. 


Corollaire. — La variance de La différence de deux variables aléatoi- 
res indépendantes est égale à la somme des variances de ces variables, 
c'est-à-dire si les variables aléatoires X et Ÿ sont indépendantes, 


D(X—Y)=D(X) + D (Y). 
En effet, en vertu des théorèmes 4 et 5 on a 
D(X—-Y)=D{IX +(—Y)] = D (X) + D (—Y) = 
= D (X) + (—1} D (F7) = D (À) + D (?). 


L’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire 
sont ses caractéristiques numériques essentielles. 

Problème. — Déterminer l'espérance mathématique et la variance 
du nombre X de répétitions d’un événement À dans » épreuves indé- 
pendantes sachant que dans chacune d'elles la probabilité dE 
nement À est constante: P (A) = p. | 


PEN men 
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La variable aléatoire X prend les valeurs 0, 1, 2, ..., r et suit 
une loi binomiale 


Pm=P(X=m)=Cip"g " (m—=0,1,2,...,n), (7) 


où g = P (A) = 1 — p. 
La variable X peut être considérée comme une somme des varia- 
bles aléatoires indépendantes: 


Y=X EX E. . Lx. 


où À; (i = 1, 2, ..., n) est le nombre de réalisations de l’événe- 
ment À dans Ja i-ème épreuve. La variable aléatoire X; ne prend 
que deux valeurs: 1 si l'événement À s’est produit dans la i-ème 
épreuve et O0 si l'événement À ne s’est pas produit dans la i-ème 


épreuve. Les probabilités de ces valeurs sont P (4) = pet P (A) — 
— q. On peut donc écrire 
M (X;) =1-p+0qg—=p (i—=1,2,...,n) 


(v. aussi $ 16). En appliquant le théorème sur l’espérance mathé- 
matique d'une somme de plusieurs variables, on aura 
M (X) = M(X;) + M (X2) +... + M (Xn) = np. (8) 


Ainsi, l'espérance mathématique du nombre de répétitions de 
l'événement À coïncide, dans les conditions du processus de Ber- 
noulli, avec le «nombre moyen» de réalisations de cet évé- 
nement dans la série d'épreuves donnée. 

Pour la variance de la variable aléatoire X; on obtient 


D'(X) = (4 — p} p + (0 — p} g = gp + p°g = pa(g + p) = pag. 
D'où, en utilisant la propriété de la variance de la somme des varia- 
bles aléatoires indépendantes (théorème 4), on aura 
D (4) = D (4) + D (X2) +... + D (Xn) = npq. (9) 
Par suite, l'écart quadratique moyen (écart type) a pour expres- 
sion 
o(X)=V D(X)=V npg. (10) 
Les formules (8) et (9) donnent l'espérance mathématique et la 
variance pour la loi de répartition binomiale. 
Remarque.— On comprend maintenant le sens de la variable aléatoire 
m—np 
V rpq 


qui figure dans les formules approchées de place Gs 12 et 13), à savoir, t re- 
présente l'écart entre le nombre de répétitions de l’événement À et son espérance 
mathématique, mesuré en écarts types (on l’appelle écart normé). 


L— 
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Considérons r variables aléatoires discrètes, deux à deux indé- 
pendantes X,, X.,, ..., À, dont les variances D (X;) (i — 
= 41,2,...,n) sont uniformément bornées: 


O0ZD(X)<K (i=1,2,...,n). 


Ces variables peuvent présenter une dispersion considérable, mais 
leur moyenne arithmétique 


Ra (Xi+ Kat... +) 


est suffisamment « centrée ». 
On a dans ces conditions un théorème remarquable dû à Tché- 
bychev : pour tout e >>0 la probabilité de l'inégalité 


[Xn—M(Xn) | <<e, 
où 


M(Ën)=<+ TS M(X), 
i=1 


est aussi proche de 1 que l’on veut, si le nombre n de variables aléatoires 
est suffisamment grand, c'est-à-dire que 


limP(|*X,—M(X,.)|<e)=1 
no 
oi des grands nombres sous la forme de Tchébychev). 
Le théorème de Tchébychev trouve des applications en théorie 
des erreurs, en statistique, etc. 


8 19. Variables aléatoires continues. 
Fonction de répartition 


Une variable aléatoire X est dite continue si elle peut prendre 
toutes les valeurs réelles comprises dans un certain intervalle borné 
ou infini (a, b) de l’axe numérique. On suppose que dans chaque 
épreuve la variable aléatoire X prend une valeur et une seule z € 
€ (a, b). Remarquons que les variables discrètes et continues ne 
sont pas les seules à représenter tous les types de variables aléatoires. 

Pour caractériser une variable aléatoire continue À, on introduit 
sa fonction de répartition 


D(z)=P (—o<X< rx), (4) 
que l’on appelle encore loi de répartition intégrale 1). 
1) Sous le terme de probabilité nous entendons ici la probabilité au sens 


axiomatique. Voir B. Gnédenk o, Cours de théorie des probabilités, M., 1969 
(en russe). 
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Si les valeurs prises par la variable aléatoire XÀ sont considérées 
comme des points de l’axe numérique Oz, alors © (x) représente la 
probabilité de l’év : cment qui consiste en ce que la valeur observée 
de la variable aléatoire X appartient à l'intervalle ]—, xl, c’est-à- 
dire se situe à gauche du point x. Cet intervalle dépend de 
l'extrémité droite x et, de ce fait, la probabilité est naturellement 
fonction de x définie sur tout l'axe —o << r << +oo. 

Remarquons que la fonction de répartition a aussi un sens pour 
les variables aléatoires discrètes. 

La fonction de répartition ® (x) présente les propriétés suivantes: 

I. O (x) est une fonction non décroissante de l'argument 7, 
c'est-à-dire si T< 2%, D (x) < ® (x). 

En effet, si x’ > zx, l'événement X € ]—, xl implique évidem- 
ment l'événement X € ]—oo, z'’[, et la probabilité D (z’) du deuxiè- 
me événement n'est pas donc inférieure à la probabilité ® (x) du 
premier ($ 3, théorème 2). 

IT. © (x) étant une probabilité, on a l'inégalité 


0<OD(z) <1. 
III. D (—00) = 0, © (+oo) = 1. 


En effet, l'événement X € ]J—oo, —of est évidemment impos- 
Sible, alors que l'événement X € ]—o, + est certain. 

Connaissant la fonction de répartition O (x), on peut déterminer 
pour chaque intervalle [a, b[ la probabilité P (a & X << b) pour 
que la variable aléatoire X soit comprise dans cet intervalle (on 
convient ici d'inclure dans cet intervalle l’extrémité gauche a et de 
ne pas inclure l'extrémité droite b). 

En effet, soient À l’événement X € |—, al, B l'événement 
X E ]—oco, bl et C l'événement X € [a, bl. 

Alors il est évident que 


B=A+C. 


Les événements À et C étant incompatibles, l'application du principe 
des probabilités totales donne 


P(B)=P(4) + P(C), 
d'où 
P(C)=P(8) — P (4), 
soit 
P(a< À < b) = D (b) — O (a), (2) 
et ® (b) — O (a) > 0 en vertu de la propriété I. 
Ainsi, la probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une 


valeur appartenant à un intervalle [a, bl est égale à l'accroissement de 
la fonction de répartition de cette variable sur cet intervalle. 
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Dans ce qui suit, une variable aléatoire À ne sera dite conti- 
nue que dans le cas où sa fonction de répartition ® (x) est continue 
sur l’axe ]J—oco, +ol. 


Théorème. — La probabilité (a priori) pour qu'une variable aléa- 
toire continue X prenne une valeur a strictement déterminée à l'avance 
est nulle. 


Démonstration. — En effet, par la formule (2) on a 
P(aZ< X <z) = D (x) — D (a). (3) 
Supposons que x —+ a; alors l'intervalle [a, xl ne contiendra à la 
limite que le seul point a. De plus, la fonction ® (x) étant continue 


au point a, on a 
lim ® (x) = ® (a). 


En passant dans l'égalité (3) à la limite quand x — a, on obtient 
P (a) = lim ® (x) — D (a) = ® (a) — D (a) = 0. 


Ainsi, lorsque la fonction de répartition est continue, la proba- 
bilité d’« atteindre un point » est nulle. 


Corollaire. — Une variable aléatoire continue X vérifie les égalités 
P(a<X<b) = D (b) — ® (a), (2°) 
el 
P(a<X<b) = ®(b) — ED (a), (2”) 
où D(z) = P(a< X Lx) est sa fonction de répartition. 
En effet, on a 
P(a£<X<b)=P(a£<X <Lb)+P(X = b) — 
—= [D (b) — D (a)] + 0 = D (b) — D (a). 
On démontre de même la seconde égalité. 


Remarque.— Dans le cas général il se peut que les événements impossibles 
et les événements de probabilité nulle ne soient pas équivalents 


Supposons maintenant que la fonction de répartition © (x) 
d’une variable aléatoire continue X admette une dérivée continue 


D" (z) = y (x). (4) 


La fonction o (x) est appelée densité de probabilité (pour une répar- 
tition donnée) ou encore loi de répartition différentielle de la variable 
aléatoire X. 


Le terme «densité de probabilités» a le sens suivant: soit 
[z, zx + dz] un intervalle infiniment petit. Alors la formule (2°) donne 


PG£<X<r+ dr) = O(z+ dr) — © (z). 
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En remplaçant l'accroissement infiniment petit de la fonction ® (z + dr) — 
ES . (x) par sa différentielle ©’ (x) dr = œ (x) dx, on obtient une égalité appro- 
c 
PG<X<z+d:) = 9 (x) dr. (5) 
Ainsi, la densité de probabilité est le quotient de la probabilité pour qu'un 
point soit compris dans un intervalle infiniment petit par la longueur de cet 
intervalle. 
Comme la densité de probabilité œ (x) est la dérivée de la fonction 
non décroissante ® (x), elle est non négative: o (x) > 0. A la diffé- 


Fig. 271 


rence de la probabilité, la densité de probabilité peut prendre des 
valeurs quelque grandes qu'elles soient. 

® (x) étant une primitive de la fonction (x), la formule de New- 
ton-Leibniz donne 


b 
À (a) dz= D (b)—® (0). 
D'où on déduit en vertu de (3°) 
b 
P(aSX<b)= | p(x) ar. (6) 


Géométriquement (fig. 271), cette probabilité représente l'aire S 
du trapèze curviligne limité par la courbe représentative de la den- 
sité de probabilité y = œ (x), l’axe Ozx et deux ordonnées x = a 
et z = b. 

En posant a = —o et b — +, on obtient un événement certain 
X € ]J—oo, +oof dont la probabilité est égale à l’unité. Par suite 

+oo 
| p@œar=1. (7) 

En posant dans la formule (6) a = —, b = x et en désignant, 
par souci de clarté, la variable d'intégration x par une autre lettre, 
{ par exemple (ce qui est légitime pour une intégrale définie), on 
obtient la fonction de répartition 


D(x)=P(—o<X<r)— | p(t) dt. (8) 
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$ 20. Caractéristiques numériques de la variable aléatoire continue 


Un intervalle infiniment petit [x, x + dr] sera considéré comme 
un « point gras » x de l’axe Oz. Alors la probabilité pour qu'une 
variable aléatoire X prenne une valeur coïncidant avec ce « point 
gras » x est égale à œ (x) dr et l’espérance mathématique de cet 
événement a pour expression 


dM = zx (x) dx. 


En représentant la droite —o << x << +oo comme un ensemble 
infini de tels « points gras », on obtient, par analogie avec la défi- 
nition de l’espérance mathématique d’une variable aléatoire discrète, 
une définition de l’espérance mathématique d’une variable aléatoire 
continue (à cette différence près que la sommation est remplacée 
par l'intégration). 


Définition. — On appelle espérance mathématique 
d'une variable aléatoire continue X le nombre 


+o 
M(X)= | zp(x) ds (1) 


(certes, cette définition n'a un sens que pour des variables aléatoires X 
pour lesquelles l'intégrale (1) est convergente). 

Quant à la variance d’une variable aléatoire continue, nous rete- 
nons la définition précédente : 


D (X) = M {{X — M (X)}}. 
I] résulte de la formule (1) que 
+00 


D(X)= | 1x—M (XP 9 (x) ds (2) 


(dans l’hypothèse, bien entendu, que l'intégrale (1) est convergente). 
On peut aussi utiliser la formule 


D(X)=M(X2)—[M (X)2= Î 22 (x) dx — cf zq (x) az |*. (2) 


On démontre que les principales propriétés que présentent l’espé- 
rance mathématique et la variance des variables aléatoires discrètes 
sont aussi propres à des variables aléatoires continues. 

Supposons maintenant que la variable aléatoire continue X 
prenne toutes les valeurs possibles comprises dans un intervalle fermé 
borné [a, b]. Alors @ (x) = 0 pour —oœ << x < a et pour b < x < 
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<< + et donc 


+oo a b 
M (X) — | xp (x) dr — | zp(r) dr + | xp(x) dr + 


+oo 


b b 
+ | xp (x) dx = 0 + | x (x) dr + 0 — | p (x) dx. 
b a a 


De façon analogue, 
b 


D(X)= | 1z— M (XIE @ (2) dx, 


a 


b 


| (x) dr = 1. 


a 


$ 21. Répartition uniforme 


On dit qu'une variable aléatoire continue X dont toutes les 
valeurs possibles remplissent un intervalle borné (a, b) est unifor- 


z : #_56 _ 


P] L a T 
Fig. 272 


mément répartie si sa densité de probabilité œ (x) est constante sur 
cet intervalle. 
En d’autres termes, toutes les valeurs possibles d’une variable 
uniformément répartie sont équiprobables. 
Soit par exemple X € [a, b]. Puisque dans ce cas œ (x) = cons- 
tante pour z € [a, b] et @ (x) = 0 pour zé [a, b], on a 
b b 
| pt) dz= (x) | dr =(b—a) g (x) = 1; 
d'où 
p (x) — + pour a<r<b. 


Soit [«, fl [a, b] (fig. 272). Alors 


B 
p=P(asxX<p)= | pra, 


b—a 
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soit 


p=t (1) 


où L est la longueur (mesure linéaire) de tout l'intervalle [a, b} 
et / la longueur de l'intervalle partiel [œ, BI. 

Les valeurs prises par une variable aléatoire X, c'est-à-dire les 
points x de l’intervalle fermé [a, b], peuvent être considérées comme 
des résultats élémentaires possibles d’une certaine épreuve. Soit 
un événement À qui consiste en ce que le résultat de l’épreuve appar- 
tient à l’intervalle [«, B] & [a, b]. Alors les points de l'intervalle 
[xœ, Bl sont des résultats élémentaires favorables à l’évé- 
nement À. 

La formule (1) permet d’énoncer une définition géométrique de la 
probabilité: la probabilité d'un événement À est le quotient de la 
mesure | de l’ensemble des résultats élémentai- 
res favorables à l'événement À par la mesure I 
de l'ensemble de tous les résultats élémentaires 
possibles sous l'hypothèse que tous ces résultats 
unt la même chance de se produire: 


P(4)=+<1. 


Cette définition étend de façon naturelle 
la définition classique de la probabilité au cas .. 
d'un nombre infini de résultats élémentaires. Fig. 273 

Une définition analogue peut être aussi 
introduite lorsque les résultats élémentaires d’une épreuve représen- 
tent des points dans le plan ou dans l’espace. 


Exemple 1.— Durant une heure 0< 1< 1 (t est mesuré en heures) un seul 
autobus arrive à l'arrêt. Quelle est la probabilité pour qu’un passager venu à cet 
arrêt à l'instant £ — 0 attende l'arrivée de l’autobus pendant 10 minutes au 
maximum ? 

Ici, l'ensemble de tous les résultats élémentaires forme un intervalle fermé 
[0, 1] dont la longueur temporelle L — 1, alors que l’ensemble des résultats 


favorables forme un intervalle fermé | O, 5| dont la longueur temporelle 


est L — — 
Par suite, la probabilité cherchée a pour valeur 
LE 
FE 46° 


Exemple 2.— Soit un cercle S inscrit dans un carré Æ de côté a (fig. 273). 
Un point matériel M est jeté au hasard dans ce carré. Quelle est la probabilité 
pour que ce point tombe à l’intérieur du cercle S ? 


Ici, l’aire du carré est À — a° et celle du cercle S = x (5) = Ta. 
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Il est naturel de prendre pour la probabilité cherchée le rapport 


11 est évident que cette probabilité et donc le nombre x peuvent être définis 
expérimentalement. : 


$ 22. Répartition normale 


On dit que la répartition de probabilité d’une variable aléatoire 
X est normale si la densité de probabilité suit une loi de Gauss 


p(x) = ae t&-xx, (1) 


où a, b et x, sont des constantes telles que a > 0 et b =>0. Dans ce 
cas, la courbe représentative de la densité de probabilité est la 


S 


0'\Zr T,£ 


Fig. 274 


courbe de Gauss décentrée (fig. 274), symétrique par rapport à la 
droite x = x, et ayant pour ordonnée maximale ymax = €. 

Pour rendre plus commodes les calculs, nous centrerons 
cette courbe en introduisant de nouvelles coordonnées E = z — x 
et n = y. La loi de Gauss prend alors la forme 


q(E)-=ae-tr (2) 


et représente la loi de répartition différentielle de la variable aléa- 
toire À = X — x. 
Les constantes a et b intervenant dans la formule (2) ne sont pas 


arbitraires car la densité de probabilité o (£) doit satisfaire à la 
condition 


+ | +00 
| GŒ)di=a | e-v dE 1. (3) 


Faisons maintenant un changement de variable en posant 


DE, t— 7 , dt 7 | 
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il vient 
+oo + oc — 
— b53 _ "y dt _ EL 
Jerar fer Æ 4 
(v. chap. XXIV, $ 4). On en déduit par la formule (3) que 
a V” _ = À, (5) 
soit 
RTS 
a=} ae (6) 
Ainsi, 
" TRES 
pE)=V/ —e-të. (7) 


L'espérance mathématique de la variable aléatoire aura pour 
expression 
n + oo : PAT + oo 
M (= | iv@ 4-7 + [8e 0 


(du fait que la fonction à intégrer est impaire). On en tire 


M(X)=M{(X +20) = M(X)+M (x) =0+70= 20. (8) 


Ainsi, dans le cas de la répartition normale d’une variable aléatoire 
X son espérance mathématique x, coïncide avec le point d'’intersec- 
tion de l’axe de symétrie de la courbe de Gauss correspondante et de 
l'axe Ox (centre de variance). 


Pour la variance de la variable aléatoire X on obtient 
D(X)=M (X2)— [M (À) = 
n 708 ” Re 
==) 64-72 fers 


— bE: 


Posons u—E£6 et du —te-t# dt = d (— > le En intégrant par 
parties, on obtient compte tenu de la formule (4) 


+00 _p53 : + _pz: | ÊR 
2e-bE dE — — TER à er Éd nes LL 
| Be # de Er Lt | D = V +: 
—œ —œ 


Ainsi, on déduit de la formule (J) 


: bb Var _'1 
DD=V + x 


39—0131 
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et donc 
A … 1 1 
D(X)=D(Ë +2) +D(D)+D (= +0=7+ (10) 
D'où l'écart quadratique moyen de la variable X 
Î 

G(X)=Y D(X) — EE 
En notant o—=0(X), on aura 

1 D 

bre CV +7 


En introduisant ces valeurs dans la formule (1), on obtient la 
loi de répartition normale de la variable aléatoire 
X sous forme différentielle 


(x—xXo) 


PO=— € 207, (11) 


où r=M(X) et o=} D(X). 

Ainsi, la loi de répartition normale ne dépend que de deux para- 
mètres: de l'espérance mathématique et de 
l'écart quadratique moyen. 

La loi de répartition normale d'une variable aléatoire sous forme 
intégrale a pour expression 


D (x) = | e 208 2. (12) 


1 
o V 21 


Les formules (11) et (12) peuvent être simplifiées si l’on introduit 
l'écart normé 


alors 
= i 
= € = + Po) 
(v. $ 12). En posant dans l'intégrale (12) T= +, a=+, 
on trouve 
£=£e L 
O® (x) — = ; e * dt 
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où £{ est donné par la formule (13) et ®, (t) est l'intégrale de proba- 
bilité standard (v. $ 13). 

11 s'ensuit que la probabilité pour qu'une variable aléatoire X 
obéissant à la loi de répartition normale prenne une valeur comprise 
dans l'intervalle fermé [a, b] a pour expression 
P(aSz<b)=D(b)—D(a)= [++ (=) |- 


(6) 


1 a— 7x b—7x a—1r 
RP NE EE 
En particulier, la probabilité pour que l’écart entre la valeur de 
la variable X et son espérance mathématique z, soit, en valeur abso- 
lue, inférieur à «& est égale à 


P(IX—r01 <a)=P(x—a<X <z+0)=20( +) 


En posant «& = 30, on obtient 
P(Iz— zx | < 30) = 20, (3) = 0,9973, 


ce qui signifie qu'un tel écart est presque certain (règle 
des trois sigmas). 

La loi de répartition normale trouve de nombreuses applications 
en théorie des erreurs, théorie du tir, physique, etc. 


EXERCICES 


{. Soient À un événement aléatoire et C un événement certain. Que faut-il 
entendre par événements: À + 4, AA, À + C, AC? 

2. Un dé à jouer est jeté une seule fois. Quelles sont les probabilités des 
événements suivants: À, le dé donne 1; B, le dé donne un point impair: C, le 
dé donne au moins 3? 

3. Une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires. Combien de bou- 
les blanches faut-il ajouter dans l’urne pour que la probabilité du tirage d’une 
boule blanche ne soit pas inférieure à 0,99 ? 

4. On tire au hasard 4 boules d’une urne qui en contient 8: 5 blanches et 
3 noires. Quelles sont les probabilités pour que : a) le nombre de boules blanches 
tirées soit égal à celui de boules noires; b) le nombre de boules blanches soit 
plus grand que celui de boules noires ? 

5. Un étudiant a assimilé 24 d’entre 30 billets d'examen. Quelle est la 
probabilité (en %) qu'il soit admis: a) en tirant le billet une seule fois: b) en 
tirant le billet deux fois (sans remettre le premier billet après l’avoir tiré) ? 

6. Trois tireurs tirent simultanément sur un but. La probabilité d'atteindre 
le but est de 0,9 pour le premier tireur, de 0,8 pour le deuxième et de 0,6 pour 
le troisième. Quelle est la probabilité pour que a) le but soit atteint au moins 
par un tireur: b) le but soit atteint au moins deux fois; c) aucun destireurs n’ait 
atteint le but ? 

7. Démontrer que si les événements À et B sont indépendants, les événe- 
ments À et B le sont également. 


8. La probabilité d'atteindre le but par un seul coup est p — + . Trouver 


la répartition de probabilité du nombre d’impacts m pour le nombre total de 
coups nr = 5. 


39% 
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9. La probabilité d'atteindre le but par un seul coup est p — 0,2. Combien 
de coups faut-il tirer pour que le but soit atteint au moins une fois avec la pro- 
babilité de 0,999 ? 

10. En effectuant de multiples mesures de la valeur d’une certaine gran- 
deur, on a obtenu les résultats suivants (comportant des erreurs accidentelles) : 
z, = 1,2 (deux fois); za = 1,3 (cinq fois); Ts = 1,4 (trois fois). En supposant 
que toutes les mesures ont été faites avec la même précision, calculer l'espérance 
mathématique (valeur moyenne) et la variance du résultat de la mesure. Quel 
est ‘écart quadratique moyen du résultat de la mesure ? 

11. Des variables aléatoires discrètes X et Y sont indépendantes. Démon- 


trer qu'il en est de même des variables X = x + C'et Y (C une constante). 
12. Toutes les valeurs prises par une variable aléatoire X sont comprises 


dans l'intervalle ]0, 2f, la densité de probabilité étant @ (x) = _ 


< 1 et o (x) => pour À x << 2. Trouver la fonction de répartition ® (x), 


pour 0<z< 


l'espérance mathématique M (X) et la variance D (X). 

13. Une variable aléatoire X est uniformément répartie sur un intervalle 
centré [—{, 1]. Trouver la densité de probabilité @ (x), l'espérance mathématique 
M (X), la variance D () et l'écart type © (X). 

14. Montrer que la courbe de Gauss 

xt 
= 1 e 29 
oV 27 


présente des points d’inflexion pour x = +0. 

15. On a constaté au cours d’un tir expérimental que l’écart A du point 
d'impact par rapport au but suit une loi normale avec une espérance mathé- 
FA DR 0 et la variance D — 4m. Quelle est la probabilité pour que 
| AI < im: 

16. Dans l’empaquetage de certains produits on considère qu'un paquet est 
standard si l’écart entre sa masse et la masse donnée de 1 kg ne dépasse pas 20 g 
(dans un sens ou dans l’autre). Il a été constaté qu'avec un travail minutieux 
l'erreur de masse obéit à la loi normale avec l'espérance mathématique M = 0 
et l'écart quadratique moyen © = 10 g. Un lot de 10 000 paquets de ce produit 
contient 9000 paquets standards. Cette proportion correspond-elle à la loi nor- 
male donnée ? 


CHAPITRE XXVI 


NOTIONS SUR LA PROGRAMMATION LINÉAIRE 


$ 1. Espace vectoriel à 7 dimensions 


Comme nous l'avons vu au chapitre XVIII, dans un espace à trois dimen- 
sions chaque vecteur x peut être donné par trois coordonnées : & = {r1, ze, za}. 
En généralisant cette propriété, on est conduit à la notion de vecteur à r dimen- 
sions. 

Définition. — Un système ordonné de n nombres æ— {r1, ro, . . ., znk est 
appelé point à n dimensions ouvecteur à n dimen- 
Stons. 


Les nombres z,, z+, . . ., x, sont appelés coordonnées du point (du vecteur) 


zæ; nous supposerons qu'ils soient réels. Un vecteur de coordonnées nulles 0 = 
= {0, 0, ..., 0} est appelé vecteur nul. Dans la représentation géométrique, le 


vecteur z peut être considéré comme unrayon vecteur du point corres- 


pondant. La __ 
Par analogie avec les vecteurs tridimensionnels, on définit les opérations 
fondamentales sur les vecteurs à nr dimensions x = {z,, re, - .., zh} et y — 


= {Ypo Vos + +: Un}: . x 
[h Egalité des vecteurs.— Deux vecteurs sont égau x si, et seulement si, 
leurs coordonnées correspondantes sont les mêmes, c'est-à-dire si 


T=yn=yg(i=1,2, ...,n). 
II, Somme des vecteurs.— Par définition, on pose 
Z+Y = + Ya Ze + Vas 4 Zn + Yn}- 


En particulier, pour un vecteur æ = {z;, re, . . ., r,} et son opposé —x = 
= {—r,, —2Zo, ..., —2n}, On à & + (—zx) = 0, où 0 est le vecteur nul. 
III. Différence des vecteurs: 


ZT —Y = {Xi — Yis Te — Yes +) In — Yn}- 
On a la relation 
T—y=z+(—-y). 
IV. Multiplication par un scalaire.— Si k est un scalaire, 
kæz —{kzi, kr, ..… Kzn}. 
V. Produit scalaire’: 


ñn 
(Z, y)=zy= NO ziyi. 


iz| 
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La valeur absolue (norme) d'un vecteur zx est le nombre 


tot 


n 
r=|ri=Vzz=|Ù x) >0. 
if 


La distance de deux points‘x et y est donnée par la formule 
1 


n = 
2 
p(z, p=lz-yi={S Gui). 
i=1 
En particulier, | x | est la distance du point x à l'origine des coordonnées O. 
En posant 
(x, y) = zy cos y, 


on obtient l'angle que font deux vecteurs 


œ =arccos G: y) 
Ty 


En particulier, si zy=0,p= 5 (vecteurs orthogonau x). 


Les opérations I à V présentent les propriétés habituelles (v. chap. XVIII). 
En particulier, si 


m 
z= S exth 
R=1 


est uecombinaison linéaire des vecteurs z!, ..., æ" (les indices 
des vecteurs sont mis en haut) et c,, €, .- - ., Cm SOnt des scalaires, on a 


m m 
( RE ChRTÈ, y)= N Ch (rè, y). 
k=1 kR=1 


. L'ensemble de tous les vecteurs que à n dimensions pour lesquels sont 
définies les opérations 1 à V est appelé espace euclidien à n dimensions En. 


Définition.— On dit que les vecteurs x!, x?, ..., x" de l'espace E" sont l'i- 
néairement dépendants s’il existe des scalaires C1, Cas .« + +5 Cm» nOR 
tous nuls (|: | +|cel+...+|\cml # 0) et tels que 


me 
N\ cxzh = 0. 
k=æ! 
”— Dans un cas particulier ces vecteurs sont dits colinéaires lorsque 
= 2etcoplanaires lorsque m = 3 (cf. chap. XVIII, $$ 5 et 6). Dans 
le cas contraire ces vecteurs sont ditslinéairement indépendants. 
On démontre que dans l’espace E"* il existe tout au plus nr vecteurs linéaire- 
ment indépendants. Ainsi, la dimension dim E? de l'espace vectoriel E7 peut 
être définie comme le nombre maximal de vecteurs linéairement indépendants 
contenus dans cet espace. 
Soient x € En et xt, x?,..., x" des vecteurs linéairement indépendants de 
E". Puisque les vecteurs x, x!, x?,..., x" sont linéairement dépendants, on a 
n 
Cr +— M cxzk =0, 
h=i 


où évidemment c > U. 
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Il en résulte que 


n 
\ = Ch 
D uak(n= tt), 
C 


Rh=1 


Ainsi, chaque vecteur x € En peut être décomposé (d'une seule manière!) 
en les vecteurs xl, &?, ..., x. En d'autres termes, ces vecteurs forment une 
base de l'espace En. Les nombres E, (k = 1, 2, . .., n) s'appellent les coordon- 
nées du vecteur x par rapport à la base donnée zx!, x*,..., x". En particulier- 
les coordonnées d’un vecteur donné x = {x1, z2, - . ., x,} sont celles par rap, 
port à la base dsvecteurs unitaires 


ad —={1,0,0,..., 0}, 
={0, 1,0, ..., 0}, 


en —{0, 0,0, ..., 1}. 


$ 2. Ensembles dans un espace à #7 dimensions 


On appelle ensemble d’un espace à n dimensions E* l’ensemble des points 
TZ —={r1, To, + + «+ En} de cet espace. 
L'ensemble de points x tels que 


0O<pi(z, To) < €; 


est appelé voisinage U,, du point x, (ou plus exactement, e-voisinage}. Le point 
æ, ne fait a de son voisinage, ce qui veut dire que le voisinage est pointé. 

Un ensemble G est dit ouvert si tout point x € G de cet ensemble ainsi que 
son voisinage quespdue appartiennent a cet ensemble. 

Un ensemble F est dit fermé s’il est le complémentaire d’un ensemble ouvert 
G, c'est-à-dire si F = E'XG. 

Soit £ & E'. On dit qu’un point E non nécessairement appartenant à E est 
un point frontière de E s'il n’est intérieur ni à l’ensemble E, ni à son A a 
mentaire £° = £n X E (ou s’il est adhérent à E et à son complémentaire E* — 
= En KE). L'ensemble des points frontières de l'ensemble E s’appelle frontière 
de E et se note Fr (E). Il est évident que Fr (EC) = Fr (E). 

Définition 1.— L'ensemble de points x —={z1, ra, - . +, Tn} € E" dont les 
coordonnées vérifient l'équation linéaire 


Gi1T] + GoTe + .. + Ann — b (1) 


(ay, Go» + +» An, d étant des constantes), où les coefficients aj, a2, + + + &n Sont 
non tous nuls, s'appelle hyperplan de l'espace E'. 


Dans le cas d'un espace à trois dimensions cet ensemble représente un plan 
habituel. 


En introduisant le vecteur directeur de l'hyperplan (1) 


a — {aj, Au, ce. An}s 


on peut écrire l'équation de ce dernier sous la forme 


az = b, (2) 
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L'hyperplan (2) partage l’espace E" en deux demi-espaces fermés : 
a-z<b(E-), a:x%> b (E*)!). 


Si le terme coustant b -£ 0, les demi-espaces E- et E* peuvent être distin- 
gués de la façon suivante: 1) si b > 0, E- contient l’origine des coordonnées O, 
alors que E* ne la contient pas; 2) si b << 0, c'est le contraire qui a lieu. 


Ti+2,</ 


Zy 


Zr+Zo=1 2 
Fig. 275 Fig. 276 


Exemple.— La droite x, + x, = 1 divise le plan Ozx,z, en deux demi-plans 
Dtr<ietzrn +zr> 1 (fig. 275). 


Définition 2.— L'ensemble de points 
Z=x+$(y—x), (3) 


où OZ B< 1 (fig. 276) s'appelle segment [x, y] d'ertrémités x et y. 
La formule (3) peut s'écrire sous forme symétrique 


z=axz+f$y, (3) 


où a > 0, B> 0, « + B = 1. Pour «a = 0, B = 1 et a — 1, B = 0 on obtient 
les extrémités du segment; pour 0<a<1i, 0 <B< 1 on a les 
points intérieurs. Remarquons que le point x peut être considéré comme un seg- 
ment {xz, x] dont les extrémités coincident. 

Cette définition généralise la notion de segment aux cas des espaces à deux 
et à trois dimensions. 


Définition 3.— On dit qu'un ensemble À — EN est convezxe si, pour tout 
couple de pointsx € AetyE€ À, le segment[x, ylest contenu dans A :[xr, y] < À. 


Comme exemples d’ensembles convexes on peut citer le point, le segment, 
le cercle, la sphère, tout l’espace E?, etc. On convient de considérer que l’en- 
semble vide @ est convexe. 


Lemme.— Tout demi-espace de E' est un ensemble convexe. 
En effet, supposons que la frontière du demi-espace E soit constituée par 
l'hyperplan 
a-z=b, (4) 


1) D'une manière traditionnelle, nous admettons ici que les points de 
l'hyperplan a-x—b appartiennent aux deux demi-espaces E et E*. Cet hy- 
perplan constitue leur frontièérecommune. 
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alors que le demi-espace lui-même soit défini par l'inégalité 
a:xz < b. (5} 


Considérons des points quelconques y et z appartenant à l’ensemble E, 
c'est-à-dire 
a-y<b, a-z2<b, (6} 


et soit { = ay + Pz («> 0, B> 0, « + B = 1) un point quelconque du seg- 
ment [y, 2]. 
En utilisant les propriétés du produit scalaire, on a en vertu des inégalités (6) 


at a. (ay + Pz) = a (a-y) + B(a-2)< a-b + B-b = (a + B) b = b, 


soit 
a-t< b. (7) 


Ainsi, {€ E et le demi-cspace E est donc convexe. 


Théorème.— L'intersection de tout nombre d'ensembles converes est un en- 
semble convexe. 


Nous donnerons la démonstration de ce théorème pour le cas de deux en- 
sembles convexes: pour un nombre quelconque, fini ou infini, d’ensembles con- 
vexes les raisonnements à développer sont analogues à ceux qu'on déroule dans- 
le cas de deux ensembles. 

Soient À et B deux ensembles convexes et C — À f B leur intersection. 

Si Cest vide, il est convexe par définition. Supposons C non vide. Soient zx 
et y deux points quelconques appartenant à C (ils peuvent aussi être confondus). 
11 résulte de la définition de l'intersection que r, y € À ainsi que zx, y € B. 
Considérons le segment [z, y]. Comme les ensembles À et B sont convexes, 
[z, y] A et{x, y] € Bet donc {r, y] & C. Ainsi, l’ensemble C est aussi con- 
vexe. 


Corollaire.— L'intersection de tout nombre de demi-espaces est un ensemble 
convexe (peut-être vide). 


Remarque.— Considérons un système d'inégalités linéaires 


dÿ171 + GjoTe + ... + Ainln < b; (8) 
(= 1, 2, 1): 


Toute collection de nombres r;, r,, ..., r, pour laquelle toutes les iné- 
galités (8) sont vraies s'appelle solution de ce système d'inégalités. Les nombres. 
Ti Los + + Zn Qui ne satisfont qu’à l’une des inégalités du système (8) remplis- 
sent un A RE de l’espace E”. Les solutions appartiennent à l'intersec- 
tion de tous ces demi-espaces. Il résulte du théorème que l’ensemble des solutions 
du système (8) représente un polyèdre convexe. A titre d'exemples de 

olyèdres convexes dans l’espace à trois dimensions on peut citer: la pyramide, 
e pars eRpipeoe, le prisme, la couche limitée par deux plans Daralliles. etc. 
Exemple.— a) Les solutions des inégalités 


> 0, T2> 0, T1 + ES 1 
on dans l’espace E° un triangle de sommets O (0, 0), 4 (1, 0), B (0, 1) 
ig. 271); 
b) l'ensemble des solutions du système 
12>0, r+r:> 1 


dans l’espace E? est un angle dont le sommet est le point B (0,'1) et les côtes. 
la demi-droite BA et le demi-axe Br, (fig. 277). 
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Définition.— On dit qu'un point d'un ensemble convexe est un point au 
bord s'il n'est intérieur d'aucun segment non nul contenu entièrement dans cet 
ensemble. 


Fig. 277 


Par exemple, les points au bord d’un segment sont ses extrémités et ceux 
d'un triangle, ses sommets, etc. 

On voit intuitivement qu'un polyèdre convexe, c'est-à-dire l'intersection 
d'un nombre fini de demi-espaces, possède un nombre f i n i de points au bord 
qui sont ses sommets. 


$ 3. Problème de programmation linéaire 


Ces derniers temps, les méthodes mathématiques sont largement utilisées 
po la résolution des problèmes tels que la planification de l’économie nationale, 
la gestion des entreprises industrielles, la planification des opérations militai- 
res, etc. Au point de vue général, les problèmes de gestion et de planification se 
ramènent le plus souvent au choix d'un certain système de paramètres numéri- 
ques ou d’une fonction (caractéristiques du R a n), qui permet- 
tent d’atteindre le plus efficacement l’objectif proposé (plan o ptima D, 
compte tenu des ressources disponibles. Pour pouvoir évaluer l'efficacité d'un 
plan, on introduit une fonction dited’utilité (c'est-à-dire l'indi- 
ce de qualité du plan) qui s’exprime par les caractéristiques du 
plan et prend la valeur minimale ou maximale pour le plan optimal. 

Pour un grand nombre de problèmes présentant un intérêt pratique la fonc- 
tion d'utilité s'exprime linéairement par les caractéristiques du plan, 
les valeurs admissibles des paramètres obéissant aussi à des égalités ou inégalités 
linéaires. Dans ces conditions, la recherche de l’extrémum absolu de la fonction 
d'utilité porte le nom de programmation linéaire (un terme plus approprié se- 
rait «planification linéaires). 

Mathématiquement, le problème de programmation linéaire s’énonce ainsi: 
rechercher l’extrémum absolu (la valeur minimale ou maximale suivant le sens 
du problème) d’une fonction linéaire 


S = CT FOoTate..e + Cnfn (1) 
CT 


fonction d'utilité) à condition que les variables r;,, ze, ..., zh 
soient soumises à des restrictions sous forme d’égalités ou d'inégalités linéaires : 


n>0, 2»>0,...,1>01) (KL n) (2) 


!) L'inégalité de sens opposé zh < U se ramène à des inégalités du type (2), 
si l'on introduit une nouvelle coordonnée z5 = —r, 1<p< k). 
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et 
n 


N agyry< bi) (i=1, 2, ..., m). (3) 


J=i 


Définition 1{.— On appelle domaine de valeurs admissi- 
d les du problème de programmation linéaire (ou tout court, domaine ad- 
missible) l'ensemble Q de toutes les valeurs possibles de x1, z2, . .., r, pour 
lesquelles les inégalités (2) et (3) sont vraies. 


Le domaine admissible Q est le domaine de définition de la fonction S. 

En vertu du théorème du paragraphe précédent, Le domaine admissible du 
problème de programmation linéaire est un polyèdre convexe (qui peut représenter 
un'ensemble vide si le système d’inégalités (1), (3) est incompatible). 


Définition 2.— L'ensemble des valeurs de x,, ze, . . ., ?n contenues dans Le 
domaine admissible Q pour lesquelles La fonction d'utilité (1) prend sa valeur mini- 
male ou marimale selon le sens du problème, s'appelle solution du problème 
de programmation linéaire (ou encore, plan optimal). Le problème de pro- 
grammation linéaire est dit soluble s'il existe au moins une solution. 

Théoriquement trois cas peuvent se présenter: A) Les conditions (2), (3) 
sont contradictoires, et le domaine admissible Q est donc vide. Le problème ({), 
(2), (3) n’admet aucune solution. B) Le domaine Q est illimité ; le problème (1), 
(2), (3) peut avoir une solution, mais il se peut aussi que la solution n'existe 
pas. C) Le système de conditions (2), (3) est compatible et le domaine admissible 
est borné. En vertu du théorème de \Weierstrass (chap. XX. $ 11), le problème 
de programmation linéaire (1), (2), (3) est dans ce cas soluble. Dans ce qui suit 
nous limiterons notre étude à celle du cas C). 

Suivant la théorie générale (v. chap. XX, $$ 10, 11), la fonction d'utilité (1) 
passe par son extrémum absolu soit au point critique, soit sur la frontière Fr 
du domaine admissible Q. Comme ses dérivées partielles 


0S 


ox i 


= (=; 2. :;:,;, 0 


ne s’annulent simultanément nulle part dans le domaine Q, la fonction d'utilité 
S a son extrémum absolu sur la frontière Fr du domaine admissible Q. Ce résul- 
tat est susceptible d’une précision. 


Théorème.— Une fonction linéaire d'utilité ne présente son extrémum absolu 
strict qu'aux points au bor1 du domaine admissible. 


Démonstration.— En effet, soit 


ñn 
S (Tz) = À Cri — C°Z 
i=1 


une fonction d'utilité, où c = {c;, co, . . ., Cn}hs © = Zn, Zas + + Zn} et Soit 
Q son domaine admissible. Supposons par exemple que S (£) = M, où £ — 
= {E,, Ee ..., En} EQ, est un maximum strict de la fonction 
d'utilité S (x) et 8 un point non au bord du domaine convexe Q. 
11 existe alors un segment non nul [y, zl  & pour lequel le point £ est inté- 
rieur, c'est-à-dire que 


E=ay+pz, (4) 


1) Les inégalités de sens opposé se ramènent à des inégalités de la forme 
(3), si on les multiplie, terme à terme, par —1. 
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où 0O<a<1i, 0<B<1, «a + B = 1 et il est évident que E y et E Æ z- 
Puisque S (£) = M est un maximum strict de la fonction S (x), en choisissant 
un segment |y, z] suffisamment petit (ce qui est évidemment réalisable), on aura 


S(y)<M, S(z)< M. (5) 


ll résulte de l’égalité (4), compte tenu du fait que S (x) est une fonction li- 
néaire homogène, 


S (E) = c-(ay + Bz) = a (c-y) + B (c-z) = aS (y) + BS (2) < 
<aM +BM = M. 
Cela nous conduit à une contradiction. Le théorème est donc démontré. 


sonate Dans le cas général, on démontre que l'extrémum absolu de 
la fonction linéaire d'utilité, s’il existe, se réalise toujours aux points au bord 
du domaine admissible convexe Q, c'est-à-dire aux sommets du polyèdre Q (il 


B(20,50) 


A(20,8  T 
Fig. 278 


se peut certes que la fonction d'utilité ait son extrémum absolu aussi en d’autres 
oints; par exemple la fonction S (x) peut avoir sa plus grande valeur en tous 
es points d’une face du polyèdre Q, etc.). 

Ainsi, la résolution du problème de programmation linéaire se ramène à la 
recherche d’un nombre fini de valeurs de la fonction d'utilité et à leur compa- 
raison. 

Exemple. — Trouver la plus petite et la plus grande des valeurs de la 
fonction 


S = 2 + 22 
dans le domaine (2 : 0< T< 20, T1 + 22 > 20, Ti — o < — 30. 
Le domaine Q est un quadrilatère de sommets À (20, 0), B (20, 50), 
C (0, 30), D (0, 10) (fig. 278). On a 
S (4) = 20, S(B) = 120, 
S(C)= 60, S (D) = 20. 
Par conséquent, la plus petite valeur prise par la fonction S dans le domaine 
Q est m — 20 (aux sommets À et D) et sa plus grande valeur est M — 120 (au 
sommet B). 


Ce résultat devient géométriquement clair si l’on trace les lignes de niveau 
de la fonction S, c’est-à-dire les droites 


Z1 + 2rz2 = const. 
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Pourtant, le problème n’est si facile à résoudre que dans les cas les plus sim- 
ples. Même dans le cas où le nombre n de variables et le nombre m d’inégalités 
sont relativement peu élevés, la « méthode du triage » utilisée conduit à des cal- 
culs fastidieux et exige d’avoir recours à des ordinateurs rapides. C’est pourquoi 
on a mis au point des méthodes permettant de simplifier l'examen des sommets 
du domaine admissible (méthode du simplexe, méthode du potentiel, etc.) ; 
ces méthodes sont décrites dans les ouvrages spécialisés. 

Indiquons, avant de clore ce paragraphe, deux problèmes concrets résolus 
par la méthode de programmation linéaire. 

I. Organisation du ravitaillement.— Soit un centre consommateur qui se 
ravitaille en un certain produit homogène (par exemple, en pommes de terre) 
à partir de n points. 

Désignons par zx; la quantité de produit (en tonnes, par exemple) achetée 
par le centre au i-ième point et par c; le prix de l’unité de produit (y compris le 
prix du transport) en ce point, i = 1. 2, ..., n. Les constantes c; sont diffé- 
rentes parce que le produit est moins coûteux dans un point que dans l’autre. De 
plus, les points se situent à de différentes distances du centre, de sorte que 
les frais de transport sont aussi différents. Dès lors, pour un plan donné d'achats, 
les dépenses du centre s'expriment par 


n 
S= Ÿ cri. (6) 


j Si a désigne les besoins du centre en produit donné, on doit réaliser la con- 
ition 


n 
as Zj = 0. (7) 


De plus, la quantité du produit livré par le i-ième point est limitée par une cer- 
taine valeur b;. 1] se peut aussi que la capacité des moyens de transport qui peu- 
vent être utilisés pour la livraison du produit au centre soit limitée par une cer- 


taine valeur bi. Dans un tel cas, il est naturel d'imposer les conditions 


0< Zi < B;; (8) 
où f; — min (by, b:) (i = 1, 2, ..., n). 

Avec un plan rationnel des achats du produit, les dépenses du centre doi- 
vent êtreminimales. On est conduit ainsi au problème de programmation 
linéaire: trouver la plus petite valeur de la fonction de dépenses (6) sous les 
conditions (7) et (8). Dans le cas considéré, la résolution du problème s'avère 
facile à effectuer. 

II. — Problème de transport.— Soient AÀ,, 4°, . .., Am des points de fabri- 
cation d'un certain produit Éione dont les centres consommateurs sont situés 
en des points B;, Bo, . .., Bn. 

Supposons que Îes frais de transport d'une unité de produit du point À; 
au point B; constituent c;; unités monétaires, alors que la quantité de produits 
(en tonnes, par exemple) transportés de À; à B; est y; (i = 1, 2, ..., m; 
j = 1, 2, ..., n). Dans un tel cas les frais de transport totaux seront 


m n 


S = > à. CijTife (9) 


i=1 j=1 


Le volume de production au point À; est limité par une certaine valeur a; 
( = 1, 2, ..., m) qui dépend de la capacité de production de l’entreprise. En 
supposant que toute la production est envoyée aux points de consommation, on 
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a les conditions 
ñn 
NN œy= a (i=i, 2, ..., m). (10) 
J=i 


En outre, les besoins du point B; en produit considéré sont dictés par les 
intérêts de la production et constituent une valeur déterminée b; (j = 1, 2, ... 
.., n). Par suite 


n 
> Zi =b; (j=1, 2, ...,n). (11) 


=! 


11 s'agit de fournir un plan de transport pour la réalisation des services avec 
un coût minimal à condition que le produit fabriqué aux points À; soit entière- 
ment consommé (conditions (10)) et que les besoins des points consommateurs 
(conditions (11)) soient complètement satisfaits. C'est un problème type de pro- 
grammation linéaire. 

On démontre (v. F.Karpélévitch,L.Sadovski, Eléments d’al- 
gébre linéaire et de programmation linéaire, M., 1967) que pour la solubilité d'un 
problème de transport il faut et il suffit que soient réalisées les conditions 


m n 
Va= by (12) 
{mi ii 


c'est-à-dire que le volume total de production soit égal au volume total de con- 
sommation. 
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A. Constantes importantes 


nr —= 3,14159, n-1l = 0,31831, 
a = 9,86960, x”? = 0,10132, 
e — 2,11828, e”l — 0,36788, 
e2 — 7,38906, e2 = 0,13534, 


M = Ige— 0,43429, M-1= ]1n 10 = 2,30259. 


B. Liste récapitulative des formules 


I. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE 
{. Translation d’axes de coordonnée: 
z'=1z—-4a, y = y —b, 


où O’ (a, b) est la nouvelle origine des coordonnées, (x, y) sont les anciennes coor- 
données d’un point, {x’, y’] les nouvelles coordonnées du point. 
2. Rotation d’axes de coordonnées (l’origine des coordonnées restant fixe} 


z= 2" cos &œ — y” sin &, 
= 2’ sina<+y’cosa, 


où (r, y) sont les anciennes coordonnées d'un point, {z”, y’] les nouvelles coor- 
données du point et & est l’angle de rotation. 
3. Distance de deux points (71, y1) et (z2, ÿy2): 


d= Va — 21) + (ve — vi). 


4. Coordonnées du point partageant un segment d'extrémités (z1, 71) et 
(ze, y2) dans un rapport donné l: 


;=-2the y= dti 
1+1 ? 1+i © 


Pour {= 1 on a les coordonnées du milieu du segment : 


FE «À Lo ° 
es as 2 y= Due | 


L 


5. Aire d’un triangle de sommets (Z1» Ya), (Zoe, Ye)» (Zs Ys) : 


S= + À (rex) (ya — y1) — (Ts — 21) (Ye — y). 
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6. Equation d’une droite à coefficicnt angulaire 
y= kr + b, 


où & — tg y (coefficient angulaire) est la pente de la droite par rapport à l’axe 
Oz et b le segment intercepté par la droite sur l’axe Oy. 


7. tg@6 = EVE est la tangente de l'angle de deux droites de coeffi- 
cients angulaires 4 et k’. Condition de parallélisme de deux droites: k’ = k; 


condition de perpendicularité de deux droites: k° = — +. 
8. Equation d’une droite passant par un point donné (z;, y): 
y—n=k(—-x) 
où k est le coefficient angulaire de la droite. 
9. Equation d’une droite qui passe par deux points connus (x,, y1)et (rs, Ya) : 
| 2 NE 
Ze — T1  ÿYs—Yi 
10. Equation d’une droite qui intercepte des segments a et b sur les axes de 
coordonnées! 


++=1. 
11. Equation générale de la ligne droite 
Az+By+C—0 (4° + B°#& 0). 
12. Distance d’un point (r;, y.) à une droite Az + By + C = 0: 
SE | Az; + By; +C | 
VA+TE 
13. Equation de la circonférence de centre (xs, yo) et de rayon R: 
( — 20) + (y — yo} = RE. 
14. Equation canonique de l’ellipse de demi-axes a et b: 


aie 


+=. (1) 
Foyers de l’ellipse: F (ce, 0) et F” (—c, 0), où c° = a° — bi, 
15. Rayons vecteurs d'un point (x, y) de l'ellipse (1): 
= a—Eexz, r = a<+ ex, 
où & — —< 1 est l’excentricité de l’ellipse. 
16. Equation canonique de l’hyperbole de demi-axes & et b: 


Foyers de l'hyperbole: F (c, 0) et F” (—c, 0), où €? = a° + b°. 
17. Rayons vecteurs d'un point (x, y) de l’hyperbole (2): 


r= + (er — a), r' = + (ex + a), 


où e=— > 1 est l'excentricité de l’hyperbole. 
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18. Asymptotes de l’hyperbole (2) : 


T. 


C3 Ke 


Je me 


19. Courbe représentative d'une proportionnalité inverse 


zy=c(c# 0) 


est une hyperbole équilatère ayant pour Sr Me z=0et y = 0. 
20. Equation canonique d’une parabole de paramètre p: 


y® = 2pz. 
Foyer de la parabole: F (+, 0) ; cquation de la directrice : x = 5 ; rayon 
vecteur d'un point (rx. y) de la parahole : reste. 
21. Courbe représentative d'un trinôme du second degré 
y = Az° =- Br -- C 
est une parabole d’axe vertical de sommet O0’ 7. — I) 


22. Coordonnées polaires d'un point de coordonnées rectangulaires x ct y: 


p=Vatr, tep=+. 
Coordonnées rectangulaires d'un point de coordonnées polaires p et ç: 
TZ — PCOSP, y — p sin y. 


23. Equations paramétriques d’une circonférence de rayon À et de centre 
à l'origine des coordonnées: 


z= Rocost, y = Rsint 
(& paramètre). 
24. Equations paramétriques d'une ellipse de demi-axes a et b: 


x = aCOSt, y —= bsint. 


25. Equations paramétriques d’une cycloïde 


x—=a(t—sint), y—a(i— cost). 


II. CALCUL DIFFÉRENTIEL D'UNE FONCTION 
D'UNE VARIABLE RÉELLE 


1. Théorèmes fondamentaux concernant les limites : 
a) lim{f(z)+g(z)—h(x)]=limf(x)+limg(z)—limk (zx). 
x—a x—a x—a x—a 


b) lim {f(z)g(z)]=limf(x)-limg(z); en particulier. 
limf{cf(z)]=clim f(x). 
X—a x—a 
c) limlf(z)/g(x)]=limf(z):limg(z) (lim g(x) 0). 
X—a x—-a X<X—n X—0 


40—0181 
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2. Limites remarquables : 


Î 
b) lim (142) im UHa)® —e—2,71828 


X—-o 
3. Relation entre les logarithmes décimaux ct les logarithmes népériens : 
gr Milnz, 


où M—lge = 0,43429... 
4. Accroissement de la fonction y—f (7) correspondant à l'accroissement 


Az de l'argument x: 
Ay = f(z + Az) — f (x). 
5. Condition de continuité d’une fonction y = f (x): 


lim Ay=0. 
Az—0 


Propriété principale d'une fonction continue 


lim f(z)=f(lim zx) 
XX) X-- XL! 


6. Dérivée 


Géométriquement, y’ = f’ (x) est le coefficient angulaire de la tangente à la 
courbe représentative de la fonction y = f (x) au point d'abscisse z. 
Pour les règles de dérivation et le tableau résumé des dérivées fondamenta- 
les, voir chap. X, $ 13 
7. Théorème des accroissements finis d’une fonction dérivable (théorème 
de Lagrange) : 
Î (ze) — f (æ) = (ze — 2) f' (E), 
où EC(zi Ze).  : à 
8. Une fonction y = f (x) croît si f” (x) > 0 et décroît si f” (x) < 0. 
9. Règle de L'Hospital pour les indéterminations de la forme _ ou _ : 
.. P(z) _,.. (x) 
lim———-=lim =———, 
x-a P(Z) x-a Ÿ'(z) 


si la limite à droite existe. 

10. Formule de Taylor locale 

n 

f(&)=f (ro) + f (ro) (x — 70) + * * Do (r— ro) + o{(r— 10)"], 
où f(2) (r) existe dans un certain voisinage complet du point zo. 

11. a) Condition nécessaire d'existence d’extrémum d'une fonction f (x) 
en un point zo:f" (zo) = 0 ou f’ (ro) n'existe pas. 

b) Conditions suffisantes d'existence d'extrémum d'une fonction / (x) en 
un point xo: 

4) f! (zo) = 0, f° (zo — ha) f' (ro + he) < 0 pour tous k, > 0 et h;: > 0 
suffisamment petits, ou 

2) f” (zo) — 0, f" (zo) Æ 0. 
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{2. a) La courbe représentative d'une fonction y = f (x) présente sa con- 
cavité vers le haut si f” (x) > 0 et vers le bas si f” (x) < 0. 

b) Condition nécessaire pour que la courbe représentative de la fonction 
y — f(x) présente un point d’inflexion pour z = z0: f” (x9) = 0 ou f" (x,) 
n'existe pas. 

Condition suffisante pour que la courbe présente un point d'inflexion 


pour 7 = 79: | 
f" (ro) = 0, f (ro — hi) f° (ro + ha) < 0 


quels que soient h, > U et k, > 0 suffisamment petits. 

13. Si une fonction f (x) est continue sur un segment [æ, Blet si f(&) X 
x.f (B)< 0, la racine E de l’équation f (x) —0 peut être calculée de façon appro- 
chéc par les formules: 


f (œ) . 
2) TB 


(méthode des cordes); 


1-a— 


DELA 


Ce, f (æ) 
b) Ei=a— f" (a) , 
où j, © Æ 0, f(œ) f” (&) > 0 (méthode des tangentes). 
Différentielle d'une variable indépendante x: dr — Ar. Différentielle 
d’ es y = f (x): dy = y'dr. Relation entre l'accroissement Ay d’une 
fonction et la différentielle dy de cette fonction : 


Ay = dy + aAx, 
où a— 0 lorsque Ar —+ 0. 
Pour les propriétés fondamentales ‘et les formules des différentielles, voir 
chap. XII, 
15. Aout infiniment petit d’une fonction dérivable: 


f(&+ Az) — f(x} & j' (x) Az. 


16. Différentielle seconde d’une fonction y = f (x), où x est une variable 
indépendante (dr = 0): 


dy = y” dr°. 
III. CALCUL INTEGRAL 
1. Si 
dy = f(x) dr, 
alors 
= | f (x) dr 


(intégrale indéfinie). 
2. Propriétés principales de l'intégrale indéfinie : 


a) d | f(@ dr= f(x) dr, [| tar || f(x): 
Jar (= F (a +C: 
o) | 4/(@dr= A f(@) ds (4 0 


a) À tGe)+e (nn de= | ft ds+ À gte)ds— | n (a dr. 


40% 
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Pour le tableau des intégrales indéfinies fondamentales voir chap. XIII, $ 3- 
3. Procédés classiques d'intégration: 
a) Intégration par décomposition : 

( f (r) dr = \ fatr) dr + [ fa (r) dr, 


où f(x) = f1 (x) + fa (x). 
b) Intégration par substitution: si r — q (t), alors 


CLP ECIOLNUE 


c) Intégration par parties: 


| u dr =ur— | r du. 


&. Formule de Newton-Leibniz: si f (x) est continue et si F° (x) = f (x), 
alors 


b 
| f(z)dr = F(b)—F (a). 


5. Intégrale définie en tant que limite des sommes de Riemann 


d ni 
| f(z)dr= lim D SGA où 2 Er Tisil ©t Arimajur— ri. 
: max [Ax;| —0 i0 


6. Propriétés principales de l'intégrale définie (les fonctions considerces 
étant continues): 
b 


2) reare [ro 


a 


b) [1 ae=0; 
€) {rare — | roma: 
a b 


d) {rar | pare | rar: 


b 


€) Af (x) dr = A | f(x) dr; 


bd b b 
n [ua@+e@-rea= | Ha) dr+ | et») dr— | h (x): 
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x b 


o  [foa=f( + | roa=—j(n 


« 


7. Théorème de la moyenne: si / (x) est continue sur [a, b], alors 


| f (x) de = (b— a) { (6), 
où a<c< b. 


S. Formule d'intégration par parties dans une intégrale définie : 


b b 
| u(r)t"(r)dr=u(r)r(r)| — \ c(r)u’(r) dr. 


« «a 


9. Formule de changement de variable dans une intégrale définie : 


L o 
| j U) ar= | F (4 ()) q'() &t, 
«a Œ 


où a = œ (a) et b — p (B). 
10. Formule des trapèzes : 


bh 

I 1 
| ydz=h (5 vo+ui+ co Un + Yn l 
a 


où À = 2 s To=a et Tn=d, y=f(r), 
yi=f (ro+ih) (i=0, 1, 2, ..., n). 


11. Formule de Simpson : 


b 
Judy Ga)+4y (SE) +v 0 |, 
où À = — €) 


12. Intégrale impropre : 


+00 


b 
| f(x)dr= lim frtar. 
au Fi a 


13. Aire d’un trapèze curviligne limité par une courbe nes y = f (2) 
G (x)> 0), l'axe Oz et deux verticales x = aetz — b (a <b 


b 
S = [ y dr. 


u 
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14. Aire d’un secteur limité par une courbe continue p = } (œ) (pet sont 
des coordonnées polaires) et deux rayons q = «& et p = B (&œ << f): 


15. Longueur de l'arc d'une’courbe lisse y = f (x) en coordonnées rectan- 
gulaires x et y entre le point x = a et le point x = b (a << b): 


Le) 
= | Vi ytar. 


16. Longueur de l'arc d’une courbe lisse p = j (g) en coordonnées polaires 
p et p, compris entre les points q = « et q = B (a << B): 


8 
= \ V p°+ pd. 
[e 2 


17. Longueur de l'arc d’une courbe lisse z = q (t), y = Ÿ (t) donnée sous 
forme paramétrique ({o < 7): 


18. Volume d'un corps de section transversale connue S (zx): 
b 


v= | S (r) dx. 


19. Volume d'un corps de révolution : 
a) autour de l'axe Oz: 


b 
F,=1x | y dx (a<b); 
a 


b) autour de l'axe Oz: 


d 
V,=n (22 dy (ce < à). 
c 
20. Travail d'une force variable F# — F (x) dans un déplacement [a, b): 
b 


4= | F (x) dr. 


IV. NOMBRES COMPLEXES, DÉTERMINANTS ET SYSTÊMES 
D'ÉQUATIONS 


1. Nombre complexe = = x + iy, où x = Re =: et y = Im =: sont des nom- 
bres réels et i? — —1. Module d’un nombre complexe : 


l:1= Vritni>0. 
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Egalité des nombres complexes: 
Zn = 2 —° Re z = Re z ot Im z, — Im z.. 
2. Imaginaire conjugué du nombre complexe : = x + iy: 
2=1:— iy. 


3.{Opérations arithmétiques sur,les nombres complexes :, = 2, + iy, et 
22 — Za + iÿs: 
à ZA + 2e = (nn + Te) + i (Yi + Ya); 
b) 212 = (Tite — Yiÿo) + i (z1Yo + Toÿ1)s 


21 212a _ Gite V1ÿ2) Hi (zoY1 —TaVe) : ) 
c) Ze (2e x3-+ yÈ one 


En particulier, 


1 - 1 _- 
PE A PE s=— (5—:), |:l°—=z2z. 
Rez=(:+2), Ims=(s—5) (sl 


4. Forme trigonométrique du nombre complexe 
z = r (cos ® + i sin p), 


où r = | z| et p = Argz 
Théorèmes concernant le_ module et l'argument 


R (1422 < 1311 1215 
b) Î51221 = 1211121, Arg 21 za a = AIR 2, + AIG 20; 


9 [= argieargea—armges (+ 0: 
d) 12|=1217, Argz=nArgz (nentier). 


6. Racine d'un nombre complexe: 
V = 12 (cos EIRE +; sin LEE | (k=0, 1; 2, 


7. Forme exponentielle du nombre complexe: 


CE) n— 1) 


z= rev, 
où e = | :| et p— 
. Déterminant du con ordre: 
ai bi 


D = = 4,0: — ab}. 


&: ba 
9. La solution du système 
aiT + biy = Ci } 
Get + Day = Co 
est donnée par les formules 


TZ = D , U—= D (règle de Cramer), 
où 
ai b C1 d c 
pl of" à, ,-[" 4] 
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10. Les solutions d’un système homogène 


aiyz+biy—+e;z= 0, 
Got + bay + c22 = 


sont données par les formules 


z = Dit, y = —Dit, z — Da:t (— 0 << t < +00), 


« 


ou 


b, c a, c 
D, = 1 (1 , De= 1 C1 L — 
ba Co Ga Ca 
sont les mineurs de la matrice 
&1 bi 
ds Ds Ca 


11. Déterminant du troisième ordre 


ai bi Ci 


D=|a3 br Col =@AitbiBitcCs, 


as Us C3 
où 
D; Co a Co 
=— ‘ B, = — ns Ci 
ba Ce Gs Cas 


sont les cofacteurs des éléments correspondants du déterminant. 


12. La solution du système 
Gaz + bay + Coz = da | 
asz + bsy + C3: = ds 


est donnée par les formules de Cramer 


Gs 


me D 
D D D 
où 

ai bi C1 di bi 
D=|a bas Col 0, D;=|de ba © 
az ds Cs ds ds Cs 
&1 di ©: a; bi di 
Dy=\|as de Cal, D,=|a; b: d, 
ls ds Cs üs bs ds 


13. Les solutions du système homogène 
&z + by + ac = 06, 
Q2T + bay + Cas = 0, 
asz + bay + cz = Ù, 


ba 
bs 
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avec 
ai b1 C1 4 
a,"b 
D=|a2 ba Cal—0 ô=| ? !| -0, 
LE As Vs 
as ds Ce : 


sont obtenues à partir du sous-système (v. 10) 


air+biyt-c;z:—=0, 
aur+ boues =0. J 


V. ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE VECTORIELLE 


{. La somme des vecteurs a, b, c est le vecteur s = a + b<+ c qui est la 
résultante de la ligne vectorielle constituée par a, b. c. 

2. La différence des vecteurs a et b est le vecteur d = a — b=— a + (—b), 
où —b est le vecteur opposé au vecteur b. 

3. Le produit d'un vecteur a par un scalaire & cst un vecteur b — ka tel 
queb—]|k|a,oùa—=|aletb—]|b|, le vecteur b ayant le sens du vecteur a 
si k > 0 et le sens opposé si k < 0. 

4. Deux vecteurs a et b sont colinéaires si b — 4a (k étant un scalaire). 

Les vecteurs a, b, c sont coplanaires si c = ka + 1b (4, L étant les scalaires). 

5. Le produit scalaire de deux vecteurs a et b est le scalaire 


ab = ab cos y, 
IN 
où y —= (a, b). 
Les vecteurs & et b sont orthogonaux si ab = 0. 


Si a— {a,, a, a.} et b=—{b,, by b.}, alors 
ab = a,b, + a,b,, + a.b.. 
6. Le produit vectoriel de deux vecteurs a et best le vecteur 
c=a X b, 


SS 
où c L a, © 1 bd, et c—absing (g—(a, b)) etl a, b,c est un trièdre direct. 
Si a —{a,, ay a.} et b = {b., b,,, b,}, on a 


 j k 
axXb=|az a, a.|, 
bx by b: 
où ë, 7, k sont des vecteurs unitaires orientés suivant les axes de coordonnées. 


correspondants. 
7. Le produit mixte des vecteurs 


abc=(a x b):c 


est une grandeur scalaire qui mesure algébriquement le volume du parallélépi- 
pède construit sur les trois vecteurs a, b, c. 


Si a—{ax, ay, a:}, b={bz, by, b.}, C=({cx. c,, c.}. on a 
a, &y a- 
abc — b. by b, 
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VI. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE 


1. Les coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point M (x, y, :) 
de l’espace Ozyz sont 
T = Ty = Ty 2= T3 
—> 
où r = OM est le rayon vecteur du point M. 
2. La longueur et la direction d'un vecteur a = {ax, ay, a.} sont données 
par les formules 


a—|a| = Va +a% tai, 


a+ y a. 
cout, cos P=—, COS Ÿ = — 
a 


| 


(cos® x + cos? BP cos° y = 1), 


où cos &, cos B, cos y sont les cosinus directeurs du vecteur a. 
3. Distance de deux points Mi (Z1» Ua 51) et Ms (Ze, Yo» Ze) : 


— —> / 
d= MM V (or) + (ve — ya) + (22 — 21). 
4. Equation d’un plan de vecteur directeur N = {4, B, C} + 0, passant 
par un point Mo (Zos Yo» 20)} 
N-(r—r)=0. (1) 


où r est le rayon vecteur du point courant M (x, y. z) ct r, le rayon vecteur du 
point Mo. 
L'équation (1) en coordonnées est de la forme 


À (x — 70) + B (y — yo) + C (z — 20) = 0 


Az + By+Cz:+D=0, (2) 
Où D = —Azxs — Bys — C: (équation générale du plan). 
5. La distance d’un point M; (z1; Y1, 21) à un plan (2) a pour expression 
d = | Az; + By + C:1 + DI 
V'A+HB+C 
6. Equation vectorielle de la droite de l’espace: 
r=ro+st, (3) 


où r— {x, y, =} est le rayon vecteur courant de la droite, r; = {ro, Yo, Zu} le 
rayon vecteur d’un point fixe de la droite, s—{m, nr, p} 0 le vecteur direc- 
teur de la droite et ? un paramètre (— 0 << 1 << + 00). 

L’équation de la droite (3) en coordonnées est de la forme 


ou 


TT To __ Yo .. 50 
m n P 
7. Une droite considérée comme l'intersection de deux plans est donnée par 
les équations 
Ar+By+Cz+D=0, (à) 
A'r+B'y+C'z+ D'=0. 


Le vecteur directeur de la droite (4) est s = N X'N”, où N = {4, B, C}, 
N' —={A", B°, C'}. 
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8. Equation d'une sphère de rayon R, de centre (ro; ÿv» 20): 
(x — 20) + (y — go) + ( — 20) = RÈ. 
9. Equation d'un ellipsoïde à trois axes res demi-axes a, bet c: 
a 


++ 


10. Equation d'un un de révolution autour de l'axe Oz: 
2 + y — 2pz. 


VII. CALCUL DIFFÉRENTIEL DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


1. Condition de continuité d’une fonction : = j (x, y): 


lim Az= lim [f(r+ Ar, y+Au)—f{(x, y)]=0 
Ax—0 Sx—0 
Au—0 \u—-0 


ou 
lim ACTE Ur) =f (>, u). 
XX 
LU Bo L 


On définit de même la continuité d'une fonction de trois variables u = f (x, y, z). 


2. Dérivées partielles d'une! fonction : = f (x, y) par rapport aux varia- 
bles r et y: 


0 _ jim Et+Ar N=IG y 
OT  Ax—0 Ar 
2 jm Er #+ ANS 
OU  Ay-0 Ay 


3. Différentielle totale d'une fonction : = f (x, y) par rapport aux varia- 
bles indépendantes zx et y: 


ds= dr + dy, 
où dr = Az et dy — Ay. 
Si u—=f(z, y, :)}, on a 


ou ou ou 
ER Re L— d2. 
DT Ur 


4. Accroissement infiniment petit d’une fonction dérivable 


5. Dérivée d'une fonction u = / (x, y) suivant une direction [={cos &, cos f}: 
ou Ou 


ou 
À 9 Rue 
3 cos &œ FT cos B. 


D'une manière analogue, si u°= f (z, y, =) et L — {cos &, cos B, cos y},ona 


ou du ou. ou 
— ee ——— — _——— O e. 
si x C0Sa+ FT cos PB + 3= CS 
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6. Les points d'extrémum (plus exactement les points d’'extrémum possible) 
d'une fonction dérivable u = f (x, y, z) se déterminent à partir des équations 


fx (x, y, 2) = 0, fy (x, y, 2) = 0, zx, y, 2) = 0. 
7. Le gradient d'un champ scalaire u = f (x, y, z) est un vecteur 
du du du 
grdu={, FTÉ =}. 
D'où 


lgrad u1=}/ (EE) + (2) +). 


8. SiP(c, y) dr + Q (x, y) dy est une différentielle totale dans un domai- 
ne G, alors 


9P  ôQ 


Où de ((7. Y)E€G) 


(condition d'existence de différentielle totale). 


VIII. SÉRIES 
{. Définition principale: 


co N 

. a 
N'un= lim \ un. 
n=! N-00 ñ=] 


© 
2. Condition nécessaire de convergence d’une série: si la série NY un 
n=! 
est convergente, 


lim un =0. 
fn 
3. Série géométrique 
Diag — si ll <1. 
n=!| 


4. Série harmonique 


| 1 
1 À 3 "°° 


(divergente). 
5. Règle de D'Alembert. Soit N° un (un > 0) une série admettant 
n=! 


- U 
lim +1 "1. 
no Un 


Alors: a) si ! << 1, cette série est convergente ; b) si L > 1, la série est divergente 
et u, 7° 0. 
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OO 

C2 # e a. # e 

6. Convergence absolue. Si la série N° |u,l est convergente, la <érie 
n=! 


N un l'est aussi (absolument). 
nel 

. Règle de Leibniz. Si u > 1: > 03> ...> 0 et v, — 0 lorsque nr —+ 0, 
la série alternée 


Uy — Ve + Va — Va FT... 
est convergente. 
8. Le rayon de convergence d'une série entivre 


A+ ar+am +... 
est déterminé par la formule 
an 


I= lim 


n — 


? 
An+] 


si cette dernière a un sens. 
9. Série de Maclaurin: 


(n 
= O+f 024 La 4. Qt, 
10. Développement des fonctions fondamentales en séries entières 
a) FRE (lzxt 1); 
b) In (a) Et Haye Et (ir < ir 
3 o n 1 
©) masi ET eos + (rl < 1» 


À) a EE. (let < + oo); 


xs z° 


9 sine ph HA (let < 00) 


2 1 8. z27 | 
f) cos sat + rte HO (le < 00) 
g) (+2) =4+ mz FA +. 
D EE Le LP TON (xl < 1). 


11. Série de Taylor: 
(n) 
FD = 1 (e)+f" Co) (ea) + LL (2 a+. D an + 
12. Séries dans le domaine 


œ co O0 
À (un +iva)= D Un +i D Un- 


n=! n=! Non 


638 ANNEXES 


13. Convergence absolue des séries à termes complexes. Si la série 


O0 oo 

an , * PR TN A 
N'iuntint= N Vui+r 
n=| n=! 


XX 
est convergente, la série N° (u,+iv,) l’est aussi (absolument). 
n=} 
14. Formules d'Euler: 
eix = cosr + isins, e-i* — COS x — i sin x. 


15. Le développement en série trigonométrique de Fourier d’uneffonction 
continue par morceaux f (x) de période 21 est de la forme 


fa=R+ S (an cos + bn Sin _ ] ; (1) 


n=1! 


où 


T_ dx (n=0; 1; 2,::.6), 


+ 


de. (n=1,2,.;:) 


te Los de Fourier de la pe { (x)). 
Pour une fonction f (x) de période 2x on a 


f(z)=-2 + S\ (an cos nz+ bnsin az), 
n=! 


où 
+ 


ln 141 (,,, fcosnz ” 
=—+— | RER RE Mdr (n=0, 1, 2, ...). 


Aux points de discontinuité de la fonction f (x) la somme de la série (1) 
a pour valeur 


S (= + 1 (e—0)+f (z+ 0]. 


16. Si une fonction f (x) de période 21 est paire, 


fa=R + > An COS = : 


n=!| 


l 
9 
an =T { f (z) cos Te dr (n=0, 1,2. .:.). 
0 
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Si une fonction f (x) de période 21 est impaire 


fu)= Y bnsin €, 
n=|! 
où 
Re - 
bn = | f (x) sin = dx (n=1, 2, ...). 
n 


IX. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
1. Une équation différentielle à variables séparées 
X (1 Ÿ () de + Xi (e) Yi () dy = 0 
a pour intégrale générale 
X (z) | Y1 (y) 
ART EN dy=C. 1 
[rer] à ” 


Les solutions singulières, non comprises dans l'intégrale (1), se déterminent 
à partir des équations 


X1(2=0 et Y (y) = 0. 
2. Une équation différentielle homogène du premier ordre 
P (x, y)dz + Q (x, y) dy = 0, 


où P (x, y) et © (x, y) sont des fonctions homogènes continues de même degré, 
s'intègre à l’aide de la substitution 


y — ut 
(u étant une nouvelle fonction). 
3. Une équation différentielle linéaire du premier ordre 


a(r)y +b(ry+c(r) =0 
peut être résolue à l’aide de la substitution 
y = uv. 
4. Cas intégrables des équations différentielles du second ordre: 


a) si 
y = f(x), 
la solution générale est 


y= | az | f(æ)dr+ Cir+C:: 


b) si 
y" = f (y), 
l'intégrale générale est 


= 
1Æ | f (y) dy +C; 


y" = f (y”) 


= +(z+ C2), 


c) si 
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l'intégrale générale de l'équation peut être trouvée à partir de la relation 


® dp 
DR RE 
IT SN 
Où y — p. 
5. Cas d'abaissement de l’ordre des équations différentielles du second ordre; 
a) si 


UM Sas Î (x, y'), 
alors, en posant y’ — p. on obtient 
d 
= j (2. p); 
b) si 
y" = f (y; y), 
alors, en posant y’ = p, on a 


= P}e 


6. La solution générale d'une équation différentielle linéaire homogène 
du second ordre 
y +p()y +qa()y=0 
est do la forme 
y = Ciÿa + Coÿss 


Où y, ct y, sont des solutions particulières linéairement indépendantes. 
7. La solution générale d'une équation différentielle linéaire non homogène 
du second ordre 


y +PG)y +a(G)y= f(x) 
est de la forme L 
y=y+=s 
où y est la solution générale de l'équation sans second membre associée et : une 
solution particulière de l'équation avec second membre donnée. 


8. Tableau 1 


Forme générale des solutions de l’équation homogène y” + py' +qy=0 
(p et q étant constants) suivant les racines de l’équation caractéristique 


k:+ pk+q—0 


O à: 
n d'or- Nature des racines A1 et + de : 
dre l'équation caractéristique Forme de la solution générale 
I Les racines k, et k. sont réel- k k 
les et distinctes y= Cje“iT + Ce"? 
IT Les racines sont égales : . 
ki =k: y=(Ci+ Car) et 
TITI Les racines sont complexes : 
et y—=e%(C, cos Br+C, sin Br) 


ko = à — if 
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Tableau 2? 
Nature de la solution particulière z d’une équation 


non homogène y”<+ py'+qy=f (x) (p et q étant constants) 
suivant le second membre f (x) 


O dore 
de der Le vin Solution particulière 


f(z)= ae" 1) mi+pm+gq-# 0, | z—4emx, 
(a, m constants) 2) m +pm+qg—=0 z= Aremx 


z= Az3emx 


II dre COS © x + 1) p?+(q— 0°)? - 0,| z= A cos © z+ 


N'sin oz +B sinwz, 
(M, N, © constants, z2= 27 (4 cos © x + 
te) 


Æ 0) +Bsinoz) 


I | f()=ar#+brte : 0, s=A42+Br+C, 
(a, b, c constants) z=z(Azi+ Br+cC) 


A, B, C sont des coefficients constants indéterminés. 


X. INTÉGRALES CURVILIGNES 


1. L'intégrale curviligne de première espèce d’une fonction continue f (x, 


prise sur une courbe lisse par morceaux K:r=xz(t), y=y(t) (tEla, a 
a pour valeur 
B 
À fe pas= | fe), v@) Vr TO ET 0 dt |. (1) 
XK & 


Si la courbe X est donnée par l'équation y = y (z) (a& x<b),ona 
b 
fre nas | ft v@) VTT dr. 
K a 
On définit de même une intégrale curviligne de première espèce dans le cas 


d’une courbe KX de l'espace. 


Si f (x, y) est la densité linéaire de la courbe K, l'intégrale (1) représente 
la masse de la courbe X 


2. L'intégrale curviligne de deuxième a tn de deux fonctions continues 
X (zx, y), Y (zx, y) prise le long d’un chemin lisse par morceaux K: zx = zx (t), 


41—0131 
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= y(t) (1€ [x«, B]) est donnée par la formule 


B 
| X (x, y)dz+Y (x, y) ay= | LX (x (@), y) z (+ Y (zx, y) y'(#)]dt. (2) 
K 


[e 4 


Si le chemin X est donné par l'équation y = y (x) (z € [a, b]), alors 
b 

Î Xe Dasty(e pays [IX v@)+Y( vG@)1 tnd2. 
K a 


On définit de même l'intégrale curviligne de deuxième espèce pour une 


courbe X de l'espace. 
Physiquement, l'intégrale (2) représente le travail d’une force variable F = 


={X (z, y); Y (z, y)}le long du chemin K. 
3. Si la condition 


X (x y)dz + Y (x, y) dy = dU (x, y) 
est satisfaite, l'intégrale (2) est indépendante du chemin d'intégration X et 


Es Un = U (ze, Ye) —U (Zi Yi, (8) 


| Xe mDastY(e pdy=u(, n|Érin= 

X 
où (z;, 41) est le point de départ et (x;,, y.) est le point d'arrivée du chemin d’in- 
tégration. 


; Physiquement, l'intégrale (3) représente le travail d’une force de potentiel 
(z, y). 


XI. INTÉGRALES DOUBLES ET TRIPLES 


1. On appelle intégrale double d’une fonction f (x, y) étendue à un domai- 
ne S le nombre 


fÜree mas=tim X jte, vo ass, (1) 
S im! 


où (zy, y) € ASy (= 1, 2, ..., n) et d est le diamètre maximal des régions 
partielles AS:. 

Si f(z, y) > 0, l'intégrale (1) représente géométriquement le volume d'un 
cylindroïde droit construit sur la base S et limité à la partie supérieure par une 
surface z = f (x, y). 

2. Si le domaine d'intégration S est standard par rapport à l'axe Oy et est 
défini par les inégalités a << r< b,.y1 (x) << y < ya (x), où y1 (x), y2 (x) sont des 
fonctions continues, l’intégrale double d'une fonction continue f (x, y) s'exprime 
en coordonnées cartésiennes rectangulaires par la formule 


| [rte nara= æ |; (z, y) dy. 
S a Vi(x) 


3. L'intégrale double en coordonnées polaires et r, où 
z=rcos®q®,, _ y=r sin, 
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est de la forme 
l3 1(x, pas= | À f(rcosp, rsin q)r ddr. 
S S 


Si le domaine d'intégration S est défini par les inégalités a< q< B, 
n (P<r<r:(p), on a 


B ra(®) 
| | 1 (z, nas= | d® | rf(rcosp, r sin q)dr. 
8 œ ra(®) 


4. Sip = f(x, y) est la densité superficielle d’une plaquette S, la masse 
de la plaquette a pour expression} 


m=( (pt mas= | (pas ay (2) 
S S 


(signification physique de l'intégrale double). En particulier, pour p — 1 on 
obtient la formule donnant la surface de la plaquette: d 


S= ï\ dS = | | dz dy. 


5. Les moments statiques par rapport aux axes de coordonnées Oz et Oy 
de la plaquette S s'expriment par les intégrales 


Sx= | |oyas. Sy= | [ezas, 
S S 


où p = f (x, y) est la densité superficielle de la plaquette S. 
coord 


6. Les onnées du centre de gravité d'une plaquette S s'expriment 
par les formules 


Sy S + 
Les Jos (3) 
où m est la masse de la paquente (v. (2)). 
Pour une plaquette homogène, dans les formules (2) et (3) on peut poser 


7. Les moments d'inertie, par rapport aux axes de coordonnées Oz et Oy, 
d'une plaquette S s'expriment par les intégrales 


I: = | | py° dS, 1= | | pz3 dS, 
S 8 
où p = p (zx, y) est la densité superficielle de la plaquette. 


8. On appelle intégrale triple d'une fonction f (x, y, z) étendue à un do- 
maine Ÿ, le nombre 


| | | f(x, y, 2) PP S f(zi, ya, 22) AVa, (4) 
v i=1 


OÙ (Zÿ» Yir 24) € AV (i = 1, 2, ..., n) et d est le diamètre maximal des domai- 
nes partiels AV:. 


aie 
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Si f (z, y, 2) est la densité au point (x, y, z), l'intégrale triple (4) représente 
Ja masse qui remplit le volume Y. 
9. Le volume Ÿ d’un corps a pour expression 


a À | de : À dr dude 


10. Si le domaine d'intégration V est défini par les inégalités a< z< b, 
Yi (<< Y< Ya (2), 2 (er, D 2 2a (2, y), OÙ ya (x), 23 (x, y) ( = 1, 2) sont 
des fonctions continues, l’intégrale triple d'une fonction continue f (x, y, z) 
peut être calculée en coordonnées rectangulaires par la formule 


Ua(X)  Za(xX, y) 


| { f(x, y, dérives | dr | dy | f(x, y, =) dz. 
LS a V1(x)  Z1(xX, y) 


XII. THÉORIE DES PROBABILITÉS 


1. La somme (réunion) de deux événements 4 et B 
A+B=A1LB 
est un événement qui se réalise si, et seulement si, est réalisé au moins l’un des 


événements À et B. 
2. Le produit (intersection) de deux événements 4 et B 


AB=A/fNB 
est un événement qui se réalise lorsqu'à la fois les événements À et B sont réa- 


lisés. 
3. La probabilité (au sens classique) d'un événement 


P(4= = (0<P(4)<1) 


est le quotient du nombre m de toutes les issues élémentaires favorables à l’évé- 
nement À par le nombre n des résultats élémentaires, les seuls possibles, tous 
les événements élémentaires ayant la même chance de se produire. 

4. Probabilité d'un événement contraire 


P(4A)=1—P (4). 
5. Principe des probabilités totales de deux événements incompatibles À et B: 
P(A+B)=P(4) + P (B). 
Dans le cas général 
P(A+B)=P(A) + P(B) — P (4B). 
6. Principe des probabilités composées : 
P (AB) = P (4) PA (B), 


où PA (B) est la probabilité conditionnelle correspondante de l’événement B. 
Si les événements À et B sont indépendants, 


P (AB) = P (4)-P (B). 
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7. Formule des probabilités totales : 


n 
P(4)= Ÿ P(H5 Py, (4), 
i= 
OÙ 1, Ha, - - +, H, forment un système complet d'hypothèses : 
n ñn 
A= N H;4, H;jHj=0O pouri-£j, N P(H;)=1. 
i=l i=!| 


8 Formule de Bayes: 


P (H5) Py, (4) 
PA (45) = ——"Î—— 
© P(Hÿ Py,(4) 
J=! 
(Gi = 1, 2, ..., n), où H,, H2, ..., H, forment un système complet d'hypothè- 


7] 


‘9. Formules fondamentales de l'analyse combinatoire : 
a) nombre d'arrangements de nr éléments pris m à m: 


AR=n(n—1) .. En (m1: 


b) nombre de permutations de n éléments: A% = n!; 
c) nombre de combinaisons de n éléments pris m à m: 


_n(n—1)...{[n—{(m—1)] n! 
Ch = m! 7 ml(n—m)l 


10. Formule du binôme de Newton : 
(+ P} = + Char ip+ Chan ep +... + pr. 


11. Loi de répartition binomiale : dans les conditions du processus de Ber- 
noulli, la probabilité de réalisation d'un événement 4 exactement m fois dans n 
epreuves (0< m< n) est 

n! rs 
ml (n—m)! P 


où P (4) = p (P (A) = g = 4 — p)est la probabilité de À dans une seule 
épreuve. 
12. Formule de Laplace locale : 


Pa (m)= CR pra" = que, 


{ mea 
Pam) Æie——————e 
mn} V 2anpq 
Î 
(v. 11), où 0 < p < 1, = À — p,t = (npq) * (m — np) 


13. Formule de Laplace intégrale : 
P(m <m<m;)= En) — Do (rm) 


où 
1 


1 x 
= (mp9) (nn, = (ea. 
0 


V 2x 
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14. Formule”de Poisson: 


P or -h 
n(m ere (2 


où p—=np ct la probabilité p est faible. 
15. Espérance mathématique d'une variable aléatoire discrète X = 
ñn 


== (71, Los Zn} où pi= P(X=7x;) (i=1, 2, ..., n), hà pi =1, est 
i=1 


n 
M(X)= Ÿ zipi. 
im 
Propriétés essentielles : 
1)M(C=C\; 
2) M(X+Y)=M(X)+ M (F); 
3 M(X—Y)=M(X)— M (T): 
4) M (CX) = CM (X); 
5) M (XY) = M (X) M (Y) 
X et Y sont indépendantes). 
16. Variance d’une variable aléatoire discrète X : 
D = M{{X — M (X)P} = M (X?) — [M (X)F. 

Propriétés essentielles : 
14) D (C) = 0; 
2) D(X +Y) = D (X) + D (Y) (X et Y sont indépendantes); 
3) D (CX) = C?D (X). 


17. Nombre de répétitions d'un événement À obéissant à la loi binomiale 
dans n épreuves: 


1) P(X = m) = Crpmqn-m (m = 0, 1, 2, ..., n), 
où p= P(4), q = P (4); 
2) M (X) = np; 3) D (X) = np. 
18. Pour une variable aléatoire continue X on a 
a) fonction de répartition 
x 
D(I=P(—H<X <= | pdt 


(— 00 << z < +00), où p (zx) est la densité de probabilité; 
b) espérance mathématique 


+0 
M(X)= | spts)ds 
c) variance 
+oo 
D(X)= | &—M(XEq(én  » 
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19. Densité de probabilité d'une variable aléatoire X obéissant à la loi 


de répartition normale : 
(xx)? 
7 20 


1 
LAS 7H , 


où z,= M (X), 6= Y D(X). 
Dans ce cas 


P(agr<t=0 (—%)-0 (1%), 


où ®, (x) (v. 13) est l'intégrale de probabilité standard. 


RÉPONSES 


Chapitre I 


2. (0, 0), (40, 0), (5, 5 V3). 3. a) M (1, —2); b) M (—1, 2); c) M (2, 1): 
d) M(—2, —1). 4. A4,(8, 4); B:1(11, 3). 5. z,—6, yi—0; z—=0, ys=0. 


1.4 10 = 1 
6. c(2+, +). 7. B(&, 5). 8. = V2. 9. (4, 3. 10. N(13. 1). 
11. zy=zotih, yi=votik (i=1, 2, ..., n—1), où = et k— 


= . 12. 12. 14. y 10; yo —5. 15. 15 ha. 


Chapitre II 


1. y = FH Peu —2z. 2. 5x + y + 2 = 0. 3. Circonférence : r? + y? = 4. 
4. a) Ensemble des axes de coordonnées; b) origine des coordonnées (0, 0); 
c) deux droites parallèles à l'axe Oy, situées de part et d'autre de cet axe à une 
distance égale à l’unité; d) deux droites parallèles à l’axe Oz et situées de 1 et 2 
de cet axe; e) ensemble de la bissectrice des I et III quadrants et de l’axe Oy. 
6. Les points À et B sont situés sur la courbe; les points C, D et E ne sont 
as situés sur la courbe. 
7. (0, 2); (—1, 0); (2, 0). 8. (2, 2) et (—2, —2). 


Chapitre III 
2. y= 0; y = 2V 3; yu= V3G+5); y = — 3 (zx — 5). 3. z—3y + 
+ 9—= 0, 3z + y — 13 = 0. 4. 12x + 8y — 15 = 0. 5. x + 2y = 0. 6. 7z — 


—9y—1=0:; V53. 7. 7z + 8y — 11 = 0; = 8. 6z + Sy — 56 = 0. 
9.z+y—7—= 0.10. y = 0,1r — 5; 25 m; 150 m. 11. a) x — 305, y = 215; 
b) il n’y a pas de point d'intersection: les droites sont parallèles: c) z = t, 

= 21, où t est arbitraire : les droites sont confondues. 12. y = x. 13. (—4, 0). 


14. 2, = en , OÙ k=tga et k;—=tg B. 15. (51). 16. 
13. 17. 2: À: 0. 18. 6,4. 19. 7. 20. 8x — 6y — 15 = 0, 8x — 6y + 25 = 0. 


21. ru et y — 


LE 
24 
Chapitre IV 
1. 8) C(—4, 0); R=5; D) + y 27; ©) 224 pr y+ RO; d) 224 


Ly2—4rz—8y+7—=0. 2 5r7—7y4+13—0; _ V 74. 3. x—y—1=0. 4 a= 
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= 1 _ z® y? 

— — = 2 Me — “ - —— —— = |. 

=2 V2, b=2, c=2, F(2, 0), F'(—2, 0), e 75" à) + =; 
COTE TE 2, 7 =. Rad 

b) LUS " 1007 3% 1 6. z a=2, à N: 
LA Pur e z y — —— 

F(5,0), F(—5,0),e=125 b) Let 8. Var 0: 
Z. 10. FiFe=5 V2. 11. +z+y=10. 12. 2. 13. y®=20r. 14. (0, 1); y= 


2 
— —4. 15. 7,5 cm du sommet. 16. 24. 17. y=i+—. 18. y1—27?, z1— 
=1—2, Y\=y+3; 0: (2, —3). 19. Yi= —7;, Z,=17—2, Y1=y— À; O; (2, 1)- 
20. y?=x,, Ti=z——+, Yy=y——+; O, Zz5): 21. h, —=9 m. 


& 2 
Chapitre V 
2. A(5,0); B(3V 2, 3 V2); C(0, 2; D(—2V2, —2V 2). 4 a) p— 


= sec p; b) p= —2 cosec p; c) p=— et pi ; d) = arctg 2 et p=x+ 


HLarctg 2; e) p—=sec CASE f) Pp = 5. 5. P= to “À z?+yt= ar; 


circonférence de centre C (5 5 ? 0) et de rayon R=lel, 7. y?=2r +1 (pa- 


rabole). 8. += (ellipse). 9. SH: (hyperbole). 10. y?=— 167 
(parabole). 11. 505; (—305, — 405). 


Chapitre VI 


Ly=be (1) (OSz<h). 2 a) z>2; b)Iz|l>i;: D 0<zr<i; 

d) z> —1. 3. f(0)=2, f(1)=0, f(2)=0, [(G)=2 f(—z)=12+3r+2, 
— 2 

1 f(ati)= zx. à —1,25. 5. y—2r— 10. 6. f(:)= 


Z z° 


= 28. 7. lt Ge po (=. 8/15 Ge ff LS = 


= 5 b)z=ÿ1—y5, z—2Arcsiny. 11. r,=—1,88; r,—0,35; 


Zs—= 1,93. 12. 4,49. 13. 1,8796; 0,6928. 


9. a) x = 


Chapitre VII 
1, à) —3<r<—1; b) —o<r<0, 6£<xz< +o; dT<z<i, 1 < 


<r<i; a d) —2<r<—1, 1<r<2. 2 0,4%. 3 Deux. 4. a) 0; b) 1: 
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b) 2, 6. 0. 7. 5. 8. L. 9. cosa. 10. 2.11. lim z, — 
a—0 


12 : 2 


=; lim r,—00. 13. 1. 14. 0. 15. e-1. 16. e3. 17. e-2. 18. e-1. 


a—0 
Chapitre VIII 
1. Az—90; Ay=i. 5. —1, —2, —3. 6. ++ (n=0,+1, +92, .….). 
7. 0, +1, +2,... 8. 3. 9. J 10. 2. 11. a) z = 0: point de discontinuité de 


première espèce ; b) x = 1: point de discontinuité de première espèce ; c) x = 0: 
point de discontinuité de seconde espèce. 


Chapitre X 
1. a) y'=62z—1; b) f'(x) = — 2/z3, f'(1) = —2, f'’(—10)—0,002 


I 2 1 
2. y =—— y =  _ ® Pa à 3. f=rz——, 4. = —, 9. 1 —— 
yes We gas de Do nt 0er + 
=6172— 21. 6. y'—(3r+1)/2 V7. 7. y" = zx cosz + 2rsinz. 8. y’ — 
: , _ _2(1+ 2) , 2 
__ — 22 x EEE o SR nee er-un e "= ° 
2z/(1+ 2}. 9. y Az 10. y Gin z-Loosaÿs 11. y’=sin 2r 
12. y'—=2z cos r°. 13. a sinzcos=, 14. jen asu _ 15. y’=— 
4 2° 2 2e 
… z ETS. ,_ 21nz =. à ju 
Vis: 16. y 7 glnz * 17. y nn ce 18. y ee 19. y = 
= | 20. y'=nzt-l+nxIinn. 21. y'— —2re"**, 22 ee M 23. y'= 
Sinz MS EE 9 ou 
1 1 | 1 
= —— . 2 = ——— si |z|>1. 25 y=— ——, 
VA—7! . Iz| Vr—1 LA dl x3 +1 
, ___ 16 cos 2x ÿ ST — 1 LT 
26. y Sin° 27 ° 27. y Titi: 28. y TVirs 29. y =V1-7z . 
=. À , _ 2z—y , _ E3—y y 
pus 1— 2 © LE z—2y Hot z— y © 33. a) y —y—1 


, , b , , 
D) y" = —3. 34. a) y, — ne cotgt; b) y, = + ext. c) y.—=-1.35. a) y°"= 


= (413—2)e" ©; b) y= —4sin2z. 36. y°——1/22, 37. y°—(12—4r+ 02) ee, 

38. f (0) =—1, f’ (0) =0, f” (0) = —9. 39. a) y— 12rz—16; b)y=7n— x; c) z—4y+ 
3 

+8—0. 40. 2e +=. 4. y—= 4 (20— 7). 42. a) y——7; b) 4r+ 


+y—36—0; c) 4z+3y=0. 43. 407 mi/s. 44. = 0,8 m/s. 45. v—=a+Bt, j =$. 
‘46. v—1— cost; j =sint. 


Chapitre XI 
3. ]— oo, 2, 12, + oof. 4. ]— 00, —11, ]—1, 1[, 1, + oo[. 5. ]— co, 1[, 1, + oof. 


6.1. 7.in. 8. L, 9.2. 410.0. 11. 0. 12.2. 13.2. 44. 1/2.15.1. 
6 2 3 É14 14 
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16. 1/e. 17. 1. 18. z = a/2, y = a?/4 (max). 19. z = 1, D = 1/3 (max); r = 3, 
= —1 (min). 20. z = 1, y = 1 (max); z = —1, y — —1 (min). 21. z = 1/2, 
y = 3/2 (max). 22. z — 1/2, y — 1/2e (max). 23. Côtés du rectangle: a V 2 et 
a V 2/2. 24. a V 2, b V 2. 25. Hauteur du cône — 4a/3. 26. a/6, 2a/3, 2a/3. 

27. z — 1/3, y = 2/27. 
28. Domaine de définition : — 00 << zx << +00; lim dy = + 00, lim y = —0o. 


X— +00 


Xx— 
La’ fonction est impaire. Pas de points de discontinuité. Points de rencontre 


avec les axes de coordonnées: (— V3, 0), (0, 0) et (W3, 0). Points d'extrémum: 
Ymin — —2 pour z = —1Â et Ymax = 2 pour z = 1. Point d'inflexion: (0, O). 
29. Domaine de définition: —00 << z << + lim : ue . y = = + o0. 


La fonction est non négative. Pas de points de discontinuité. Zéros de a fonction : 
z = 0et re = 2. Points d'extrémum: min = 0 pour zx = 0et x — 2; Yymax = 


= 1 pour x = 1. Points d'inflexion: (1— _. À) ot ] et (1+ V3 +). 
30. Domaine de définition: —o0 << z << +oo; lim y — lim” y = 1. La 


X— — 0 X—++o 
fonction est paire. Pas de points de discontinuité. Zéro de la fonction: z = 0. 
Point d'extrémum: ymin = O0 pour z—0. Point d'inflexion: (+ 73° +) è 


31." Domaine de définition : — 00 << r < 0et0 < x < Tes lim y = —o, 


lim y — — 00, lim y = —+oo, lim y — +00. La fonction est ‘impaire. Point 
xz——0 +0 X—+oo 


de discontinuité : x = 0. Pas de zéros; la fonction est négative pour x < 0 et 
positive pour x > 0. Points d'extrémum : Ymax = —2 pOur z — —1 et Ymin — 
= 2 pour x = 1. Pas de points d'inflexion; concavitéf: vers le bas pour r < 0et 
vers le haut pour x > 0. 


32. Domaine de définition: — 00 << z << —1 et —1 < zx << +00; lim y = 


X— — 0 


= 1, lim y = +o, lim 4 = —, lim y = 1. Point de discontinuité: z——1. 
x--1-0 xz——-1+0 X—+00 


Zéro de la fonction : x — 0. Pas de points d'extrémum; la fonction est croissante 
sur les intervalles ]—0co, —1[ et ]—1, col. Pas de points d’inflexion ; conca- 
vité: vers le haut pour x << —1 et vers le bas pour zx > —1. 
33. Domaine de définition: —o<r<—2, —2<r<2et 2<r< 
<+o; limy—0, lim y— —o, lim y = +oo, lim y = +, lim y = 
0 x--2-0 x—-2+0 x-2—0 x2+0 
= — 0, . y = 0. La fonction est paire. Points ‘de discontinuité: zx, = 


+00 
= —2 et PRE 2. Point d’extrémum : ymin = 2 pour z = 0. Pas de points d'in- 
flexion; concavité: vers le bas pour x << —2 et z > 2 et vers le haut pour 
—2<z<2. 

34. Domaine de définition: —o <z< 1; He ne (1) = 0. Pas 


de points de discontinuité. Zéros de la fonction : se = 0 et x, — 1; la fonction 
est négative pour zx < 0 et pos Ave pour z >> 0. Pas de points de discontinuité. 


Points d’extrémum: max = g Vs = 0,38 pour z = 2/3 et ymin — 0 (extré- 


mum de bord) pour z = 1. pas de points d'’inflexion; concavité: vers le bas. 
35. Domaine de définition: 0<zr< 1; lim + eu = +o, y (1) = 0. Point 


de discontinuité : x = 0. Zéro de la fonction: = = 4 la fonction est non néga- 
tive. La fonction est décroissante; le minimum limite : y = 0 pour x = fi. 


ES 


Point d'inflexion : 
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36. La fonction est périodique de période 21; y (0) = y(2x)—1. Pas de 


à pre de : T (EL : 
points de discontinuité. Zéros de la fonction: = et T2 —7—. Points 


d'extrémum: Ymax = V2pourr=-2 et Ymin= — V2? pour = . Points 


4 
d'inflexion: (+ : 0) et (+ : o) ë 
37. Domaine de définition: 0 z < +oo; lim y = 0 et lim y = + 00. 


X—+ X— +00 
Point de discontinuité non essentielle: z — 0. Zéro de la fonction: zx — 1; la 
fonction est négative pour 0 << x << 1 et positive pour À < zx << +o. Point 


d'extrémum: Ymin = — + æ—0,37 pour z = 1/e. Pas de points d’inflexion; 


concavité: vers le haut. 

Indication. — On démontre à l’aide de la règle de L'Hospital que lorsque 
N —+ + 00, le nombre NW croît plus lentement que son logarithme népérien, 
c'est-à-dire que 


1n N 
lim =(. 
N—+o 
Par suite, 
—im+ 
lim y=—= lim zlnz= lim a 9 
X—+0 x—+0 X— +0 
z 
38. Domaine de définition: — 00 << z << +oo; lim y = —oo, lim y «= 0. 


X— — co X — +00 
Pas de points de discontinuité. Zéro de la fonction : z—0; la fonction est néga- 


tive pour r << 0 et positive pour x => 0. Point d’extrémum : ymax = — 0,37 


9 
pour x = 1. Point d'’inflexion (2, +) , où + = 0,27. 


Indication.— Pour trouver lim y on peut se servir de l’indication précé- 
X— +00 
dente. A savoir ; 


lim y— lim re-*== lim = lim Re 6; 
x— +00 X— +00 X— + 00 X— +00 e 
39. Domaine de définition: —co << z< +oo; lim y = —o, lim y = 


X— — 00 X— + 00 
= “+ 00. La fonction est impaire. Pas de points de discontinuité. Zéro de la fonc- 
tion: z — 0; la fonction est négative pour x << 0 et positive pour z > 0. Pas 
de points d’extrémum; la fonction est croissante. Point d'inflexion: (0, O0); 
concavité: vers le haut pour z << 0 et vers le bas pour z > 0. 


Chapitre XII 


1. dy = 6x dr. 2. dy = xcosxdz. 3. dy = En de. 4. dy — 


ee dy = €. 6. dy = 2r dx = 2(2— ++ #°) (—1+ 21) dt. 


o 
L 


V 
4. a) Ay = 4, dy = 2; b) Ay = 0,211, dy = 0,2. 8. 30,301 m ; 30 m°. 9. a) 0,983 ; 
b) 0,495 ; c) 0,795. 10. Ay— 0,07. 11. dy — —2re-xdz; dy (4x? —2)e -x"dr?. 
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Chapitre XIII 


x3 3r° 42 
1. 3 5 -+tr+0. 2. z—2ln|z 1—2+c. 3. — rs + ——— 7e — 
3 b?2x 2 (ab}* cos 32 sin 5x 
EE CE D TPS TARETTE in ab mu Poe 3 + 5 LÉ 
TA x 1 Var V3 
6. tgr—cotg r+cC. 7. —— arct = C. 8. —— In 
PE DE" x VE Et 2 V6 Prpile 


9, 7 arcsin (:y/ $)+c. 10. arcsin re (+ V/1+z)+C. 11. —r+ 
Htgr+C. 12 in ({+z’)+C. 13. —< V2—37+0C. 14. (245) 


CHE —12+C. 17 z+ 


—In|1—z|+cC. 15 z—arctg r+0C. 16. Jin 


LS 
2— 


LC. 19. In | +e 20, à + 


Lin (A{+z)+C. 18. + in 


4 . 1 1 1 
+5 sin 10r+C. 21. 16 COS 8x + — 5 — cos 6r+C. 22. Lsin2z+ + sin 8r+cC. 


5 3 
23. + (r—1)° + (21) 2 4C. 24. 2V r—2n(1+yz)+c. 


25. + C. 26. z—In(1+2e*)+C. 27. zarctgz— In (i + zx?) + C. 


7 
In z 


28. ins +C. 29 —zxcosr+sinz+C. 30. (r—1) ex +C.31. —. 


1 : 1 
——+c. 32. (x°—2r+2)er+C. 33 —— 7 arctg OÆ )+c. 34. 2y 10 * 


zV5—V2 4 z+1 2 2r +1 
x In Ve |+c. 39. TZ arcig p) +C. 36. —— 5 arctg V3 + C. 
1 27—3— VS 1 z—1 |r+51s 
ST En ic 38. Hnf|+c 39. PET CES + C. 


40. z—21n|z+4z+5 | +3arctg(z+2)+C. 41. + (2r—3)'+C. a. Ex 


X VG+DS —4 Vz+iLC. 43. arcsin Æ LC. 44. In|z+y23—2]+c. 


45. 1n ++ Va +-C. 46. arcsin 7 LC 47 Inlz +2+ 
LVAEAESI4+C. 48 — + cost z+C. 49. _ re sin 4z + C. 
| 3 ; 1 z 
— PAS e 3 nue Pr ns C1 SA — 
D. cos z+ z cos z+C. 91. 5 z+ z Sin 2x + 39 sin 4r+C. 52. 5 cos a 


—T sin (2:+ a)+C. 53. gt tr + C. 54. —(12+974+2)—ex + C. 
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99. (12° +3)eX+C. 56. — = cos 22 + + Sin 2: +C. 517. CE (sin 3r— 
2 
—2cos3r)+C. 58. + né _ arccotgr+C. 59. r(In?z—2Inr+2)+c. 


60. z arcsin x+ W 1— 72 +C. 


Chapitre XIV 


1. 2.2. 0,2. 3. 1.4. 4,5.5. a) eV; b) —e**. 6. 13/6. 7. a) —x; b) —e”t. 
8. a) n; b) s/2. 10. a) 1; b) 23/3; c) 27/8 V3. 


Chapitre XV 
à > … 4 , 8 16 4 
L: 3° 2. a? 1n2. 3. 3° 4. xa°. 5. 1. 6. 3 s da 3 . 8. 2 In2 = 0,56. 
64 + TU 52 1, :: ta 
9. ES 10. 3 na?. 11. ER 12. 7 . Z 


16. — Vi m2. 17. 8a. 18. _ [AB+ ab + (4 + a)(B+b)]. 19. 4r1R3/3. 
20. 16x1/15. 21. 12/2. 22. 2n. 23. 64x1/15. 24. na’h/2. 25. 21. 26. 25 m; 2,5 m/s. 
27. 25 calories. 28. 2ql/x. 29. = 17 400 J. 30. 2a3/3. 
Chapitre XVI 
1. 2— + (1 + i V3). 2. a) Bande verticale; b) demi-plan:; c) angle ; 


d) intérieur d’un cercle Due 3. L’ de du domaine est un triangle curvili- 
gne limité par les courbes: 1? = 4 (1 — u), & = 4 (1 + u), v = 0 (w = u+ iv). 


Chapitre XVII 


1. a) 1: b) 1.2. x — 280; y — —310. 3. 1)z = 1, y — 1 —1t(—o0 <t< 

< + 00) pour & = 2; 2) pas de solutions pour & -- 2. 4. r = (5 — 3c)/(25 + a), 

y = 16/(25 + a) si «a  —25; pour a = —25 les droites sont p es. 5. 

en = 23t, z = 6! (— oo <t1<+o); 9, y = 23, z = 6 pour 

t = 1 6. à) 0: b)12;c)2#.7. x = —Î1,2x = 2. 8. D = » D; = 14, D,, = 

= —84, D, = 70; TT; y = —À, 2=—. 9. z = 171, y = 2t, z = —7t 

(— 00 <t<+oo). 10. z = 0, y= 0, z=0 pour aÆ0; z—=t, y = —1t, 

= —t (—oo <t <+Ho) pour a = 0. 11. 2 = 55/127 & 0,4331, zx, = 

= —248/127 = € 19528, zs — —183/127 = —1,4403, zx, = —70/127(= 
= —0,5512. 

Chapitre XVIII 

Ed an EL to _#r 

1. a=); LE ne B=-—, V= Ze 2 F=10; la = 2 .B=0,Y— 5 * 

3. - 4. 20. F5. S—8 V3; cos P=+ sin p=+ V 3.6. Non coplanaires. 
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Chapitre XIX 


1. a) Ensemble des plans de coordonnées Oyz et Ozz; b) ensemble du plan 
de coordonnées Ozy et du bissecteur du dièdre que font les plans de coordonnées 
Ozz et Oyz; c) deux plans parallèles y = —2 et y = 1; d) cylindre parabolique; 
e) droite parallèle à l'axe Oz; f) plan de coordonnées Oyz; g) axe Oz; h) point 


0 (0, 0, 0). 2. p = 4; & = 60°, B = 120°, y = 45.8. += 1. 4. z= 3. 


5.124,31. 6. 60°, 120°, 15°. 7. {0, ——.. o) . (—1/3, 0, —2/3) ; (0, —1/2, 0). 


8. D+p+ä— Ar + 4y—2:= 0.9.z = R cos a cos ,ÿ= R cos à sin p, 
z— Rsina. 10. a=2,b = V 2,c=— 2/V 3.11.3 V3, 3. 


(9: 200 te. SM se hi 5 ArCCOS ——— ; z?+ y? = a? 
—asint, a COS to b V ait 
= a cos + , ÿy=a sin, 
Chapitre XX 


‘. a) Bande | y | 1; b) extérieur du cercle r?+y?>1; c) demi-plan 
z+y>0. 2. a) Droites parallèles; b) droites passant par l’origine des coor- 
données, cette dernière étant exclue; c) hyperboles dont les axes coïncident 
avec les axes de coordonnées Oz et Oy; d) Pos d’axe commun Oy. 


3. a) Plans parallèles; b) cylindres circulaires d’axe commun Oz. 4. a) du=— 
y dr— zx dy 


—=2 [(z—y) dr—(rz+y) dy]; b) du #W# Es) ; c) du = ©", 
TZ 21yl V'zy 
G?+ 7) 
ou | 1 3 1 3 
5. T° cos Œ—Sin œ; 2; V3: —1; V3 — 2; T5: 4: EF 2: 
| grad u (Mo) 1 = V3. 6. | grad u (4) + 50,5 /km. 7. a) 26 — HSE 
à | 0x? 4 V'sinsz . 
Ou 1 Ou sr, du G du Eu sy Su 1 
Oz0y y * 0ÿ® y?" Or ‘y ‘ 02 =  Ordy 2 * 
u 2% Au 25, Qu A Ou 2 
0x 9z 23 * 0y0z 23 Oz? (z+yt}? 0r0y  (r—Eyi} ? 
du _ 2(r—y?) . Ou 2 ou Ou 2y 


BG 0 GR pp oo Ur 
9. 24,8 N/dm3 + 2, 6N/dm®. 11. r—y—z—Y a. 12. Côtés du parallélépipède: 
2a 2a a à ue à 2r y 2 2r y 2 h 
—— , =, ——. 13. Côtés du parallélépipède: —, 1 _ 
V3" VS V3 ME DS Di. 
14. y—1498,77— 5,067. 15. 1 x 67 À. 16. minu—0=u(—0,6: —0,8); 

max u —10= u (0,6; 0,8). 


Chapitre XXI 


1. Divergente. 2. Divergente. 3. Convergente. 4. Convergente. 5. Diver- 
gente. 6. Convergente. 7. Convergente. 8. Convergente. 9. Divergente. 
10. Convergente. 11. Convergente. 12. Convergente. 13. Convergente. 14. Con- 
vergente. 45. Divergente. 16. Convergente. 17. —1 << r <1. 18. — 00 <z< 
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2 2 
oo. 19 zr—0. 2%. —1Sr<3 21. d=i+zlnat ES +... 
2 3 +4 5.6 
.. (— 00 << r +0). 22. sin? EP JL Hi . (— 00€ z<+ 00). 


23. Va et) (a ÈS (2 — 19 +... 0 < 2 < 2). 


24. 6e 17? Se (— © <r< + œ). 25. Indication. costr= 


2 3 5+6 
= (+608 22), coMr=1— _ + — + (— © <z< + 00). 


a : _  _— 
26. E rte... (i<r<i). 2 = 
1.3.5 


+5 SRE nt. .(—1<z<t1). 28. a) 1,849; b) 0,309; c) 1,037. 


=1++ x + 


, 
29. 0,5450. 30. f (x) Ra fo ue ne ne 


2 1 2 3 
: nr? cos r cos 2x cos 3r 
— .(—I<iz<n); b) AE EE + SE — ms) 


{—1r<I<N). 
Chapitre XXII 
3. y= is. &. à) z3+y2=C; b) zy=C; c) y—=Clnz; d) y=—2+Cex; 
©) y——In(C—ex). 5. a) yi—=2z2InCr;b) y—rel FOX, 6. = ( — {). 


3 
7. a) y= ++ Cr; b) z=Cev—(y+2y+2). 8 y—sinz. 9 r°+y—C. 


{ 


x—2 ‘ls 


10. y=e LE . 11. Qr=Q0" (+ . 12. 100 g. 13. y(2)—1,122; valeur 

exacte y(2)—=1+e-2=1,135. 14. y—C,+Cez—sinz. 15. y—=C,sin (r+0Ci). 
4 3 

16. y=Ci+ 17. du Fr 18. 9) y=i+z+se+ 


++. b) y=r + ar +... 19. yæ= Cie tCie2x, 20. y— 
< _ = 
EE 3 
=e%(C;cosz+C,;sinz)} 21. y—=e : (cu cos LE + sin Le). 
22.  . (Cy+Cerz). 23. y=2cos x—sinz. 24. y— Tes + Ciez + Ceres, 


25. y=+ sinz+Cicos2:+Cysin 2e. 26. RCE” Cie + 


ee To pie 
Ce. 27. y—=1+zr—ecosz. 28. z—Ce 2 cos (+ PAR + ci), 
OÙ qg—=k;/m, p—kslm et k;, kA sont des coefficients de proportionnalité. 
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Chapitre XXIII 
1. a) 3 V3/2: b) (2 V2—1)/3: c) nRS/4: d) a [(r 4-4) V2—8]. 2. =. 


9 
3. 1h. 4. r,=0, Y=— À. 5. si 42.6. 1, => a. 7. a) 16/15; 


b) 2x; c) 271. 8. —9/2. 9. a) —2; b) 0; c) 3/2; d) e?—1. 10. —27ab. 11. A = 


| ÉRRE 1 b 63 
= (a — bi). 12. (51). 13. In 2 14. D: 


Chapitre XXIV 
1. a) 3/20; b) (1—e-1}?; c) 1e 2. a) 4(21/ os b) 2/5; c) 2x. 


2x 2 I 2 
3.4) | de [na | à Are y) az; b) je fre ÿ) dy+ | dx 
0 0 0 + 0 | 
2x | 2—y { } Lx i 
x [renaud | ie mas o (ar | fe, pay | à x 
0 0 0 0 Û U 
1-72 ne 4 4 Vy 2 
x | ft mas à) | dr AUS pay= (ay | fu naro | ar x 
0 -2 xt 0 _yy ÿ 
V2x-x: 1 1+ Vip l V'y 
x | 1e na à JG, pas. 4 a) dy À fé nas 
— V2x-x 1  1-yT=r 0 y 
KE Le 
l in x 1 a-arc sin y EE I 
b far [i@undo (a À faudra) (ap | rsingx 
1 0 0 arc sin y Éd 0 
4 
| og d sin 
arctg 2 sec ç 4 COS? p 
X cos dr; b) | dy r® dr; C) | dq | rf {r (cos ® + 
-arctg— $ L 


+ sin ç)] dr. 6. a) L: b) — c) 2—V2In( + V2); d) 16/5. 7 a) 2x: 
b) n/4. 8. a) 1/3; b) (8n—4)/6; c) 88/105; d) 32/9; e) 2abc/3. 9. 1,=1,= 


+R. 10. z)—0, = + a. 11. 1/48. 12. 28/3. 


Chapitre XXV 
1. A+ A=A, AA=A, A+C=A, AC=A. 2. P(4)=2; P(B)=+ : P (CY=3 


3. > 790. 4. à) 2: b) 7. 5. a) 80 %;, b) Ææ 97%. 6. a) 0,992; b) 0,876; 


42—0131 
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32 , 80 .,, 80 ., 40 ,, 140 1 
c) 0,008. 8. Po gs Pa gg 5 Pa 57 à Pass à Pass Pi 57. 


9. > 31. 10. M—=1,31; D—0,0049; o —0,07. 12. D(z)=0 pour —oo<r<0; 
PH =T2 pour0O0<zr<i; D(D=E 2 pour 1<r<2; D(z)=1 pour 


2 
5 13 ; 
2<z<+0o; M(X)= 5; D(X)=7S. 18. (= 5; 
1 y O(X) — de & 0,581. 19. = 0,384. 16. Le nombre de paquets stan- 


[= 


M (X)=0; D(X) = 


3 
dards doit être près de 9540. 
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abscisse, 345. 
accroissement partiel 
tion, 382. 
— total d'une fonction, 
angle polaire, 359. 
application, 105. 
approximation, 
argument, 77. 
— (valeurs critiques de l'—), 
arrangement. 58t. 
astroïde (équation 
de l’—), 29%. 
asymptote, 52, 132. 
axe imaginaire, 312. 
— polaire, 59. 
— réel, 311. 


d'une  fonc- 


383. 


198. 
202. 


parametrique 


B 
base d'un espace. 615. 
Bayes (formule de — )}, 580. 
Bernoulli (formule de —). 583 
— (processus de —), 583. 
binôme de Newton, 582. 
bornes d'intégration, 261. 


C 
er d'une fonction, 68, 


Cauchy (problème de —), 468, 484. 513. 
— (théorème de —}), ee 

centre d'une courbe, 

champ de gradients, 300. 

— à potentiel, 533. 

— scalaire, 397. 

— vectoriel, 397. 

coefficient angulaire, 31. 

-s binomiaux, 582. 

-s directeurs, 369. 

-s indéterminés (méthode des —), 502. 
cofacteur, 324. 

colinéarité de deux vecteurs, 355. 


42 


combinaison, 3582. 

complémentaire, 20. 

complément algébrique, 324. 
composantes d'un vecteur, 342. 
condition de différentielle totale. 402. 
-s initiales, 513. 

-S aux limites, 513. 

_ nécessaire d'extrémum, 404. 
conjugué d'un nombre complexe, 310. 
continuité d'une fonction, 139. 
convergence (point de —), 416. 
coordonnées cartésiennes, 7. 

— courantes, 22, 359. 

— polaires, 59. 

— rectangulaires, 345. 

— d'un vecteur, 346. 

cordes (méthode des —), 211. 
corrélation (moment de —), 599. 
cosinus directeurs, 346. 

cote, 345. 

courbe (centre d'une —), 46. 

— de degré n, 28. 

— intégrale, 465. 

— représentative d'une onenon 69. 
Cramer (formules de —), 

— (règle de —), 329. 

cycloïde, 63. 

cylindroïde, 537. 


D 
densité linéaire de 
— moyenne de l’arc, 
— de probabilité, 603. 
— superficiclle Dans 999. 
déterminant, 319, 
_— auxiliaire, 328. 
_— (éléments ‘d'un —) 319. 

— d'un système, 320. 
dérivation, 158. 

dérivée d'une fonction, 148, 151. 
— — dans une direction donnée 
— logarithmique, 175. 
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dérivée partielle, 385. 

— seconde, 183. 

— du vecteur fonction, 373. 
différence des ensembles, 20. 
différenticlle d’une fonction. 
— (méthode de la —), 291. 
— totale d’une fonction. 388. 
— d'une variable indépendante, 223, 


directrice. 55. 360. 
discontinuité (point de —), 137. 
divergence (point de —), 416. 
division par moitiés (méthode de 

la —). 211. 
domaine de définition, 67. 78. 316. 
— borné. 406. 
— fermé, 406. 
— d'intégration. 539. 


— de valeurs admissibles. 619. 


E 


écart. 596. 

— normé, (610. 

— quadratique moyen, 597. 
élimination (méthode d'—), 319. 
ellipse. 46, 51. 

ellipsoide, 375. 

ensemble convexe, 616. 


— fermé, 615. 

— ouvert, 615. 

équation canonique de la droite de 
l’espace, 

— caractéristique, 497. 


— de la chaleur, 511. 515. 

— de la courbe dans le plan, 21. 

— — dans l'espace, 361. 

— différentielle homogène, 474. 

— de Ja droite à coefficient angulaire, 
31. 

— fondamentale de la dynamique, 
484. 

— de Fourier, 511, 517. 

— générale de la circonférence, 45. 

— homogène, 514. 

— de Kepler, 78. 

— de Laplace, 511. 

— du mouvement, 61. 

— non homogène. 514. 

— normale de la circonférence, 44. 

— normée, 41, 366. | 

-s paramétriques de la circonférence, 
62 


-s — de la courbe dans l'espace, 363. 
-s — de la droite de l'espace, 368. 
-s — de l’ellipse, 62. 

-s de la physique mathématique, 511. 


équation du 
rielle, 5 

— de la surface dans l'espace. 359. 

— vectorielle de la courbe, 363. 

— — de la droite de l'espace. 368. 

espace vcuclidien à # dimensions. 614. 

espérance mathématique, 592. 605. 

Euler (formules d'—). 447. 

— (méthode d'—), 481. 

— (polygone d'—). 482. 

— (substitution d’—), 254. 

Euler-Poisson (intégrale d'—), 551. 

événement, 566. 

— aléatoire. 566. 

— certain, 567. 

— élémentaire, 568. 

— impossible. 567. 

-s indépendants. 576, 578. 

excentricité, 49. 

expression à intégrer, 237. 

extrémum absolu d’une fonction, 406. 

— bilatèrc. 200. 

— (condition nécessaire d'—), 200. 

— (condition suffisante d’—), 202. 

— d'une fonction, 200, 403. 

— unilatère, 200. 


F 


plan sous forme vecto- 


factorielle, 581. 

faisceau de droites, 36. 

— (paramètre du —). 36. 

fonction algébrique, 81. 

-s asymptotiquement égales, 226. 
d. 


bornée, 110, 
continue, 136, 155. 
— sur un domaine, 384. 


— par morceaux, 447. 


— en un point, 383. 
croissante, 124. 
décroissante, 124. 
dérivable, 149, 223. 
différentiable, 223, 389. 
équivalentes. 226. 
exponentielle. 82. 
homogène de degré nr, 474. 
hyperbolique, 177. 
implicite, 171. 

infiniment dérivable, 492. 
— grande, 116. 

— petite, 114. 

a intégrer. 539. 
irrationnelle, 81. 

de Laplace, 586. 

lisse par morceaux, 156. 
logarithmique, 82, 173. 
monotone, 124 
multivoque. 70. 
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fonction orthogonale, 448. 

— paramétrique, 180. 

puissance, 82. 

rationnelle, 80. 

— entiere, 80. 

— fractionnaire, 81. 

réciproque, 79, 169. 

de répartition, 601. 

transcendante. 81. 

trigonoméètrique, 83. 

— inverse, 84. 

univoque, 69. 

— d'une variable complexe, 316. 

formule de Bayes. 580. 

de Bernoulli, 583. 

du binôme de Newton, 197. 

binomiale, 583. 

locale de Maclaurin, 199. 

de Newton, 213. 

de Nevton-Leibniz, 261. 

— généralisée. 284. 532. 

de Poisson, 590. 

des probabilités totales, 578. 

— des trapèzes, 279. 

Fouricr (équation de —}), 511, 517. 

— (méthode de —), 520. 

— (série trigonométrique de —), 450, 
453. 

foyer. 49. 

frontière d'un domaine, 4U6. 

— (point — ) 406, 615. 


G 
Galilée (théorème de — ), 290. 
Gauss (loi de — ), 608. 
— (schéma de — }), 332. 
génératrice, 360. 
gradient de champ, 398. 
grandeur constante. 66. 
— scalaire, 336. 
— variable, 66. 
— vectorielle, 336. 


H 


harmonique fondamental, 448. 
Le e, 372. 

hyperbole, 47. 

hyperplan, 615. 


l 


image géométrique, 25, 364, 380. 

indétermination (lever d'— ), 191. 

intégrale convergente, 284. 

— curviligne de première espèce, 
523. 

— — de deuxième espèce, 526. 

— définie, 261. 


integrale divergente, 284. 

— double, 537. 

— d'Euler-Poisson, 551. 

— impropre, 283. 

— indéfinie, 237. 

— de probabilité. 586. 

— triple, 559. 

intégration par décomposition. 245. 
— par parties, 248, 274. 

— par substitution. 246. 
interpolation d'une fonction, 76, 90. 
— quadratique, 92. 

intersection de deux ensembles, 19. 
intervalle, 67. 

— de convergence. 431. 

— fermé, 67. 

— semi-ouvert, 67. 


K 


Kepler (équation de — ), 78. 


L 


Laplace (équation de — }), 511. 

— (fonction de —}), 586. 

— (formule de — intégrale), 587. 

limite à droite, 124. 

— d'une fonction, 107. 

— à gauche, 124. 

— du vecteur fonction, 372. 

loi de Gauss, 608. 

— des grands nombres sous 
de Bernoulli, 589. 

— — — — de Tchébychev, 601. 

— de répartition, 591. 


forme 


M 


Maclaurin (formule de — ), 199. 

masse élémentaire, 524. 

matrice de coefficients, 321. 

méthode des cocfficients indéterminés, 

502. 

des cordes, 211. 

de la différentielle, 291. 

de la division par moitiés, 211. 

d'élimination, 319. 

de séparation des variables, 520. 

— des tangentes, 212. 

eus 321, 323. 

module, 98, 356. 

— d'un nombre complexe. 310. 

moment de corrélation, 599. 

moyenne (théorème de la — 211: 
552. 

— (valeur — d’une fonction), 553. 
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N 


Newton (binôme de — ), 582. 

— (formule de — )}, 213. 

Newton-Leibniz (formule de — }, 261. 

— (formule de — généralisée), 284, 
532. 
— (théorème de — ), 266. 

niveau (ligne de — ). 381. 

— (surface de — ) 382. 

nombre complexe, 310. 

— imaginaire pur, 310. 

— rationnel, 97. 

norme d'une fonction. 448. 

— d'un vecteur. 614. 


O 
opérateur différentiel 
ordonnée, 345. 


linéaire, 514. 
P 

parabole, 26, 54. 

paraboloïde, 377. 

paramètre, 36, 66. 

Peano (théorème de — }), 198. 

permutation, 582. 

plan complexe, 311. 

— optimal. 619. 

point au bord. 618. 

— de convergence. 416. 

de discontinuité, 137. 

— essentielle, 138. 

— non essentielle. 138. 

de divergence. 416. 

frontière, 406. 615. 

intéricur, 406. 

limite. 1037. 

singulier, 400. 

Poisson (formule de — ), 590. 

pôle, 59. 

polynôme homogène. 474. 

primitive d'une fonction, 235. 

probabilité, 569. 

— conditionnelle. 576. 

— d'un événement au sens statisti- 

que, 573. 

— a posteriori, 579. 

— a priori, 579. 

problème de Cauchy. 468. 484, 513. 

— de transport. 621. 

processus de Bernoulli, 583. 

produit scalaire des fonctions, 448. 


R 
racine double. 498. 
rayon de convergence, 431. 
— vecteur, 8. 59, 312, 613. 
— — asservi, 363. 
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rayon vecteur focal, 49. 

règle des trois sigmas, 611. 

reste d'une série, 417. 

réunion de deux ensembles, 19. 

Riemann (somme de —}), 277. 

— (somme de — bidimensionnelle), 
537. 539. 


— (somme de — tridimensionnelle), 
559. 
rotation d'axes de coordonnées, 10. 


S 


séparation des variables (méthode 
de — ), 520. 

série absolument convergente, 428. 

— alternée, 429. 

convergente, 416, 444. 

divergente, 416. 

entière, 431. 

fonctionnelle, 415. 

harmonique, 414. 

numérique, 415. 

semi-convergente, 428. 

à termes quelconques, 427. 

trigonométrique de Fourier, 450. 

Simpson (formule de — }), 282. 302. 

singulier (point — }, 400. 

solution générale d’une équation dif- 
ferenticlle, 466. 

-S linéairement dépendantes, 494. 

-S — indépendantes, 494. 

— particulière d'une équation diffé- 
rentielle, 466. 

somme de Riemann, 277. 

— — bidimensionnelle, 537, 539. 

— — tridimensionnelle, 559. 

— d'une série, 416 

sous-ensemble, 18. 

subdivision (pas de — ), 280. 

suite. 113. 

FE osIUes de solutions (principe 
e — ), | 

surface intégrale, 512. 

— du premier degré, 365. 

système homogène, 330. 

— Standard, 319. 


T 


tangentes (méthode des — }), 212. 
Taylor (formule de — ), 199. 

— (polynôme de — ), 198, 443. 
Tchebychev (théorème de — }), 601. 
— (loi des grands nombres sous forme 

de — ), 601. 

terme asymptotique, 132. 

— général d'une progression, 
— — d'une série, 415. 


414. 
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terme résiduel, 198. vecteur, 336. 

théorème de Cauchy, 257. -s colinéaires, 340, 614. 
— de Galilée, 290. -s coplanaires, 340, 614. 
— de la moyenne, 271, 552. — directeur, 364, 615. 
— de Newton-Leibniz. 266. — libre, 337. 

— de Peano, 198. — normal, 364. 

— de Varignon, 556. — nul, 336. 

— de Weierstrass, 407. -s orthogonaux, 614. 


trajectoire d’un point, 364. — unitaire, 615 
translation d’axes de coordonnées, 9. voisinage, 106, 615. 


trapèzes (formule des — ), 279. — à droite, 112. 
— à gauche, 112. 
V — d'un point, 106. 
variable dépendante, 66. 
— indépendante, 66, 7%. wW 


variance, 596. 
Varignon, (théorème de — ). 556. Weierstrass (théorème de — ), 
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